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INPEAUC/IOBHE

[IpakTuky™ npeaHa3HaueH AJis CTYJIEHTOB, U3y4aloIIMX KypcC BbICIIEH Ma-
TeMaTuku. COJIEpKUT TEOPETUUYECKUN MaTepual, MPUMEPHI pElIeHUs 3aaad
paznena «OmnepallMOHHOE HUCYHCIEeHHe» Kypca «MaremaTuka», BXOJAIIErOo
B CTaHAapT 00pa30BaHUs CTYJICHTOB PAAMOTEXHUYECKHUX, IJIEKTPOTEXHUYECKUX
U TEIJIOOHEPTETUYECKUX CTIEI[UATLHOCTEH.

W3noxeHnne marepuaia Mo MPaKTUKYyMy MOJApa3eNsercss Ha TPU YacTH.
B nepBoii yactu (§ 1-5) nmpuBecHBI OCHOBHBIC TIOHATHUS M MPaBUJIA OIICPaIlH-
OHHOTO MCYMCJICHUS, B TOM YHCJI€ yJI00OHOE MPaBUIIO BOCCTAHOBJIEHUSI OPUTH-
HaJa Mo ero JarjIacoBOMy M300paXKeHHUI0 o (popMyiie oOpaliieHus..

Bo BTOpoii yacTu (§ 6—7) pacCMOTPEHHBIM MaTepuall MPUMEHSETCS K pe-
meHuto 3anaun Ko st muHeHbIX nudepeHImanbHbIX YpaBHEHU U CHC-
TEeM JUHEHHBIX TUudPepeHIINaIbHBIX YPAaBHEHUN C MOCTOSHHBIMU KO3 uiu-
eHtamu. [Ipemyoxen crnocod pemrenus 3anaun Koy uist TMHEHHON CUCTEMBI

HpI/IBeI[eHI/ICM K CTaHI[apTHOMy BI/II[y
X—Ax=f, x(0) = xg

C MOCHEAYIOIINM NMPUMEHEHUEM MpeoOpa3zoBanus Jlamnaca; 31ech B ocTpoe-
HUH PEelIEHMs YUacTBYeT pe3onbbenta (pl — A)_1 MaTpHIBl A CUCTEMBI.

Tperbs vacth (8§ 8-11) mocBsIeHa TPWIOKECHUIO K TECOPUN aBTOMAaTHYe-
CKOTro ympaBlieHus. BHauane BBOASTCSA U WIUTIOCTPUPYIOTCS Ha mipuMepax (yH-
JNaMEHTAJIbHBIE MMOHATHUS «IuHEeWHas cranumoHapHas uens (JICL)», «nepenarou-
Hasg Qynkuusa JICL», ykazaHa cBsi3b MEXIy NEpeaaToyHON (QyHKUuEH U Apy-
ruM pyHaaMmeHTanbHbIM noHaTrueM Teopur JICL] — yacToTHON XapakTepucTu-
KO#. 3aTeM 1ocye MPOBEJACHHON B § 8 MOATrOTOBKH (BBOAMTCS IMOHATHE «CBEPT-
Ka», JOKa3bIBa€TCs TEOpEMa O CBEPTKE) BBIBOAUTCS LIMPOKO IMpPUMEHseMas
B MH)KEHEPHBIX pacyeTax dopmyna [roamens, mpeacrasistonias co0oi yao0-
Hoe npaBwio 3ananus JICL] Ha s3bpIKe€ OpUTMHANIOB. 3aKJIFOYUTEIBHBIA Mapa-
rpad KpaTko 3HAKOMUT YWTATENs C AeNbTa-QPyHKUUMEH U €€ MNPHIOKEHUEM
k Teopuu JICLI.

B koHIile kaxknoro naparpada npuBoJATCS 3aJaHUS IJI1 CAMOCTOSITEIHHOM

padoTHI.



§ 1. KOMIIVIEKCHBIE YUCJIA

B stoMm maparpade mpuBeneHBl NMPOCTEHIIINE CBEICHHS O KOMIUIEKCHBIX
YHUCIlax, UCIO0JIb3YEMbIE B TAIbHEUIIIEM.

Komnnexcuoim wucnom z Ha3bIBaeTCs BBIPAXKEHUE BUJA Z=X+1Y, TAE X
U Y — JIeUCTBUTEIbHBIC YNCHA, | — MHUMAS eOUHUUA, i2=-1.

Uucno X Ha3bIBAETCA OeucmeumenbHol 4acmspio KOMIUIEKCHOTO Yucia Z
1 o0o3Havaercs X=Rez, y—mHumot wacmoio z, y=Imz.

IlycTh 3a1ana mpsIMOYToJibHasi CUCTEMA KOOPAUHAT Ha IiockocTu. Toraa

KaXJ10€ KOMIUIEKCHOE YUCIIO Z = X+ iy MOXeT ObITh M300paK€HO TOYKOM IIJI0C-
KOCTH ¢ KoopAaumHaTamMu (X,y). B 4acTHOCTH, JeHCTBUTENbHBIE YMCIA
(y=0, z=x) uM300paXaloTcs TOYKAMM OCH aOCIMCC, Ha3bIBAEMOM II03TOMY
oelicmeumenbHoll OChI0; YMCTO MHHMBIE YHCIa (X:O, y =0, z:iy) n300pa-
KAIOTCS TOYKAMH OCH OPJIMHAT, Ha3bIBAEMOU TTO3TOMY MHUMOU OCBIO.
HonspHble KoopauHaThl (r,¢) Touku (puc. 1) Ha3BIBAIOTCS COOTBETCTBEH-
HO MOOYJleM U apeyMeHmoM KOMIIEKCHOTO YHCiia Z W 0003HAYAIOTCSI COOTBET-

cTBeHHO [z|, Arg z. OueBunHo, ipu z#0 Arg z uMeeT GECKOHEYHO MHOTO 3Ha-
yennii: Argz=argz+2kn (k=0, £1, £2,..), rIe argz — Kakoe-1uO0 OJHO M3
3HaueHHi Arg z. YCIOBHUMCS B JaJlbHEHMIEM IO argz IOHHMATHL 3HAYEHHE

Arg z, 3axknouennoe 6 npomedxcymie (— T, n]:
—n<argz<m,

U HaA3bIBATh €T0 21a6HbIM 3HaueHuem aprymenta z. Ilpum z=0 aprymeHrt z we

onpeoeien.

A
y
YA
S
VY
o
0 X X
Puc. 1



U3 puc. 1 cnenyert, 4To MOaylb Z onpenaensercs no Gopmyie

|z|:\/x2 +y2,

apryMeHT Z ompeaensercs u3 GopMyJibl

y

tg§0= ]
X

OTKYIa IIOJIYyYUM

arctg y o151 gHympennux mouex I, IV uemeepmeii,
X
argz =qarctg y + 7 Ona gHympenHux mouex Il uemeepmu,
X
arctg Y 7T 0ns eHympeHHux moyex Il vemeepmu.
X

Tak kak X=rcos ¢, y=rsing, To
z=r(cosp+ising).

Takasi 3anUCh HA3bIBACTCS MPULOHOMEMPULECKOU (POPMOU KOMIIIIEKCHOTO
yucna Z.

[lycth Z=X+1iy; TOrIa KOMIUIEKCHOE YHUCJIO Z=X—IiYy Ha3bIBaeTCA CO-
npsixceHHublM K z. Yucna z, Z u300pakaroTcsi TOUKaAMU, CUMMEMPUUHBIMU O~

HOCUMENbHO OelicmeumebHou ocu. B 4acTHOCTH, NEUCTBUTENbHBIE YKcia (U
TOJBKO OHHU) COMPSKEHBI cede.

OueBUIHBI PABEHCTBA

7412 7-7
Re ZZT, Imz=——-.

2i

[lycts z =x+1y. 1o onpenenenuto npumMem

e’ =e*(cosy+isiny).



I/I3BCCTHO, YTO I JIFOOBIX JICUCTBUTEIJILHBIX YMCEN X1, Xo BECPHO pPAaBCH-

ctBo e* -e% =X TlokaxeM, 4TO 9TO CBONCTBO COXpaHAETCs I KOMILIEKC-

HBIX IMOKAa3aTeJIe CTEIICHU.

L, ol —htl,

e -e
IlycTh 7y =X +1Yq, Zy =Xy +1Ys.

eheh =% M. e% ™ —e% (cosy, +isiny;)-e* (cosy, +isiny,)=

=" (cos y; cos y, —siny;sin y, ) +i(sin y, cos y, +cos y;siny, ) =

=e"% (cos(yy + y, ) +isin(y + Y, )) =
_ ex1+x2+i(yl+y2) _ e(x1+iyl)+(x2+iy2) _pltl,

NmeroT mecTo popMyIibl
+e :
cosa == sing =———,

Ha3bIBaeMbIe hopmyramu Diinepa.
JIeHCTBUTEIBLHO, MO OMpPEJSICHUI0 KOMIIJIEKCHOTO IOKa3aTelis CTEIeHU

HNMECM

ela _ eOHa _ eO(

cosa +isina)=cosa +isina.

e-ia _gi(-2) _ cos(—a ) +isin(—a)=cosa —isina.
CKJ'IaI[BIBaﬂ 9TU paBCHCTBa, HOHy"II/IM
i

2cosa =e'* +e ' 1.6 cOS@=——,



BbIYHTAA paBCHCTBA, I1IOJIYIUM

2ising =e'* —e™'* 1. sina = 5
i

@opMyibl Disiepa YCTAaHABIMBAIOT CBSI3b MEXKIY TPUTOHOMETPUUYECKUMU

H ITOKa3aTCIbHBIMH (1)YHKI_II/I}IMI/I.

3aganusa ISl CaMOCTOSTEIbHOM PadoThI.

1) Haiiti MOTyJib U apryMEHT KOMIUIEKCHBIX YHCE:

a) 1; 0) -3; B) 2i; r) —i;
0 1+i; e) —1+i; x) —1—~/3i; 3) V3 -i.
2) BBIYHCIINTD:
: . 1-i

243 (1— - 9); 6) L
) (2+30)(1-(-) )

3—4i_.23 . B2 5+ 2i
B)—4+3i i“°+3; r) (2-5i)" + —
OTBeTbI:
1) a) |z|=1arg=0; 0) |z|=3 arg=r; B)|z|=2,arg=%;
Dlz[=lag=-";  w[z[=v2,ag="; e)|2|=ﬁ,arg=37”;
>1<)|z|=2,arg:—2?7z; 3)|z|=2,arg=—%.
2)a) -1+5i; 0) —i; B) 3; r) —19-—25i.



§ 2. OPUT'MHAJL. L-U30BPAXXEHUE OPUT'NMHAJIA

Bynem paccMaTpuBaTh GYHKIUM BpeMEHH (CUTHAJIbI) CO CBOMCTBAMM:

1% y(t)=0 npu t<0;

2°. y(t) menpepsiBHa npu t > 0;

3%, y(t) pacter He GBICTpee IKCIOHEHTHI IPH t —> +00: CYIIECTBYIOT YMCIIA

a>0, v>0 Takue, 4TO
y(t)<ae” (t>0).

0
Yucno Vg, A1 KOTOPOro HEPABCHCTBO B YCJIIOBUH 3" BBINOJIHSAETCS IIpu

OOOM V =Vj + £ (¢ >0) ¥ HE BHIIONHACTCS IPU V =V( — &, HA3bIBACTCS [IOKA3a-

TeneM pocta pyHKuun Y(t) (Vo— TOUHAS HYKHASA IpaHb yucen V). DyHKIUI co

. 0 A0
cBoiictBamu 1° — 3" Ha3bIBaeTcs opueunanom (puc. 2).

y(t) V/

)

v

Puc. 2 Puc. 3

Onpenenenue 1. [Ipeobpazosanuem Jlannaca vim L -uzobpaosiceruem opu-

THMHaJia y(t) Ha3bIBACTCsA q)YHKHI/I}I KOMIUICKCHOT'O IIEPEMCHHOTO P, BBIYUCIIAC-

Mast o popmyiie
Llyl=9(p Ie Py 1)

[TocTaBuM BOIPOC: MPU KAKUX 3HAYCHUSIX P CYIIECTBYET HECOOCTBEHHBIN
unrerpai (1)? PaccMoTpuM Ha P -MJIOCKOCTH MOJIYIUIOCKOCTh Re p>v, rae v —

nokasatens pocta Y(t) (puc. 3).



Jlemma 1. nmeepan (1) cxooumcs npu écex p 6 nonyniockocmu Rep>v.

JIoKa3aTeqLCTBO. BoConb3yeMcs TEOPEMON CpaBHEHWs JUIs HECOO-
o0
cTBenHbIX muTerpanos: ecin |f(t) < g(t) mpu t>0 u marerpan [g(t)dt cxomur-
0
o
csi, 1o muterpan | f(t)dt Tawke cxomurces. Mmeem: npu p=X+iy
0

‘e—pt‘ :‘e—(x+|y)t‘ :‘e—xt _e—|yt‘ :‘e—xt

-‘e‘iyt‘ =e *!|cosy —isiny|=

- e_Xt\/c032y+sin2y =e Xt

v 0
OTKYyHIa € YUYCTOM CBOUCTBA 3 OpHUIruHalia CJICAYCT OLICHKA

Py <[yl e et a0 —ae (120,

[Ipu p B momymuiockoctu Re p >V Oyaer € >0 (puc. 3) u UHTETpaJl OT MIPaBOK
YacTU 3TOTO HEPABEHCTBA IO MPOMEKYTKY [O,oo) cxoauTtcsi (IpoBEpPhTE 3TO),
TE€M CaMbIM U TIOJAaBHO cxoauTcs uaterpai (1).

Teopust mpeoOpazoBanus Jlammaca Ha3bIBae€TCs ONEPAIIMOHHBIM HCUUCIICHH-
em. Jlanee uznararorcs (Kak mpaBuiio, 0€3 J0Ka3aTelbCTBA) U ULTFOCTPUPYIOTCS
Ha IPUMEPaX OCHOBHBIE MTPaBUIIa ONEPALIMOHHOIO UCUUCIICHUS, 3aTEM MTOCTPOCH-
HbIi MaTEeMaTUYECKUM anmapaT MPUMEHSIETCS K HEKOTOPbIM 3ajayaM TEOpUHr
mudPepeHIMAIbHBIX YPAaBHEHU U TEOPUH aBTOMATUYECKOTO YIIPABJICHHUS.

B 3akmouenue storo maparpadga pacCMOTPUM HECKOJBKO MPOCTHIX IPH-

MEpOB Ha BBIUUCIICHUE L -n300pa’keHHil o ONpeIeNICHHUIO.

IIpumep 1. Haiitu L -u3o0pakenne pynkuun XeBucaiina (puc. 4)

1(t):{1’ t>0,

0, t<DO.

Pewenue. ®ynkuus 1(t) o4eBUIHBIM 06Pa30M yIOBIETBOPSAET TPEOOBAHH-

0 A0
aMm 1'-3° ¢ mokazareieM pocTta V=O, TCM CaMbIM SBJEICTCA OPUTHUHAJIOM.



[To nemme 1 L -n300parkeHue ONpeaesieHo B MOMYIUIOCKOCTH Re p >0 (puc. 5).

ITo dbopmyme (1) Haitnem

0 .
A o pt _ a—XS _o-iys
1(p)=[e P'dt= lim _[e Plgt = fim & | = Iim =& & _1.
] s—>+o0 s>+ P S—>+o0 p p
1
Lt)]==. (2)
P
¢ y=1(t)
1
0 t
Puc. 4 Puc. 5

cost, t=>0,

Ipumep 2. Haiitu L -n3o6paxenue GpyHkumn y(t) = {O ‘<0
, t<O.

JanHast QyHKIUS ABISIETCS OPUTHMHAIOM C MoOKaszaTeiaeM pocta V=0, mo-

sToMy Y(p) ompenenena B momymiockoctd Re p >0,

[To popmynam Ditnepa u (1) umeem

0 2 2%

0
p—i)t —(p+i)t

= lim j( t e (PH) )dt I|m£ 4 & J
S—>+w0 2 2 s+ —I1 p+1

S
1. [ 1 1 g XS g IYYs e‘XS-ei(y”)S]
p

L[cost]_L{eit zeit}_]? o~ Pt idt_—]?( —(p—i)t+e—(p+i)t)dt:

== lim
2 S—>+o0

-1 p+i p—i p+i

10



_1[ 1,1 ]_p+i+p—i: p
P

2\ p—i p+i _2(p2_i2) p?+1
p
L{cost|= )
[ ] p2+l

at >0,

Ipumep 3. Haittu L -uso6pakenne Gpyrkunn y(t)= {eO )
, t<O.

Pewenue. Jlannas pyakius (puc. 6) sIBISETCS OPUTHHAIOM C MTOKa3aTeIeM

pocTa V=o, no3ToMy Y(p) ompejeneHa B monymiockoctd Re p > o (puc. 7).

[To dhopmyie (1) umeem

o0

L[e“tJ:Ie‘pte“tdtzofe_(p_“)tdtz lim ie_(p_“)tdtz
0 0

0 S—>40
0 .
e (pro)t . 1-e8S.g7YS 1
= |lim = lim = :
S—>+0 P—A S—>-+o0 p—a p—a
Leet]- 1 3)
p—a
Ay:eat A
1J y ------------ . p
e
: ,_Hl ;
0 t 0 o} X
Puc. 6 Puc. 7

OtMmetum, uto Gopmyna (2) popmanbHo coaepxkutcs B (3): ciyuaid a=0.

11



3ameuanme 1. ®opmyna (3) Obuta modydeHa npu ycinoBun Rep>a. On-
HaKoO mpaBas yacTh (3) ompezeneHa mpu Bcex p#a. bynem cuurtath Gopmy-
ay (3) BepHOU TipH Bcex p #a . Takxke OyaeM MOCTYNaTh U B APYTUX CIydasx:
06yoem cuumamo gpopmyny 0ns L -uzobpadicenus eepHol npu cex P, npu Komo-
PpbIX nOJyueHHoe evipadxceHue umeem cmwvici. 'oBopsaT Tak: L-uzobpakeHue
AHATUTUYECKU TMPOJOJIKAETCS M3 TMOJYIIOCKOCTU Rep >V B KOMIUIEKCHYIO
TJIOCKOCTb.

3ameuanmne 2. /lanee Bcerna OyaeM 3aj1aBaTh OPUTHMHAIBI UX 3HAYCHUSIMU

Ha noxyocu t >0, He oroBapuBas BCKui pa3 TpedboBanue y=0 npu t <0.

3ajaHuda 1Isl CaMOCTOSITEIbHON PadoThI.
[IpoBepuTh, 4TO NaHHbIE (HYHKIMU — OPUTHUHAIBI, U BBIYUCIUTD UX L -1300-

paxenus (1):

a) y(t)=5; 6) y(t)=t;  B) y(t)=sin2t; r) y(t)=te.
OTBeTbI:
5 1
a) L[5]:6; 6) L[t]=F;
: 2 1
B) L[sin2t]= p2+4; r) L[teq:(p—l)z'

12



§ 3. CBOMCTBA IIPEOBPA30BAHUA JIAIIJIACA

B mpmioxeHusx oneparmoHHOTO HMCUUCICHUS CHUCTEMATHYECKH HCIOJb-
. 10 0 0 g0
3yroTes cneayronme npasuna: 1°-8°. Jlanee B 2°-8" ¥(p) — L-uzoOpakenue

opurunana y(t).

1° . Teopema JinHeiiHOCTH:
Llys +Yo]=L[yi]+ L]y.]; L[Cy]=CL[y] (C=const).

2°. Teopema mogo6usi:

[y(on]=29(2] (>0,

®
3°. Teopema cmereHus:
L e®y(1)|=9(p-a) (aeC).
4°. Teopema 3ama3abIBAHUS:

L[y(t-a)]=e*9(p) (a>0).
5°, HN3o00paxkenne nponu3BOAHBIX:

L[y'(t)]= p¥(p)- y(0),

LIy"(t)]=p*%(p)- py(0)-y'(0),

Ly @)= 0"9(0) - 0" y(0) - 0" 2y (0) .- 0y "D ()" 0).

13



0
6. U300pakeHue MHTErpaJia:

y(s)s |- 1)
L'([y()d =

7°. AnddepenunpoBanue n3odpaKeHus:
L[y (1) ]=(-1"9"(p)  (n-nenoe>0).

0
8. UHTerpupoBaHue N300paskeHus :

o
L y(©) = I y(s)ds.

t p

Caoitcteo 1° HemocpeacTBeHHO cienyeT u3 ompeneierus (1). IIpeqtaraem
nokasats cBoiictBa 2°-5°. OTMeTHM, 4YTO MHpPH JOKAa3aTeIbCTBE TEOPEMBI 3a-
Ma3bIBAHKS CYIIECTBEHHO HCIOIb3yeTcs TpeboBanue 2° B OMpeaeIeHIN OpH-
rUHaIA.

3ameuanue. B npuIoKeHUSX OMEPAllMOHHOTO UCYHCICHUS K TEOPUU aB-

TOMATHUYCCKOT'O YIIPABJICHUA, PAAUOTCXHUKE, JJICKTPOTCXHUKEC OPUIMHAJ y(t)

(BBIXOJTHOW CHUTHAJ JIMHEHHOMN CTAIllMOHAPHOM IIETH), KaK MPaBUJIO, Y/IOBJIETBO-

pser TpeGoanuio y(0)=0. B 3roM ciyuae nepsas popMmyna 5° IPUHAMAET BH

DTO 03HAYaeT: OCHOBHAS OIEpaIys MaTeMaTHIeCKOro aHaiau3a — nuddepeHIm-
pOBaHME — B TEPEBOJIE Ha s3bIK L-n3006paxenuit Y(p) ects onepayus ymuooice-
Hus Ha HE3aBHCHMYIO [IEPEMEHHYIO P. AHAIOrHIHO hopMyIa 6° 03HAYACT: APY-
rasi OCHOBHAs OIlepalidsl MaTeMaTHUYECKOI0 aHalli3a — HHTETPUPOBAHKE — B TIC-
peBoJie Ha s3bIK L-u3o0paxeHuil ectb onepayus denexusi Ha HE3ABUCUMYIO Tie-

pEMEHHYI0 P. Omu 06a gpaxma no3eonsiom 8 psoe Clyuaes 3aMeHUmsb 3a0a4u,

14



mpe6yr0u4ue NpUMEHEHUe Memooo8 Mamemamuyecko2o anaiuszda, pasHoCujlb-
HbIMU DoJlee npocmoimu 3a0avamu Cl]l2€6pbl. B smom cocmoum ocnosmnou 3a-

Mblcell onepayuorHoco UCHUCTIEHUAL.

0_Q0
PaccMOTpuM HECKOJBKO MPUMEPOB Ha IpuMeHeHue hopmyin 17-8.

IIpumepsl. Haiitu L-u300pakeHus cieayomux QyHKIAN.

1) y(t)=1+2t.

Pewenue. 11o hopmynam 1°7°%¢ y4yeToMm (2) umeem

L[1+2t]=L[1(t)]+2L[t-1(t)] =%+ 2-(-1)-1( p)_%_z.(l]l :%+

2) y(t)=sint.

Pewenue. I1o hopmyne Ditnepa u popmynam 1°, (3) MOJTY4YUM
: et —e | 1 it —it
L[smt]_Ll: > }_E(L[e }—L[e })_

_i{ 1 1 }_p+i—p+i_ 1
2i| p—i p+i 2i(p2—i2) p?+1

3) y(t)=sin2t.

(mpumep 2). Ilo

Pewenue. O6osznaunm z(t)=sint, torma z(p)=

p2+1
dbopmyie 2° Haiinem
L[sin2t]=%2(§)=%- 12 = 22
(pj 1 p-+4
2
4) y(t)=esin2t .
Pewenue. O603na4unm U(t)=sin2t, Torna U(p)= oy (mpumep 3).
p° +

15



ITo bopmyne 30

L [e?’tsin Zt]z 0(p-3)=

5) y(t)=sin(t-5).

Pewenue. meem 1o gopmyie 4°

L fint] Lsin(t-5)]= %,
sint|= ; sin(t—5)|= .

p2 +1 p2 +1

t-1, te(1,3),
6 t)=
) y(©) {0, te(l3
. 1, t=>0,

Ucnonb3yem eqnHnUHy0 GYyHKITMIO XeBHUcaiaa l(t) = {O (<0’ T

y(t)

(t—1)-1(t-1)—(t-1)-1(t-3),

y(t)=t-1(t-1)-1(t-1)-t-1(t-3)+1(t-3) .
Io popmyie 4°

L[l(t)]:l = L[1(t-1)]=

p p

AnanornyHo npumepy 1:

L[t-l(t—l)}:—[%jlz—ep -p—eP :e‘p(pp+1)’

-3p)  _2.3P . n_pa3P 3P
L[t-l(t_g)]:_[e_] _ 3eP.p-e”P e”P(3p+1)

p

16
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ITo dopmyie 1° momyanm

e P(p+l) e P e3P(3p+1) 3P
Ll y(t)|= - - + =
e
CpePreP_peP_3peP e3P pe3P  _2pedPie P3P
- 0? - 02

7) y(t)=t>.

Pewenue. TTo hopmyite 7° umeem

L2 ]=[e2(0) |= (-0 (L [2()]) =(-2)? [1] : [—izj -2

8) y(t)=te?.
Pewenue. 11o hopmynam 7° 1 (2)

S R e e

9) y(t):jsezsds.
0

Pewenue. TTo hopmyite 6°

1

L[}seZSdslz L[tem]: (p-2 _ 1

2 p P p(p-2)

(yuTeH pe3yJsbTart npumepa 7).

o3t _ gt

10) y(t)= :

Pewenue. TTo hopmyite §°

y(s)ds, e §(p)= L[e3t —et} .

o — 8

17



Tak kak o gpopmyiie 30

e e R e et

TO

_Ilm(ln|s 3-In|s- 1|) _ lim In2=2 3| = lim InE In|2—° 3
b—>o0 b—>0 S—lp b—sw| |b-1 p-1
=Inl-In|——- P- 3 p 1
-1 |p-3|

3ajaHud 1Isl CaMOCTOSITEIbHON PadoThI.
[Tonw3ysick cBolicTBamu npeoOpazoBanus Jlamnaca, HaliTu L-u3o0pakeHus

CIeAYIONTUX (YHKITHAN:

a) y(t)=3; 6) y(t)=cost; B) y(t)=cos4t;

r) y(t)=e *cosdt;  m) y(t)=cht; e) y(t):{z’_t' tt;(ll:))
x) y(t)=tcost; 3) y(t)=t3sint; m) y(t)=t%;

K) y(t) jsmsds 1) y(t) js e%ds; M) y(t)=W-
OTBeTbI:

a) L[3]= F 6) L[cost]= p2p+1;

5) Leosat]=—, 216- ) L[ e cosat |- = +p6+p3+ -

18



n) L[cht]= P_.

p?-1
(p+1)"

1) L[tﬂ:%;

K) L[tcost]=

@l{y@ﬂ:(Zp—D€m+jp+De4p;

p

6p>-2 .
(p2+1)

t
i 1
K) L[gsmsds}zm;

' ' 2
M)q?ﬂﬂlﬂmﬂ}zimp2+36.
t 4 p°+4

3) L[tzsintJ =

19



§ 4. TABJIMIIA HEKOTOPKIX L-U30BPAXKEHUH

Hanee npu BbruncieHuu L-uzoOpaxkeHuil OyayT MCHOIB30BaTHCSA MPUBO-
auMmble B Tabmuiie ¢opmyinsl 1-16; mepBbie nBe MOKa3aHBI BBINIE, OCTATBHBIE
JOKa3bIBAIOTCS C TTOMOIIbIO TPUEMOB, MPUMEHEHHBIX MPHU PEIICHUU MPUMEPOB

B§ 3.

y(t) ¥(p) y(t) y(p)
1 0
1. 1t = 9. e*'sinwt
( ) p @ (p —OL)2 +0)2
1 p—a
2 at 10. at
e 0—o e” cosmt (p—oc)z P
5 | ¢n n! n atg ot 0]
. (n —Heﬂoe) pn+1 . e SNw (p _ (1)2 _ (02
4 sinot ® 12 e*teh mt p-o
' p? + w? ' o (p-a) — 0
2m
5. cos ot 5 P 5 13. tsinot ( ) p2
P+ o P+
2 2
6. shot 5 ® 5 14. t cos ot ( p2 032
pr-o P+
D 2mp
7. chot p2 Py 15. tshot (p2 _0)2)2
n! p2 + o
8 ANy m 16. t ch ot (p2 _(02)2

[TonpoOHbIe TabauIBI L-n300parkeHuii comepkarcs B kaure [4].

20



IIpumepsl. [Tonb3yscek cBoiicTBamu nipeodOpa3zoBanus Jlamnaca u tadbnuiei

L-u300pakenuit, HaiiTu L-n300pakeHus cieayronmx GyHKIUHN.

1) y(t)=e *'sin2t cos 3t.

Pewenue. TlpencraBum npousBeqeHre Sin2t cos3t B BUjE pa3HOCTU CHHY-

: 1r. : . .
COB: Sln2'[COS3tZE[SIn5'[—SIn'[]. [lonp3ysich TEOpEMON JIMHEWHOCTH U 3aTeEM

dbopmyoit 9 U3 TabIUIIBI, TOTYIUM

9( p)=%(L[e‘2tsin5tJ_ L[e_ZtSintJ):% (p+ 2§2 +25 ) ( P+ ;)2 +1 }

1 qp2+4p+5y{p2+4p+29)_ 2“¥+4p—q

2.(p2+4p+29Xp2+4p+5) _(p2+4p+29Xp2+4p+5y

2) y(t)=a' (a>0).

Pewenue. Umeem a=eM@

, TIO3TOMY y(t):e(lna)t. ITo popmyre 2 u3 Taod-

JINILIBI HalJIEM

3) y(t)=cos’t.

Pewenue. [lpeacrasnss Cost ¢popmynoit Diinepa, MoxydyuM

it , o-it)3 _ _ _ |
cos’t = (%j :%(e'3t +3e'+3e7" +e"3t) =

1 e 4e™ 3 eltie™ 1 3
—. +—. =—C0s3t +—cost.
4 2 4 4 4

[To Teopeme nuHeHOCTH U hopMyIie 5 U3 TaOIHIIBI HaleM

p _ p’+7p
p2 +1 (pz +1Xp2 +9)'

Wp)=t. P .3
y(p)_4 p2+ +4

9

21



3ajanuda 1Sl CaMOCTOSITEIbHON PadoThI.

Haiitu L-u3o0pakenus cieayronux GyHKITAN:

a) y(t)=2e"% +5-2cos4t; 6) y(t)=(t+2)cost;

B) y(t)=sin’t; r) y(t)=e sint cos3t;

) y(t)=sh2tsint; e) y(t):tch%.

OTtBeThI:

a) L[Ze‘3t+5—2cos4t}:5p3+9p2+1122p+240'
p(p+3)(p +16)

2p3+ p2+2p—1_
()
B) L[sin3t}:(p2+9§(p2+l);

6) L[(t+2)cost]=

p2+6p+1 )
(p2+6p+25Xp2+6p+1ﬂ’

r) L[e‘3tsintc053tJ:

4p :
(p2—4p+5)(p2+4p+5)’

n) L[sh2tsint]=

p2+ T

e) L[tch;}(pzsz.
4

22



§ 5. BOCCTAHOBJIEHUE OPUT'MHAJIA
I10 EI'O L-U30BbPAKEHUIO

OxHO M3 3aMeYaTeNIbHBIX CBOMCTB mpeoOpa3zoBanus Jlamiaca, IMPOKO HC-
TI0JIb3YEMOE B MPUJIOKEHUSAX OTICPANIMOHHOTO UCUYHMCIICHUS, COCTOUT B TOM, YTO

no L-usobpasicenuto §(p) moscem 6uimv 6occmanosnen opueunan y(t). Umeer-

cs obuas opmynia, peliarlias 3Ty 3ajiayy, Ha3blBaeMas 0OpaTHBIM IMpeoOpa-
3oBanueM Jlamtaca [2] . Ora dopmyia HeymoOHaA IS MPAKTUYECKOTO MPHUME-
HEHUs, IOATOMY €€ 37I€Ch HE MPUBOAUM. J1JIsi MHOTUX MPUIIOKEHUN TOCTATOYHO
IPUBOAMMOE HUKE YAaCTHOE MpPaBUJIO, OCHOBAaHHOE Ha TEOPUM BBIYETOB JIJISI
AHATTUTHYECKUX (PYHKIUN KOMIUIEKCHOTO IepeMEeHHOTO [4].

HanmomMuuM, 4To panroHaibHas ApoOb (OTHOIIEHKE JBYX MHOTOUJICHOB)

f(p)= b(p) _bop™ +bp™ ™+ ...+ by,
a(p) ayp" +ap"t+..+a,

Ha3bIBAETCS NPAGUILHOLL, ECIIH CTETEHb YnucuTens b(p) MeHblIe cTeneny 3Ha-
meHarens a(p): m<n. B culy 0OCHOBHOM TeOpeMBI anreOpbl KOMILIEKCHBIX YH-

CCJI UMCCT MCCTO PA3JIOKCHHUC

a(p)=ag(p-py)"(p—pa)"2..(p— ps)"s, (4)

N +..+Ng=n. Ynucna py,..., P ABISAIOTCA KOPHAMH MHOTrO4IeHa a(p)

KpaTHOCTHU COOTBETCTBEHHO Ny, ..., Ng.

Teopema 1. ITycmo L-uzobpasicenue §(p) opueunana y(t) — npasunvras

payuoHanvHas 0podw co sHamenamenem (4). Toeoa 0nsa evluucieHus opucuHa-

aa y(t) umeem mecmo gopmyna

y(t)= éﬁ Pt (p— py 9(p)](|:i ;kl), (5)

Haszwvleaemas hopmynon oopaujeHus.
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Cremyer mOMHUTB, YTO 37€Ch NPOU3BOJIHAS MOPSAAKA N, —1 BBEIYUCIAETCS

(IIociIe COKpalIeHus! B KBaJpaTHBIX ckoOkax Ha (p — py )™ ) nmo xomnnexcrnomy

nepemennomy P npu ¢ukcupoBaHHoM t. B yactHOM citydae, korna py — Opo-
CTOW KOpPEHD (nk =1, (nk —1)!: 0!:1), 110J1 TPOU3BOAHON TopsaKa () moHUMa-

ercs cama (QyHKIHS.

Ipumepsl. Haittu opuruHaisl no JaHHbIM L-u3o0paxeHusim.

l)y“ﬁ:(p—lprZXp—BY

Pewenue. 3necb Ny =n, =n3 =1. Ilo popmyne obpammenus (5)

y©) =" (p-D¥(P)]_s + P (p-29(P)],_s + P (P~ 3)5(p)s =

peP!

"(p-1(p-2)

pef | pe™
(p-2(p-3) _, (p-1Ap-3)

p=2 p=3

= %(et —4e” 43¢ )
1

(p-17(p-2)
Pewenue. 1o popmyite (5)

2) 9(p)=

2-1

0= g b (0=l <k (o= 2500 -

24



1
(p—4)°
Pewenue. T1o hopmyine (5)

3) ¥(p)=

y(t)=— ™ (p 4)WMhﬂ—§@ ) L2 T2
R 1
4 y(p)=—F5—="
p(p2+l)

Peuenue. Paznoxum 3HaMeHaTe b HA MHOXKUTEIIW B IpuMeHUM opmyity (5).

ePt ePt ePt
= - - =+ + =
(p=i)(p+i)| o P(p+i)|  p(P-1)] _,
1 elt e—it eit te it
= +—+ =1 =1-cost.
-2 2i% 2i?

3ameuanue. J[Jiss BHIYMCIICHUS OPUTHMHAIOB MOXET OBITh HMCIOJIB30BaHO
MPABUIO PA3JIOKEHUS MPABWIHLHON PallMOHAIIBHOW ApOOU B CyMMY MPOCTEM-

mmx IpooOeit. B paccMoTpeHHOM BhIIe ipuMepe 1) pa3ioKeHHe UMEET BH/T

p A B C

(p-1(p-2)p-3) p-1 p-2 p-3

Jlist HaxoKeHus1 HeorpeaeneHHbIX koddduimmentoB A, B, C B mpaBoii vac-

TH paBEHCTBA MPUBEJIEM APOOU K O0IIEMY 3HAMEHATEI0 U YPaBHIEM YHCIUTEIN:

p _A(P-2)(p-3)+B(p-1)(p-3)+C(p-1)(p-2)

(P-1)(p-2)(p-3) (P-1)(p-2)(p-3)

p=A(p-2)(p-3)+B(p-1)(p-3)+C(p-1)(p-2).
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[IpuaBasi KOHKpPETHBIE 3HAYEHUS] APTYMEHTY p, MOJYyYUM 3HAYEHUS KO-

(UIMEHTOB:

p=1. 1=2A, A:%,

p=2. 2=-B, B=-2,

p=3: 3=2C, C:g,

211 2 3. 1
2 p-1 p-2 2 p-3

P

(P-1)(p-2)(p-3)

[Ipumensst k ciaraembiM (opmyily 2 U3 TaOIUIBI U300paKEHUN U 3aTeM

TEOpPEMY JIMHEHHOCTH (CIpaBa HAJEBO), MOJTYUYUM PE3yJIbTaT

1t ot 3 3t
t)=—e —2e“ +—e7,
y(t)=7 )
COBMAIAIOIININ € MOJYYCHHBIM BBIIIE 10 Gopmysie oOparienus. B npumepe 2)
PAa3JI0KEHNE UMEET BUJL
1 A B C
+ +

(p-1°(p-2) P-1 (p-1° P-2

Orcrona cnenyer

1 _A(p-1)(p-2)+B(p-2)+C(p-1)

(p-1)°(p-2) (p-1)°(p-2)

1=A(p-1)(p-2)+B(p-2)+C(p-1),

p=1. 1=-B, B=-1,
p=2: 1=C, C=],

1

p=3: 1=2A+B+4C, A:2(1+1—4), A=-1

1 1 1 1
=— - +

(p-1°(p-2) P-1 (p-1)° P-2




[IpumeHeHnue Teopembl TUHEUHOCTH U dopmyn 2, 8§ U3 Tabauibl U300pa-
>KeHUH JaeT dopMyity 11 y(t), MOMydeHHYIO BbllIe o (hopMmyiie 0OpaleHHs.

B mpumepe 4) paziokeHue UMEET BH]T

_ 1
p(p2+1)

Bp+C
p2+1

A
=—+
p

A Bp+C_A(p2+1)+ p(Bp+C)
BJF p%+1 - p(p2+l) |

Orcrona cnenyer

1= Ap? + A+Bp? +Cp,

T. €. 1=(A+B)p2+Cp+A.

[IpupaBHUBast KOAHPUIUEHTHI PU p2, pt, p°, MOJTYy4YUM

A+B=0 A=1
C=0 =B =-1.
A=1 C=0

CnenoBaTteiabHO,

1 1 p

p(p?+1) P PP+l

[Ipumenenue TeopeMbl TuHeHHOCTH U dopmyn 1, 5 u3 Tabiauisl u3oopa-

KeHuH naet GpopmyJry mis Y(t), modydeHHyro BhIe 1o GopMmyiie 0OpalIeHus.
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3ajanuda 1Sl CaMOCTOSITEIbHON PadoThI.

BoccTranoButh OpPUI'HHAJIBI 110 JaHHBIM L-I/I306pa)KCHI/I}IMZ

- 1 - p-3
a) J(p)= : 6) 9(p)= :
(p—l)(p2—4) p? +4
. 1 a P
B) ¥(p)= : r) ¥(p)= :
p>(p-1) p? +p-2
" 1
n) Y(p)= 5
(p?+1)
OTBeThI:
a) y(t):—%et+%e2t+%e‘2t; 6) y(t):0052t—§sin2t;
2
B) y(t)=-1-t- "+’ ) y(t):%et+§e_2t;

n) y(t)= —%cost +%sint :
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§ 6. IPUMEHEHUME OITEPAIIMOHHOI'O UCYUCJ/IEHUA
K PEHIEHUIO JU®PEPEHIIUA/IBHBIX YPABHEHUH

Paccmotpum 3anauy Komm s nuneitHoro nuddepeHnuaibHoro ypaBHe-

HHUsA C ITIOCTOAHHBIMU KOC—)(b(I)I/II_II/ICHTaMI/IZ

agy™ +ay" Y. ray=f (1),

o (6)
y(0)=cg, Y'(0)=cy, ..., Y© 7(0)=cp1.

3neck ¢, — 3amannbie uncna (K =0, 1, ..., n—-1). Bynem npeamnonarars, 4To mpa-
Bast yacTh f(t) y/0BI€TBOpSET TPEGOBAHUAM 1°-3° B onpenenennn opurnHana.
N3 Teopun nmuHeHBIX qudPepeHIInaIbHBIX YPAaBHEHUH CIIEIyEeT: B 3TOM CiIy4ae
pemenne y(t) ¥ ero MPOM3BOIHBIE BCEX MOPSAIKOB TAKXKE YAOBIETBOPSIOT 1°—
3°.

[Ipumensiss k 00euM vacTsM ypaBHEHHUs (6) omepanuio L, mocie Beraucie-
HUN C y4E€TOM TEOpEeMbl JUHEHHOCTH, hopmyn ais L-u3o0paxeHus mpou3Bo/I-
HBIX (cBO¥cTBO 5° mpeobpasoBanus Jlariaca) 1 Ha9aTbHBIX ycioBui (6) moiy-

YMM COOTHOIICHUC BHU A

lagp™ +arp™ ™t + ...+ 2, J3(p)-c(p)= 7 (p), (7)

rac C(p) — MHOT'O4YJICH C KOC—)(b(I)I/II_II/IGHTaMI/I, KOTOPBIC HAXOAATCA 11O YHUCJIaM Cy ,

OTKYyJa CIEAYET:

A~

N f(p)+
5(p)= _ (p)n_cl(p) _
agp +ap +..+a,

HpI/IMCHCHI/IC I[IpaBujla BOCCTAHOBJICHUA OpPHUIHHAJIA IIO C€ro L'I/I306pa)KCHI/IIO

naet uckomoe pemmenne Y(t) 3anaun Komm (6).

OOpaTuM BHUMAHME, YTO B U3JIOKEHHOW MPOIEType HATIISIHO MPOCMAaTpH-
BaeTCsl OCHOBHOM 3aMBbICENI ONEPALIMOHHOIO MCYUCIECHUS: AU((DepeHInaTbHOe

ypaBHenue (6) mus opuruHana Y(t) 3aMEHEHO SKEUBALEHMHBIM CYULECECHHO

bonee npocmuim aneebpauueckum ypasnenuem (1) ons usobpascenus j(p).
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IIpumepsl. PemnTh onepanvoHHbIM METOJIOM clieytoiue 3aaaun Korm.

1 {y"—3y’+ 2y =¢',
y(0)=y'(0)=0.

Pewenue. 1o Teopeme TMHENHOCTH UMEEM
L[y']-3Ly]+2L[y]=L|¢'|.

0 .
®opmynel 5° 8§ 3 mis L-uzo0pakeHUH MPOM3BOIHBIX C YYETOM HadaIbHBIX

YCIIOBUM JAKOT:

L[y'(t)]= p¥(p)- y(0)= p¥(p),

L{y"(t)]= p*9(p)- py(0)- y'(0)= p?¥(p).

d o1
HOI[CTEIBJ'ISI}I C YUYCTOM paBCHCTBA L [e ]Z ﬁ, MOJy4YHUM
5 . 1
—3p+2)y(p)=——,
(p p )y( p) o1
OTKyJa

§/(p)= 21 - 21 '
(p-1\p2-3p+2) (p-17(p-2)

[To popmyie obOpaienus (5) Hatigem (cM. mpumep 2 B § 5)

y(t)=e? —(t+1)e'.

) {y” + Yy =cost,
y(0)=y'(0)=0.
Pewenue. C yaerom dopmyinsl L[cost]= 2p ) aQHAJIOTMYHO TMPEbITyIIe-
P+
My IIpUMEPY NOJIYyYHUM
(2 +1)3(p)= .
pe+1
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OTKyJa

5(p) p |
(p +1)2 p+|2

ITo popmyne obparmienus (5)

y(t):[ept(p_i)2 9(p)]p:i +[ept(p+i)2 )7(p)] o=

(e‘ot + pte'f’t)(p+i)2—2(p+i)peIOt
(p+i)’

(e'ot + ptept)(p—i)z—Z(p—i) pept‘

(p-i)*

p=i ‘p=—i

(e'ot + pte"’t)(p+i)—2peIOt (e'ot + ptept)(p—i)—Zpept‘
— +

(p+i)’ | (p-i)’

p=| ‘pZ—i

2ielt —otelt _ 2jelt N _2ie Mt _ote it 4 2je it

8i° -8i°
Cte'' et et -e tsint
4i 4 2 2i 2
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§ 7. NIPUMEHEHUE OIIEPAIIMOHHOI'O UCYUCJ/IEHUA
K PEIIEHHIO CUCTEM JIU®PEPEHIIUATIBHBIX YPABHEHHUH

PaccmotpuM 3amauy Komm aig cuctemsl TUHEWHBIX AU(depeHIInanbHbIX

YpaBHEHUH C TOCTOSIHHBIMU KO3 DUIIIEHTaMU:

Xl - allxl + a12X2 +...+ alan + fl(t),
XZ =3dp X +AgoXy +...+ Ao X, + f2 (t),

X = 8n1Xq + 8noXy + oot BppXy + Ty (1),

X (0)=c¢, X (0)=Cyp, ..., X, (0) =c,,.

3neck X (t), ..., X, (t) — HemsBecTHbIe QYHKLIHH; Xy, ..., X, — UX IPOU3BOJHBIC 10

BpemeHHu t. O603HaYNM

Torja 3aaaya Koy npumer By
x=Ax+ f(t), x(0)=c (8)

(mpou3BOAHAS CTOJOIA — CTOJIOCI] TPOU3BOIHBIX). byaem, kak u B § 6, mperio-
narath, 4to TpaBas 4acTh f(t) yaoBieTBopseT (MO3IEMEHTHO) TPeOOBAHHMAM

0_n0 y

1°-3" B OmpeseNEHNH OPUTHHANA, TOT/A, B CHIIy TEOPHH JIMHEWHBIX CHCTEM,
. 0_n0

pewenne x(t) 3anaun Komm u ero npoussoanas x(t) ymosnaersopstor 1°-3".

[Ipumensis k o6eum yacTsm ypaBHeHuUs (8) omeparuio L 1 BBIHOCS MMOCTO-

SSHHBIM MaTPUYHBINA MHOXUTEIb 3a 3HAaK L-M300pakeHus1, Moaydnm

(L-u300pakenue cTobdIa — cToaoern L-n300pakeHunii) Win, 4TO TO e camoe,
(pl = A)X(p)=f(p)+c.
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3nech | — equHUYHAs MaTpuIa TOpSAKa N, YYTEHO X(O): c. YMHOXHUM 00€ ya-

CTH paBEHCTBA CJ€Ba HAa MaTpHIly, oOpaTHyo K pl — A:

%(p)=(pt — A (p)+c] 9)

Bhrumciss 1o 3Toii popMylie 1o NpaBHIIaM JIMHEHHON anrebphl cronber X(p)

M 3aTCM IIPHUMCHSA IIO2JICMCHTHO IIPABUJIO BOCCTAHOBIICHHA OPHUI'MHAJIA 110 €I'0

L-n300pakeHuIo, Moay4nM uckomoe pemmenne X(t) 3anaun Komm (8).

IIpuMmepsl. PemmTh onepaniioHHBIM METOIOM clieyrotue 3aaaun Komm.

1) X1=2X1+X2 +et,
X2:X1+2X2,

% (0)=x,(0)=0.

X t 0 2 1
Pewenue. BBoasga o003HaueHUA x:{xl] f _{e }, C=|: }, Az{ ]
2

npuBeaem 3anauy Komm k Buny (8). [To popmyrie (9)

x(p)=(pl — A £ (p).

3nech

1
p O 2 1 p-2 -1 - -
| - A= - = , f(p)=| p_1l.
oaly ol ol o ey
[To dhbopmyne aiist oOpareHust MaTpUIlbl BTOPOTO MOpPsKa

-1
{a b} :i{d _b]Azad—bc;tO,

c d Al-Cc a
IMOJIYYM
(p._A)—lzé{p—z ! }:;{p—z 1}
(p-2%-1L 1 p-2] p?-4p+3[ 1 p-2
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TaxuMm 00 M q M - +o=
a 00pa3oMm, C yucCTo p2 4p 3 (p 1)( 3)
—_ p_ ,

p-2

O Rl — -2 1
{@(M} ub4xp_3{pl piz}{giil:(p—n?p—s)
0 .
(p-1?(p-3)]
Iycts % (p)= p-2 0
(0-1%(p-3) o popmyite obpauierust (5) moryunm

+[ept(p—3)§/(p)J _

p=3

- [M]I + M

(p-1)°

p=3

ePt 4 p—2)t pt
( (p-2)te )(p—3)—ept(p—2) o3t .
N _—2e +2tet 4ol ¥
+

( P- 3)2 4 4
p=1 4"
o (1)< 2De +e”
4 :
AHAJIOTHYHO, X, (p)= 1 T
(p_1f(pg) o Popye () oy

(2-1)

+[ept(p—3)§/(p)J _

p=3

Xl(t):ﬁ[ept(p—l)z J( p)]

p=1

teP'(p-3)-eM
L& e —¢' N et

_ _ p-3)°
P p=3 ( ) p=1 4 4 4’
xz('t)=—(2t+1)et +e
2 :
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X = 2% + Xo,

2) < X9 =2Xy +4X3,
X3 =X — X3,
x(0)=13,%,(0)=12,..., x3(0) =2.

Pewenue. BBeem 0003HaueHUS

X 0 13 210
X=X |, f=]0|, c={12|, A=|0 2 4|,
X3 0 2 1 0 -1

[Ipumensiss kK 00eUM YacTAM ypaBHEHMS orepaiuio L u BbIHOCS MOCTOSH-

HBIN ManI/ILIHHﬁ MHOMXHTCIIb 3a 3HAK L-I/I306pa)KCHI/I$I, MOJy4YHUM

p)A(1—13:2)A(1+)A(2,
pX(Pp)—x(0)=AX(p), = 1 pXr —12=2%, +4%s,
PX3 —2=% — X3,
I, 4TO TO K€,
(P-2)% —% =13
(pl=A)X(p)=c, = <(p—2)%y —4%3 =12,
X +(p+1)%=2.

[Tonyuennyto cucremy pemum no gpopmysam Kpamepa:

o gt g b
1= Xe=oe K=ol
rae
p-2 -1 0
A= 0 p-2 —4:p3—4p2+4p+p2—4p+4—4—0:p3—3p2:p2(p—3),

-1 0 p+1
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13 -1 0
A =[12 p-2 —4|=13p?-13p-26+8-(-12p-12)=13p?-p-6,

2 0 p+1
p-2 13 0

Ap=| 0 12 —4|=12p*-12p-24+52—(-8p+16)=12p*—4p+12,
-1 2 p+1
p-2 -1 13

Ag=| 0 p-2 12/=2p®*-8p+8+12—(-13p+26)=2p?+5p—6.
1 0 2

[ToacTaBisist moydeHHbIE 3HAYEHUS OTpeieNuTeNe B (hOPMYJIbl, MOTYyUYUM

. 13p2—p—6

Xl(p): )
p*(p-3)

. 12p? —4p+12
Ap)= p?(p-3)
. (p)_2p2+5p—6

3 —_ .
p*(P-3)

I[J'ISI BBIYUCIICHUA OPHUIMHAJIOB PA3JI0KUM IIPABHIIBHBIC PALMOHAJIIBHBIC

IpoOU B CyMMY IIPOCTEHIITUX APOOE:

A A B C

p’(p-3) P p° p-3

JI1st HaXOKIeHUs HeollpeaeieHHbIX KoadduimentoB A, B, C B mpaBoii yac-

TH PAaBCHCTBA IIPUBCIACM I[p06I/I K O6H_I€My 3HAMCHATEC/IIO U YPaBHACM YHCIIUTECIIN.
A =Ap(p-3)+B(p-3)+Cp® (k=12,3),
T. €. 13p® - p—-6=Ap(p-3)+B(p-3)+Cp°.
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[IpuaaBass KOHKpETHBIC 3HAYEHUS APTYMEHTY p, TIOJYYUM 3HAUYCHHS KO3(]-
(UITMEHTOB:

p=0: -6=-3B, B=2,
p=3: 108=9C, C=12,
p=2: 44=-2A-B+4C, A=l

13p?-p-6_1 2 12
p’(p-3) P p® P-3

[Ipumensis k ciaraeMbiM GopmyJibl 2, 3 U3 TaOIUIBI U300PAXKEHUN U 3aTEM

TeopeMy JUHEHHOCTH (CIpaBa HaJeBO), MOJIYYUM PE3yJIbTaT:

X (t)=1+2t +12e™.

AHaJIOTUYHO,

12p® —4p+12=Ap(p-3)+B(p-3)+Cp?,

p=0: 12=-3B, B=-4,
p=3: 108=9C, C=12,
p=2: 52=-2A-B+4C, A=0,

12p° —4p+12 4 L 12
p*(p-3) p° p-3

X, ()= -4t +12e™.

2p2+5p—6:Ap(p—3)+ B(p—3)+Cp2,

p=0: -6=-3B, B=2,
p=3: 27=9C, C=3,
p=2: 12=-2A-B+4C, A=-1,

2p®+5p-6 1 2 3
- =——+—+ 3
p“(p-3) P p° P

X3 (t)= -1+ 2t +3e™.
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3ajanuda 1Sl CaMOCTOSITEIbHON PadoThI.

Pemuth OIICPAIMOHHBIM METOAOM 3a4a9y Komu:

y" -4y’ +3y=¢l, 6 {y"—y’ztet,
X { y(0)=y'(0)=0; : J(0)=1 y(0)=0

" : Xl = Xl + 2X21
B) y'+y=sint, ) | % =2X; + X, +€"
¥(0)=0, y(0)=1 PN
x(0)=x2(0)=0;
X = 3% — 2X, + e, {X1=X2’
1) | Xy =X + Xy, e) | Xp =—X +Cost,
x(0)=1 x,(0)=0; % (0)=x,(0)=0;

X =X — X9 + X3,
)K) X2:X1+X2—X3,
X3 =—Xy + 2X3,

x(0)=4,x,(0)=-3,x3(0)=2.
OTBeThbI:

1 2t+1
a) y(t) :ZGSt —T+et;

t2
6) y(t):(E—HlJet;

B) y(t)= —%cost +gsint :

1 1+4t _ 1 -1+4t _
r) xl(t):§e3t—+Te Y xz(t):§e3t+%e L

m) % (t)=e?(2sint +1), x,(t)=e? (sint —cost +1);

e) x(t) :%sint , X5 (t) =%cost +%sint :

x) ¥ (1) = (1+2t)e" +3e%, x,(t)=(-3+2t)e', xg(t)=(~1+2t)e" +3e?".
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§ 8. IEPEIATOYHAS ®YHKLIUA
JIMHEWUHOU CTALIMOHAPHOM LIENTU

B TCOPHUHU ABTOMATHYCCKOT'O YIIPABJICHUA IMUPOKO IMMPUMCHACTCS OIIMCAHUC

(bYHKI_II/IOHI/IpOBaHI/ISI ABTOMAaTHYCCKUX YCTpOﬁCTB Ha A3BIKC «BXOA — BBIXOI»

(puc. 8).

X(t)— 4 > y()

Puc. 8

31ech X(t) — BXOJIHOM CUTHaJI (BXOJTHOE BO3ACHCTBUE),
y(t) — BBIXOJHOM CUTHAJ (peakIiiys Ha BXOJIHOE BO3/ICHCTBUE),

A — ipaBuII0 pabOTHI CUCTEMBI:
y(t)= Ax(t).

Onpenesienue 2. ABTOMaTHYECKOE YCTPONUCTBO HA3BIBACTCS JUHEUHOU Ye-

nsio, €CIM BBIIOJIHACTCI NPpUHYUN CYNEPRO3UYUU.

A(X + .o+ Xg )= AXy + ..+ AXq,

T. €. €CIIM PEAKIUS YCTPOUCTBA HA CYNEPHO3ULIMIO (PE3yIbTaT HATOKEHUS) HE-
CKOJIbKMX BXOJHBIX BO3JICCTBUI paBHA CyMME PEaKI[Mi Ha OT/EJIbHBIE BO3-
EVCTBUA.

Onpenesenue 3. ABTOMaTHUYECKOE YCTPOWCTBO HA3BIBAECTCA CMAYUOHAD-
HOU yenvio, eclii (popMa BBIXOJHOTO CUTHAJIA MOJHOCTBIO onpenensercs (op-

MOM BXOJHOT'O CUTHaJIa:

AX(t —tg)=y(t —ty) mpm Beex ty >0.
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B psige ciryyaeB BXOJHOW U BBIXOJHOW CUTHAJBI JINHEWHOW CTALIMOHAPHOW LEIH

CBSI3aHBI COOTHONIEHUEM BHIA
agy™ +ay" Y+ 1 a,y =bpx™ + bx™ Y 4 4+bx, (10)

rAe 8y, b,— ITOCTOSHHBIC;, B 3TOM CUTyallUM CBOWCTBA JIMHEMHOCTH U CTAIHO-

HapHOCTHU CJIEIYIOT M3 TEOPUU JUHEWHBIX AuddepeHInaNbHbIX ypaBHEHUH.

[TpuMeHsist pu HYJIEBBIX HAYaIbHBIX YCIOBUSIX
x(0)=x(0)=..= x™(0)= y(0) = y'(0) = ... = y("D(0) = 0
K o0enMm ydactsam paBeHcTBa (10) onepanuto L, momydum
(ao p" + alp”_1 oot an)y( p) :(bo p™ + blpm_1 Fo+ bm) X(p),
OTKyZa

¥(p)=W(p)X(p), (11)

rIe

Cbop™ + b p™ 4 by,
agp" +ap " t+..+a,

W(p) (12)

Omnpenenenne 4. PannonansHas 1poOb (12) Ha3pIBaeTCA nepedamouHol
@yukyuel TMHEHHOU cTaninoHapHoi uenu (10).

®opmyna (11) 3agaeT npaBuiio pabOTHI 1IeNU Ha sA3bIke L-m300pakeHuii: Ha
ATOM SI3bIKE PEaKIMs e Ha BXOAHOE BO3JEHCTBHE CBOJIUTCA K YMHOXKEHHUIO Ha

«repenaTounblii kooduuuent» W(p). B Teopum aBTOMAaTHYECKOIO yIIpaBIe-

HUA, PaAIUOTCXHUKEC, JJICKTPOTCXHUKC IIMPOKO IIPHUMCHACTCA 3a{aHUC JIMHEHMHBIX

CTaIMOHAPHBIX LIETICH C MOMOIIBIO TIepeaToYHOM QyHKImH (puc. 9).

X(p) —> W(p) —>¥(p)

Puc. 9
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IIpumep. BXOOHBIM CHTHAJIOM pAaJIMONPUEMHUKA SIBIIACTCA IAJICHUE Ha-
npskerns U (t) Ha 3aKMMax aHTEHHBI, BHIXOJIHBIM CHTHAIOM (C TOYHOCTBIO JI0
TpaHCc(OpPMAIMK SIEKTPHUECKON SHEPTHH B 3BYKOBYIO) — KOHTYpPHBIN Tok |(t),

BO30Yy’KIaeMbIii B KoJiebaTebHOM KOHTYpe (puc. 10).

o— T
VU=
| |

d || c
Puc. 10

[To BrOopomy 3akoHy Kupxroda (3akoHy HamnpspkeHUN) cymMma MaJieHU
HaMpsOKEHUs. Ha JIBYTIOIOCHUKaxX ab, bc u cd paBHa majeHuIo HaNps>KEHUs Ha

JIBYNOJIFOCHUKE ad :
Ugp +Upe +Ugg =U(1). (13)
[To mpaBmIaM JIEKTPOTEXHUKHU

. 1
Um:LLUm:RLUwzgﬂdL

rae L, R, C — monoxurenbHble MOCTOAHHBIC. [IOICTaBsAsI 3TH BBIPAXKCHUSA

B (13) u nuddepeniupys 06e yactu paBeHcTBa 10 t (UTOOBI N30aBUTHCS OT UH-

Terpaia), mojay4um cooTHormeHue suaa (10):
N .1 :
Li+RI+=1=U(t).
C

HpI/IMGH}ISI K 00€HMM 4YacTsiIM IIpU HYJICBBIX HAYAJIBHBIX YCJIOBUAX OIICPALUIO L,

MOJIyYUM

~

pU(p),

(Lp2+Rp+éij)
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orkyna 1(p)=W(p)U(p), rae

W(p)=———L—r. (14)
Lp2+Rp+C

Takum oOpazom, paguoONpPUEMHHK — JMHEHHAs CTallMoOHapHas Ielb ¢ mepeaa-
TouHOU (yHKIMEH (14).

3ameuanue 1. OyHnaMeHTaIBHOE CBOMCTBO JIMHEHMHON CTAllMOHAPHOM Iie-
M1, KOTOPOE MOKET OBITh MPUHSATO 3a OMpPEACICHUE, COCTOUT B TOM, UTO OHA Ke-

pesooum ooHouacmomuwlli cueHai (TApMOHUKY ) 8 CUSHAL MOU Jice YACHONbL.
x(t)=Asin(ot+g) = y(t)=Asin(ot+¢,).

OTHoOIIEHNE

_fe
A

Ha3bIBACTCS KOAQDuyuenmom ycunienuss Ha 4acTOTE€ ® WIA YACMOMHOU Xa-

K (o)

pakmepucmukou JUHENHON cTaninoHapHo nienu. CrnpaseiuBa popmyia
K(o)=W(io) (15)

(yacToTHasi XapaKTepUCTHKA paBHA MOJYJIO MepeAaTOuYHON (QYHKUUU TpU
p=im).
Boruucium no dopmynam (14), (15) 4acToTHYr0 XapakTEpUCTUKY PaUO-

MMPUEMHHKA'

) ) im(é ~ Lo? - Ricoj
W (i) = i B i _

L(io)f+Rio+ > I -Le?+Rio |- Le?+Rio | £ - Lo? - Rio
C C C C

Rw2+w(é—Lm2ji R+(C1—Lco)i
_ _ 0

1 2 1 2
(— Loozj +R%w? (— Lmj +R?
C Co
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TO €CTb

1
R —— Lo
ReW (i) ——.  ImW (io) Co
(1—Lm] +R? (1—Looj +R?
Q)] Q)]
Torna
2
R? + (1 - Lcoj
()
W (io)| \/(ReW) +(ImW) . >
(1 — L(oj +R
Q)]
~ 1 ~ 1
i 2 . L2 1)?
(—Lm] +R R2+(®2_)
CnenoBaTteabHO,
K (o) = 1
Jre B oo
1
Ille ®g=——— — COOCTBEHHAas YacTOTa paguoNpueMHUuKa. ITa (popmyna o0b-

JLC

SCHSIET MPUHUHUI PabOThl paguONPUEMHHUKA: YTOOBI YCIBIIIATh CUTHAI YacTO-
Thl ®, HY)KHO HacTPOUTh COOCTBEHHYIO YAaCTOTYy Ha BXOJHYIO: My =®, TOTJa
K =max 1 BXOZHOW CUTHAJ MaJIOM aMIUIUTY/bl CTAHOBUTCS CIIBIIIUMBIM.
3ameuanue 2. [IpuBenemM npumMep TMHEHHON CTAllMOHAPHOM LEIHU C 8eKMOp-
HbIM BBIXOJHBIM CHUTHAJIOM (I10]] BEKTOPOM IIOHMMAETCs crojoery, puc. 11).
JluHenHas cralmoHapHas CUCTEMa aBTOMATHUYECKOTO YIpAaBJieHHS [3] MO-

JENUPYETCs BEKTOPHBIM MU PepeHIIMaIbHBIM YPaBHEHUEM BUAA

y=Ay+bx(t). (16)
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3neck X(t) — ynpasnsowuii cuenan; b — BekTop pasmepa N, Ha3bIBAEMBIH GeK-
mopom ynpasnsemocmu; A — MaTpuIa ynpasiasgeMoro oobexTa; Bektop Y(t) 3a-

HaCT cocmosirue ynpaeiiemozo 00vekma B MOMEHT {.

ya(t)

1ol

x(t) — - y(t)=

Puc. 11

HpI/IMCHH}I IMIpU HYJCBBIX HAYAJIIBHBIX YCIOBHUAX K 00erM dYacTsaMm paBCH-

ctBa (16) onepartuto L, nonyuum

~

p¥(p)=A¥(p)+bX(p).

Kak u B § 7, L-u300pakeHue BEKTOpa BBIYUCISETCS MTO3JIeMeHTHO. Halinem oT-

crona Y(p):

OTKyJa

(p), rae W(p)=(pl — A)™b. (17)

<>
—_~
©
~
I
—_
©
~
0

OueBuHoO, pu Kaxaom P W (p) — Bekrop-cronben. Takum o6pa3om, cucTeMa
ynpasiienusi (16) — nuHeHasi cTalMOHApHAs 1IENb C NEPEJaTOYHON BEKTOP-

byukiumeit (17).
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§ 9. CBEPTKA /IBYX ®YHKIIMH. TEOPEMA O CBEPTKE

Onpenenenne 5. [ycts pynxmuu f(t), g(t) ymosnerBopsor TpeGoBanu-
v 1°-3° B onpenenennn opurunana. Ceepmroii pynkumii f(t), g(t) HassBaer-

Csl TPEThS (PYHKIUS, BEIYHCIIIEMA 110 POpPMYJIIe
t
fxg=[f(s)g(t—s)ds. (18)
0

Hampuwmep,

t

t t 2.4 5 6 6
t3 +12 :js3(t—s)2d32j(t233_2ts4 b s s b
] : 4 5 6| 60

Herpyano yoeautbes, uto ¢yHkiusa (18) Takxke yI0BIECTBOPSIET TpeOOBaHHU-

siv 1°-3°,
Jlemma 2. Hmeem mecmo pagencmeo
fxg=gx*f.
Hoxka3arenbcTBo. BoimonnuM B (18) 3ameHy nepeMeHHOW UHTETPUPOBAHMSL.
ITomoxum s=t-o, Torma ds=-do. Ecotu s=0=>oc=t, eciiu S=t=o=0.
[ToaTomy

f *g:]zf(t—cs)g(cs)(—dcs): g(c)f(t—c)dczg* f.

O ——) —~

B IMPUITOKCHUAX OIICPALNNOHHOIO MCUHUCIICHHUA BAXKHYIO POJIb UI'PACT CJIC-

Ayromasa Teopema.

Teopema 2. L-uzobpasicenue ceepmxu 08yx opucuHaio8 pasHo npousseoe-

Huto ux L-uzobpasicenutl.

L[f*g]=L[f]-L[g] (19)
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JlokazarenberBo. O6o3naunm y(t)=f *g. Janee paenctso (19) moxa-
3BIBAETCSA TIPH P B TOJNYILIOCKOCTH Re p > max{vy, V|, Tae Vi — IoKa3aTeau po-
cra ¢ynkui f, g, Torma paccmaTpuBaeMble HECOOCTBEHHBIC HHTETPAJIbI CXO-

nsatest (Jiemma 1) U mpoBoJiUMbIe TPeoOpa3oBaHUsI KOPPEKTHBI, 3aTEM OHO MO-
KeT OBITh aHAMTHUYECKH IMPOJOHKEHO B P-TUIOCKOCTh. Ilo ompexnencHuro (1)

npeo6pasopanus Jlamiaca uMeem
L[f=g]=L{[y(t)] _[e Pty Ie Pt dt_[f t—s)ds.

O6o3HaunM ) o6aacTk Ha (S,t)-TIOCKOCTH, M300paXkeHHy 0 Ha puc. 12 (s

HarjiIsiJHOCTH oo 1/1306pa>KeHa TOYKOM Ha YHUCJIOBOU OCI/I).

>4 s=t

ool 7T !

0 - "t
Puc. 12

[To mpaBuiny npeoOpa3oBaHus JBOWHOTO MHTErpajga B MOBTOPHBIN, MPUMEHEH-

HOMY CIIpaBad HAJICBO, IIOJIYYUM

L[f*g]= He Pt (s)g(t—s)dsdt.

Toncrasum e Pt =e PSe P (=5) i nepeiimenm K IIOBTOPHOMY MHTETPAIy B Opy-
20M Nopsioke:

L[f = g]zTe‘pS f(s)ds Te‘p(t‘s) g(t—s)dt.
0

S
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BpINoJIHUM BO BTOPOM MHTErpaje 3aMEHy IEPEMEHHOW UHTerpupoBaHus. IlycThb
t—-S=0c wmm t=s+o, Torga dt=do. Ectu t=5s=0=0, eciiu t =0 = c=00.
[Toyunm
L[f*g]=[e P*f(s)ds- [e"P°g(c)do=L[f]- L[g]
0 0

Teopema JOKa3aHa.

3ajanusa ISl CaMOCTOSTEIbHOM PadoThI.

Boruucinuts cBEpTKY ciienyromux GyHKIUI:

a) et xel; 6) cost *COS3t; B) el #sint;
r) elcost * e 1) t? *sin2t; e) arctgt =t.
OTBeTBI:

3t o
2) e~ —e ; 6) 3sin3t smt;

2 8
. ot : t
et (cost +sint) —e

p) Lot _ Costsint. oy & (cost+sint)—e’ .

2 2 2

2 2

t© 1 1 - t 2

—+-—Cc0S2t——; e arct t+—(1—|n 1+t )
Ny 4 ) ¥ [t
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§ 10. POPMYJIA AIOAMEJIA

B § 8 Ob110 ycTaHOBIIEHO YI00HOE TPABUIIO OMMUCAHMS JTUHEHHBIX CTAIHO-
HapHBIX Ienel Ha s3bike L-m3o0pa)keHuil ¢ MOMONIBI0 MEepeaaToyHol (DyHK-
i — hopmysl (11), (12). YkaxkeMm dacto mpuMeHsSEMbIM CIOCOO ONMUCaHUs
nenerl »Toro Kiacca Ha S3bIKE OPUTHMHAIOB C HCIOJIB30BAHUEM TOHATHS
«cBepTKay. st OoJblied HArjasHOCTH W YIPOIIECHMS 3alucedl paccCMOTPUM
yacTHbIN ciaydait nenu (10):

agy™ +a,y" V1 ray= x(t). (20)

BrixoHo# curnan y(t) BerHuCISETCS MO BXOJHOMY cHTrHamy X(f) Kak pelueHue

3amaun Komm gns nuddepennumansHoro ypapHeHust (20) mpu  HYJIEBBIX

Ha4aJIbHBIX YCJIOBUAX!

[TosrydyeHHOE majiee IPaBUIIO ocmaemcs éephvim IS 1ernei oomero Buaa (10).

O6o3naunm w(t) peakuuo uenu (20) Ha curaan 1(t) (puc. 13).

1(t) —> > w(t)

Puc. 13

D10 03HaYaeT, 4To w(t) — penrenue 3agaun Komm

aow(n) + alw(n_l) +..+agw=1(t),

w(0)=w'(0)=...=w"Y(0)=0. (21)

Teopema 3. Peaxyus Y(t) aunetinoii cmayuonapnoti yenu (20) na éxoomnoe

6o30eticmeue X(t) daemes gopmynoi
y(t)=w'(t)*x(t), (22)

e0e w(t) — gynxyus (21).
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Joka3arenbcTBO. Jl0CTATOYHO TPOBEPUTH CIPABEIIUMBOCTh IS (PYHK-
uum (22) pasenctea Y(p)=W(p)X(p), rme W(p) — nepenarounas GpyHkumus e-
i (20). 13 onpenenenus GpyHkimu w(t) cuemyer:

Zz2(|0)=W(|0)1(|0)=3W(|0)-

ITpuMenss Kk obeuM yacTsaMm paBeHcTBa (22) omepanuio L, ¢ yueToM TeopeMsl
o ceptke (19), dopmynbr s L-u3zo0paxkeHus] POU3BOJIHON W TpeOOBaHUS

w(0)=0 momy4nm

J(p)=L[w'(t)]-L[x(t)]= p@(p) X(p)=W(p)X(p).

Teopema noka3zana.

dopmyna (22) HasbiBaetcs gopmynoil Joamens. @yHkims w(t) Ha3biBa-

€TCSl nepexoOHol (hyHKyuell TMHEHHON cTanimoHapHou enu (20).
IIpumep. Haiitu nepexoanyto GyHKIUIO TUHEHHOW CTAIIMOHAPHOM EMH
y'+3y' +2y =x(t).

[Tonw3ysick dopmynoit J[roamens, HAaWTH PEaKIUIO IIENMM HA TaPMOHUKY
x(t) = cost.
Pewenue. Tlepexonnas dynkuus w(t) ecTs pemenue 3agaun Komw Buia

(21):

{w”+3w’+2w =1(t),
w(0)=w'(0)=0.

HpI/IMGHI/IM K 00€HM 4acTsIM YPaBHCHUA OIICPALTHUTO L ¥ BBIYMCIIHM 3aTEM C ydc-

TOM (POPMYJIBI Al(t)z% L-uzo6paxenue w(t):

" A A 1
pzw(p)+3pw(p)+2w(p)=6,
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ﬁ)(p): 1 _ 1
p(p2+3p+2) p(p+1)(p+2)

Pa3znarast momy4eHHYIO palliOHAIBHYIO APOOb B CYMMY 3JIEMEHTAPHBIX JIPOOEi,

ITOJTyYHM

1

B N C A(p+1)(p+2)+Bp(p+2)+Cp(p+1)
p(p+1)(p+2)

p+1 p+2 p(p+1)(p+2)

_AL
= ,
1=A(p+1)(p+2)+Bp(p+2)+Cp(p+1),

p=0: 1=2A A:%,

p=-1: 1=-B, B=-1,
p=-2: 1=2C, C=

N |-

OTkyna o npaBuily BOCCTaHOBJIEHUSI OpUTHHAJA IO L-n300paxkeHno
1 t -
w(t):E(l—Ze ‘e 2‘).

B CUi1y TCOPEMBI 3 IJI1 BBIYMCICHUA PCAKIMU HCIIM Ha BXOJJHOM CUTHAaJ

—t

X(t)=cost Hy>XHO «CBEPHYTb» €ro ¢ IPOU3BOAHON w'(t)=e —e % o opmy-

nam (22), (18):
t

y(t) :(e‘t —e‘Zt)*cost = j(e‘S —e‘zs)cos(t —s)ds,

t t

T. €. _[(e_S - e_zs)cos(t —s)ds= 't[e_s cos(t—s)ds— _[e_zs cos(t—s)ds.
0 0 0
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BblunciuM 3TH UHTErpaJibl ¢ UCMOIb30BaHUEM (DOPMYJIIbI UHTETPUPOBAHUS

IO 4acCTAM U IIpHUEMa «BO3BPATHOI'O>» HHTCIPUPOBAHUAL

t
J'e‘s cos(t—s)ds=
0

u=e* du=—-e>ds

dv=cos(t—s)ds v=-sin(t—s)

t t
=—e >sin(t- s)|g —Ie‘ssin(t —s)ds =sint —Ie‘ssin(t —s)ds =
0 0
oot
. —Ie‘s cos(t—s)ds.
0

u=e> du=—e5ds | . s
= =sint—e cos(t—s)‘

- dv=sin(t—s)ds v=cos(t-s)

t
Zje‘S cos(t—s)ds=sint—e™" +cost,
0

t
_ 1/. _
ge Scos(t—s)ds=E(smt+cost—e t).

AHaJIOI‘I/I‘IHO, MOJIy4YumM

t
[e% cos(t—s)ds = %(sint +2cost - 2e‘2t) .
0

Pa3nocth INOJIYYCHHBIX UHTCTIPAJIOB HaCT HCKOMBIU pE3yJbTar:

y(t)= %(COS'[ +3sint—5e" + 4e7% )

3agaHus 1Sl CAMOCTOSITEJIbHOM PadoOThI.

Haiitu nepexoiapie PYHKIIMK JIMHEHHBIX CTAIlMOHAPHBIX IIETICH:

a) y"+4y' +3y=x(t); 6) y"+4y'+4y=x(t);

B) y"+ 4y +5y=x(t).

[Tonw3ysick Gpopmyinoi J{roamensi, HANTH peakIMKU 3TUX 1ETEeN Ha CUTHAJIBI

X, (t)=sint, x,(t)=e™".
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OTBeThI:

3t ot 3t pact
a) w(t):%%, (1) = =2 4 (sint - 2c0st),
3t -t
et et 1
Vo (t)==—,——+te b
5 g2t ety L et 1, .
)w(t)——T( + t)+Z’ yl(t)_2—5(4+5t)+2—5(33|nt—4cost),

yz(t):—e_2t (1+t)+e_t;

et 1 et 1,
B) w(t):—?(ZSInt+COSt)+E, yl(t)zT(smt+cost)+§(smt—cost),

o2 ot
yo(t)= —T(sint +cost) + R
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§ 11. AEJIbTA-OYHKLMA.
®UJIbTPYIOLIEE CBOMCTBO JE/JIbTA-®YHKLMHU

B 3akiroueHre M3I0KUM KPaTKO IMIUPOKO MPUMEHSIEMbI B pacueTax mpu-
€M, MPEJIJIOKEHHBIA B HaYaje MpoIIoro Beka aHrauickum ¢pusukoM upaxom.
Onpenesenne 6. [enbra-QpyHKuned Ha3pIBae€TCS MPOU3BOJHAS (PYHKIUU

XeBucamaa:
3(t)=11t). (23)

N3 onpenenenus cuenyer:

0 mpu t=0,
6(’[)—{00 npu t=0.

(mpu t=0 «xacarenbHas» Kk rpaguxy ¢pynkuuu 1(t) (cMm. puc. 3) Hanpasnena
BEPTUKAIBHO, OITOMY €€ yrioBoii kodddumuent 1'(0)=o0). Ouenuano, 5(t) ne
apasgercs (QyHKIUEH B OOBIMHOM CMEBICIE, B COBPEMEHHON TEPMHHOIOTHH
OIpeAenseTcs Kak obobuennas Qynkyuus Wia pacnpeoenerue [6]. B ocHoBe
IPUIIOKEHUH J1e1bTa-QYHKIMA JIEKUT IIPABUIIO, HA3HIBAEMOE €€ (hunbmpyio-
wum ceéoticmeom. MBI TIPUBEIEM 5TO HPABHJIO C KPATKMM MOSCHEHHEM U yKa-

JKEM IIPHIIOKCHHUEC K TCOPHUHN ABTOMATHUYCCKOI'O YIIPABJICHUAA.

v

Puc. 14
U3 (23) caenyer (puc. 14): npu moloM t,

0 mpu t=#t, (24)
o mnpu t=tj.

s(t—to>=1'<t—to>={

Touka t =ty Ha3bIBaeTCa Hocumenem PyHKIUN S(t —to).
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Teopema 4. /{na noboii nenpepwisnoti na ocu gynkyuu f(t) u moboi

ty € R sepno pasencmeo

[ HE8(—to)dt = f t). (25)

Takum 00paszom, nenbTa-QyHKIHS ¢ HOCUTENIEM ty «OTOMpaeT» U3 BCEX 3Haye-
HUI (YHKIIUU 3HAUEHHE B TOUKE ty — QUIBTPYET MHOKECTBO 3HAUCHUH.

[IpuBenem Hectporoe nosicienue. opmanbHble BHIYUCICHUS 10 QopMyIie

(24) nmaror

mpu t =ty f(t)S(t—tg)= f(ty)d(t—1ty)=0,

mpu t=ty f(t)S(t—ty)= f(ty)d(t—to).
[ToaTomy

Ojof(t)és(t —tp)dt = Off(to)és(t—to)dtz f(to)oféi(t—to)dt:

—00 —0o0

0

- o) [0 -t) dt= £ )2t ~t0)] = £)a-0)= 1 (t).

—0o0
—00

Cuencrue. L-uzo6paxkenue pynkuun 3(t) pasno 1:

3(p)=1. (26)

0

B camom gene, us onpenenenus (1) mpeoGpasosanus Jlamiaca ¢ yaerom 5(t)

npu t <0 1 puabTpytolero CBOMCTBA (25) monyyaem

B :OO —pt _ T —pt _a— Pt —
3(p) ge 8(t)dt _J;Oe 5(t)dt =e ‘t:O 1.
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Puc. 15

PaccmoTpuM JUHEHHYIO CTallMOHAPHYIO IIE€Mb C MepelaTouyHor (PpyHKIMeH

W(p). O6osnaunm o(t) peakuuio nemu Ha BXoaHOM curHan S(t) (puc. 15).

Oynkius v(t) Ha3BIBAETCS 6€C060L (yHKYUell TMHEWRHON CTAIIMOHAPHOM IIETIH.

Jlemma 3. Ilepedamounas u éecosas gynxkyuu IuHeUHOU CMAYUOHAPHOLU

uenu CceA3dHbl COOMHOUIEHUEM

W(p)=2(p). (27)

Teopema 5. Peaxyus Y(t) nunetinoti cmayuonapnoii yenu (10) ¢ eecoeoii

pyuxyueri v(t) na 6xoonoe 6osdeiicmeue X(t) oaemes popmynoi
y(t)=o(t)* x(t). (28)
Hoxka3zareabctBo. [1o hopmynam (19), (27) nonyuaem
¥(p)=0(p)X(p)=W (p)X(p).
YTO U TpeOOBaIOCh JOKA3aTh.

Ipumep. Pemute mpumep u3 § 10, monw3ysck moHATHEM BeCOBOW (DYHK-
MU ¥ TEOPEMOM 3.

Pewenue. Becoas Qpynxius v(t) ecTh penienue 3anaun Komm

{v" +30"+ 20 =9(t),
v(0)=v'(0)=0.
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[Ipumensis Kk 00euM 4acTsM ypaBHEHUs onepanuio L u ucnonssys dhopmymny

(26) nist L-uzoOpaxenust nenbra-QyHKIUU: ES( p) =1, HalineMm

1 A B
(t):(p+1)(p+2): p+lJr p+2

v

rae
A B A(p+2)+B(p+1)
+ =
p+1 p+2 (p+1)(p+2)
p=-1:. 1=4,
p=-2: 1=-B, B=-1
OTKyJa
~ 1 1
t: - )
v() p+1 p+2

ITo popmyite (28) monygaem, kak u B 8 10:

y(t)= (e‘t _e ) *COSt = %(cost +3sint—5e 7t + 472 ) .

3aganue ISl CAMOCTOSITEIbHON PadoOThI.
Pemmmths npumepsr a), 6), B), ykazanHbie B KoHIle § 10, monb3ysachk MOHSITH-

€M BECOBOM (DYHKIIMU U TEOPEMOH 5.
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AOMAIIHEE 3AJAHHUE

3anava 1. Pemmth onepaninoHHbBIM METOI0M 3a1auy Koru

y//+y:4e7tj y”_y,:5t2,
y(0)=2, y'(0)=0. y(0)=0, y'(0)=1.
V' +y' =t +3, [y — y =cos4t,
3. 1 , 4. ] /
| y(0)=0, y'(0)=-3. y(0)=1, y'(0)=1
[y —2y' =¢€'(t—3), [y +y —2y=—4(t+1),
5.4 . 6. - /
y(0)=2, y'(0)=2 | y(0)=1, y'(0)=1.
y" —9y = 2(sint —cost), [y + 2y =3+¢e?%,
7. , 8. | /
y(0)=-3, y'(0)=2. | y(0)=1, y'(0)=2.
[2y" — y' =sin3t [, , .t
: ’ +2y' =sin—,
> 1 y(0)=2, y'(0)=1. 10. {7 T 2
| y(0)=-2, y'(0)=4.
/" - /i ! A3t
11.{3/ +y—25f:t, o [V Ty +2/9y_e ]
y(0)=2, y'(0)=1. L y(0)=0, y'(0)=1.
'y”—3y’+2y:8e‘, 72y”+3y’+y:5e‘,
13. , 14. ;
y(0)=1 y'(0)=0. | y(0)=0. y'(0)=1.
[\ I _ ] _ o
15 1Y 2y 3/y 6t, 16 1Y + 4y S|/n4t,
| ¥(0)=1 y'(0)=1. y(0)=0, y'(0)=1.
2y” +5y’ =6cost, (V' +y +y=2t7 +t,
17. ) 18. /
y(0)=-1, y'(0)=0. | y(0)=1, y'(0)=-3.
[\ ! __ bt (7 N\ _
19, Y W TAE 20, ¥~V OV 4
|¥(0)=2, y'(0)=6. y(0)=1, y'(0)=0.
[\, o _ —t BV —4 t
21”y +y 2y/10e, 22_{y +y c?s,
| y(0)=-1, y'(0)=0. | y(0)=0, y'(0)=1.
23 ;y”+2y’+y:t2, Y :y”—2y’+5y:1—t,
¥(0)=1. y(0)=0; (0)=0. y(0)=1
o5 ;y”+2y’+10y:3e‘t cos2t,

y(0)=5, y'(0)=1.
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3agmaya 2. PemuTh onepainMoHHBIM METOJIOM cHCTeMy auddepeHunaib-

HBIX YPaBHECHUU

X=X+3y+2, X=—-X+3y+1,
1. |y=Xx—-y+], 2. |Y=X+Y,
x(0)=-1y(0)=2. x(0)=1,y(0)
X=X+4y, X=X+2y+1,
3. |y=2x-y+9, 4. |ly=4x-y,
x(0)=1y(0)=0 x(0)=0,y(0)=1
X =2X+95Y, X=-2X+5Yy+1,
5. ly=x-2y+2, 6. |y=x+2y+1,

x(0) =1, y(0) =0.

X=-2X+06Yy+1, X=2X+3y+1],

9 {y:2x+2, 10. {y=4x—2y,

x(0)=0,y(0)=1 x(0)=-1y(0)=0
X=X+2Y, X=—-X+3Yy+2,

11. {y:2x+y+1, 12. {y:x+y+1,
X(0)=0,y(0)=5 x(0)=0,y(0)=1
X=X+3y+3 X=3X+5y+2,

13. {yzx—y+1, 14. {y:3x+y+1
x(0)=0, y(0)=1 x(0)=0, y(0)=2.
X=Yy+3, X=2y+1,

15 {y:x+2, 16. {y:2x+3,
X(0)=1y(0)=0 X(0)=-1 y(0)=0
X=2X+8y+1, X=2X+2Yy+2,

17 {y:3x+4y, 18. {y:4y+1
x(0)=2, y(0)=1 x(0)=0, y(0)=1.
X=X+Y, X=X-2y+1

19 {y:4x+y+1, 20. {y:—Sx,
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X=3y+2, X=X+4y+1
21. |y =x+2y, 22. |y =2x+3y,

x(0)=-1y(0)=1. x(0)=0, y(0)=1.

X=2Yy, X=-2X+Y+2,
23.{y:2x+3y+L 24.{y=3x

x(0)=2,y(0)=1. x(0)=1,y(0)=0.

X=4Xx+3,
25. |y=X+2y,

x(0)=-1,y(0)=0.
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ПРЕДИСЛОВИЕ


Практикум предназначен для студентов, изучающих курс высшей математики. Содержит теоретический материал, примеры решения задач раздела «Операционное исчисление» курса «Математика», входящего 
в стандарт образования студентов радиотехнических, электротехнических и теплоэнергетических специальностей.


Изложение материала по практикуму подразделяется на три части. 
В первой части (§ 1–5) приведены основные понятия и правила операционного исчисления, в том числе удобное правило восстановления оригинала по его лапласовому изображению по формуле обращения.


Во второй части (§ 6–7) рассмотренный материал применяется к решению задачи Коши для линейных дифференциальных уравнений и сис​тем линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами. Предложен способ решения задачи Коши для линейной системы приведением к стандартному виду 
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с последующим применением преобразования Лапласа; здесь в построении решения участвует резольвента 
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 матрицы А системы.


Третья часть (§ 8–11) посвящена приложению к теории автоматического управления. Вначале вводятся и иллюстрируются на примерах фундаментальные понятия «линейная стационарная цепь (ЛСЦ)», «передаточная функция ЛСЦ», указана связь между передаточной функцией и другим фундаментальным понятием теории ЛСЦ – частотной характеристикой. Затем после проведенной в § 8 подготовки (вводится понятие «свертка», доказывается теорема о свертке) выводится широко применяемая 
в инженерных расчетах формула Дюамеля, представляющая собой удобное правило задания ЛСЦ на языке оригиналов. Заключительный параграф кратко знакомит читателя с дельта-функцией и ее приложением 
к теории ЛСЦ.


В конце каждого параграфа приводятся задания для самостоятельной работы.


§ 1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА


В этом параграфе приведены простейшие сведения о комп​лексных числах, используемые в дальнейшем.


Комплексным числом 
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 называется выражение вида 
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 действительные числа; 
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 мнимая единица, 
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Число 
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 называется действительной частью комплексного числа 
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 и обозначается 
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Пусть задана прямоугольная система координат на плоскости. Тогда каждое комплексное число 
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 может быть изображено точкой плоскости с координатами 
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. В частности, действительные числа 
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 изображаются точками оси абсцисс, называемой поэтому действительной осью; чисто мнимые числа 
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 изображаются точками оси ординат, называемой поэтому мнимой осью.


Полярные координаты 
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 точки (рис. 1) называются соответственно модулем и аргументом комплексного числа 
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 и обозначаются соответственно 
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 имеет бесконечно много значений: 
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, где 
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 – какое-либо одно из значений 
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. Условимся в дальнейшем под 
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 понимать значение 

[image: image31.wmf]z


Arg


, заключенное в промежутке 
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и называть его главным значением аргумента 
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 не определен.
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Рис. 1

Из рис. 1 следует, что модуль 

[image: image38.wmf]z


 определяется по формуле
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аргумент 
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 определяется из формулы
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откуда получим
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Так как 
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Такая запись называется тригонометрической формой комплексного числа 
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Пусть 
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 называется сопряженным к 
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 изображаются точками, симметричными относительно действительной оси. В частности, действительные числа (и только они) сопряжены себе.


Очевидны равенства
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Пусть 
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. По определению примем
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Известно, что для любых действительных чисел 
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. Покажем, что это свойство сохраняется для комплексных показателей степени:
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Пусть 
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Имеют место формулы
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называемые формулами Эйлера.

Действительно, по определению комплексного показателя степени имеем
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Складывая эти равенства, получим
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вычитая равенства, получим
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Формулы Эйлера устанавливают связь между тригонометрическими 
и показательными функциями.

Задания для самостоятельной работы.


1) Найти модуль и аргумент комплексных чисел:
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Ответы: 
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§ 2. ОРИГИНАЛ. L-ИЗОБРАЖЕНИЕ ОРИГИНАЛА


Будем рассматривать функции времени (сигналы) со свойствами:
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Число 
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– точная нижняя грань чисел 
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). Функция со свойствами 10 – 30 называется оригиналом (рис. 2).
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                  Рис. 2                                                              Рис. 3

Определение 1. Преобразованием Лапласа или 
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Поставим вопрос: при каких значениях 
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 существует несобственный интеграл (1)? Рассмотрим на 
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 – показатель роста 
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Лемма 1. Интеграл (1) сходится при всех 
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 в полуплоскости 
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Доказательство. Воспользуемся теоремой сравнения для несобственных интегралов: если 
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откуда с учетом свойства 30 оригинала следует оценка
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При 
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 в полуплоскости 
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 (рис. 3) и интеграл от правой части этого неравенства по промежутку 

[image: image127.wmf][


)


¥


,


0


 сходится (проверьте это), тем самым и подавно сходится интеграл (1).


Теория преобразования Лапласа называется операционным исчислением. Далее излагаются (как правило, без доказательства) и иллюстрируются на примерах основные правила операционного исчисления, затем построенный математический аппарат применяется к некоторым задачам теории дифференциальных уравнений и теории автоматического управления.


В заключение этого параграфа рассмотрим несколько простых примеров на вычисление 
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-изображений по определению.


Пример 1. Найти 
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-изображение функции Хевисайда (рис. 4)
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Решение. Функция 

[image: image131.wmf](


)


t


1


 очевидным образом удовлетворяет требованиям 10–30 с показателем роста 
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, тем самым является оригиналом. 
По лемме 1 
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-изображение определено в полуплоскости 
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                             Рис. 4                                                                Рис. 5

Пример 2. Найти 
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-изображение функции
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Данная функция является оригиналом с показателем роста 
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 определена в полуплоскости 
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По формулам Эйлера и (1) имеем
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Пример 3. Найти 
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-изображение функции 
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Решение. Данная функция (рис. 6) является оригиналом с показателем роста 
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По формуле (1) имеем
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                      Рис. 6                                                                  Рис. 7


Отметим, что формула (2) формально содержится в (3): случай 
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Замечание 1. Формула (3) была получена при условии 
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. Однако правая часть (3) определена при всех 
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. Будем считать формулу (3) верной при всех 
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. Также будем поступать и в других случаях: будем считать формулу для 
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-изображения верной при всех p, при которых полученное выражение имеет смысл. Говорят так: 
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-изображение аналитически продолжается из полуплоскости 
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Замечание 2. Далее всегда будем задавать оригиналы их значениями на полуоси 
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Задания для самостоятельной работы.

Проверить, что данные функции – оригиналы, и вычислить их 
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Ответы: 
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§ 3. СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА


В приложениях операционного исчисления систематически используются следующие правила: 10–80. Далее в 20–80 [image: image174.wmf](
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 – L-изображение оригинала 
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10 . Теорема линейности:
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20. Теорема подобия:
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30. Теорема смещения:
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40. Теорема запаздывания:
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50. Изображение производных:
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60. Изображение интеграла:
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70. Дифференцирование изображения:
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80. Интегрирование изображения:
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Свойство 10 непосредственно следует из определения (1). Предлагаем доказать свойства 20–50. Отметим, что при доказательстве теоремы за​паздывания существенно используется требование 20 в определении оригинала.


Замечание. В приложениях операционного исчисления к теории автоматического управления, радиотехнике, электротехнике оригинал 
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 (выходной сигнал линейной стационарной цепи), как правило, удовлетворяет требованию 
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. В этом случае первая формула 50 принимает вид
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Это означает: основная операция математического анализа – дифференцирование – в переводе на язык L-изображений 
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 есть операция умножения на независимую переменную p. Аналогично формула 60 означает: другая основная операция математического анализа – интегрирование – в переводе на язык L-изображений есть операция деления на независимую переменную p. Эти два факта позволяют в ряде случаев заменить задачи, требующие применение методов математического анализа, равносильными более простыми задачами алгебры. В этом состоит основной замысел операционного исчисления.


Рассмотрим несколько примеров на применение формул 10–80.


Примеры. Найти L-изображения следующих функций. 
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Решение. По формулам 10, 70 с учетом (2) имеем
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Решение. По формуле Эйлера и формулам 10, (3) получим
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Решение. Обозначим 
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 (пример 2). По формуле 20 найдем
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Решение. Обозначим 
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 (пример 3). 

По формуле 30 
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Решение. Имеем по формуле 40
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Используем единичную функцию Хевисайда 
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По формуле 40
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Аналогично примеру 1:
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По формуле 10 получим
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Решение. По формуле 70 имеем
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Решение. По формулам 70 и (2)
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Решение. По формуле 60
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(учтен результат примера 7).
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Решение. По формуле 80
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Так как по формуле 30
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Задания для самостоятельной работы.

Пользуясь свойствами преобразования Лапласа, найти L-изображения следующих функций:


а) 

[image: image230.wmf](


)


3


=


t


y


; 
б) 

[image: image231.wmf](


)


cos


ytt


=


; 
в) 

[image: image232.wmf](


)


cos4


ytt


=


; 


г) 

[image: image233.wmf](


)


t


e


t


y


t


4


cos


3


-


=


; 
д) 

[image: image234.wmf](


)


ch


ytt


=


; 
е) 

[image: image235.wmf](


)


(


)


(


)


3,1,4,


0,1,4.


-Î


ì


ï


=


í


Ï


ï


î


tt


yt


t


; 


ж) 

[image: image236.wmf](


)


cos


yttt


=


; 
з) 

[image: image237.wmf](


)


t


t


t


y


sin


2


=


; 
и) 

[image: image238.wmf](


)


3


t


t


y


=


; 


к) 

[image: image239.wmf](


)


ò


=


t


ds


s


t


y


0


sin


; 
л) 

[image: image240.wmf](


)


ò


-


=


t


s


ds


e


s


t


y


0


2


; 
м) 

[image: image241.wmf](


)


sin2sin4


×


=


tt


yt


t


.

Ответы: 

а) 

[image: image242.wmf][


]


3


3


L


p


=


; 
б) 

[image: image243.wmf][


]


2


cos


1


p


Lt


p


=


+


; 

в) 

[image: image244.wmf][


]


2


cos4


16


p


Lt


p


=


+


; 
г) 

[image: image245.wmf]3


2


3


cos4


625


t


p


Let


pp


-


+


éù


=


ëû


++


; 

д) 

[image: image246.wmf][


]


2


ch


1


p


Lt


p


=


-


; 
е) 

[image: image247.wmf](


)


(


)


(


)


4


2


211


pp


pepe


Lyt


p


--


-++


=


éù


ëû


; 

ж) 

[image: image248.wmf][


]


(


)


2


2


2


1


cos


1


p


Ltt


p


-


=


+


; 
з) 

[image: image249.wmf](


)


2


2


3


2


62


sin


1


p


Ltt


p


-


éù


=


ëû


+


; 

и) 

[image: image250.wmf]3


4


6


Lt


p


éù


=


ëû


; 
к) 

[image: image251.wmf](


)


2


0


1


sin


1


t


Lsds


pp


éù


=


êú


êú


+


ëû


ò


; 


л) 

[image: image252.wmf](


)


2


3


0


2


1


t


s


Lseds


pp


-


éù


=


êú


êú


+


ëû


ò


; 
м) 

[image: image253.wmf]2


2


sin2sin4136


ln


4


4


×+


éù


=


êú


ëû


+


ttp


L


t


p


.

§ 4. ТАБЛИЦА НЕКОТОРЫХ L-ИЗОБРАЖЕНИЙ


Далее при вычислении L-изображений будут использоваться приводимые в таблице формулы 1–16; первые две доказаны выше, остальные доказываются с помощью приемов, примененных при решении примеров в § 3.
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Подробные таблицы L-изображений содержатся в книге [4].


Примеры. Пользуясь свойствами преобразования Лапласа и таблицей L-изображений, найти L-изображения следующих функций.
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Решение. Представим произведение 
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Решение. Имеем 

[image: image297.wmf]a


e


a


ln


=


, поэтому 

[image: image298.wmf](


)


(


)


t


a


e


t


y


ln


=


. По формуле 2 из таблицы найдем
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Решение. Представляя 
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По теореме линейности и формуле 5 из таблицы найдем
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Задания для самостоятельной работы.

Найти L-изображения следующих функций:
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§ 5. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОРИГИНАЛА 
ПО ЕГО L-ИЗОБРАЖЕНИЮ


Одно из замечательных свойств преобразования Лапласа, широко используемое в приложениях операционного исчисления, состоит в том, что по L-изображению 
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. Имеется общая формула, решающая эту задачу, называемая обратным преобразованием Лапласа [2] . Эта формула неудобна для практического применения, поэтому ее здесь не приводим. Для многих приложений достаточно приводимое ниже частное правило, основанное на теории вычетов для аналитических функций комплексного переменного [4].


Напомним, что рациональная дробь (отношение двух многочленов)
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называется правильной, если степень числителя 
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. В силу основной теоремы алгебры комплексных чисел имеет место разложение
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Теорема 1. Пусть L-изображение 
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называемая формулой обращения. 

Следует помнить, что здесь производная порядка 
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 вычисляется (после сокращения в квадратных скобках на 
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, под производной порядка 0 понимается сама функция.


Примеры. Найти оригиналы по данным L-изображениям.
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Решение. Здесь 
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Решение. По формуле (5)
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Решение. По формуле (5)
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Решение. Разложим знаменатель на множители и применим формулу (5).
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Замечание. Для вычисления оригиналов может быть использовано правило разложения правильной рациональной дроби в сумму простейших дробей. В рассмотренном выше примере 1) разложение имеет вид
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Для нахождения неопределенных коэффициентов 

[image: image353.wmf],,
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 в правой час​ти равенства приведем дроби к общему знаменателю и уравняем числители:
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Придавая конкретные значения аргументу р, получим значения коэффициентов:
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Применяя к слагаемым формулу 2 из таблицы изображений и затем теорему линейности (справа налево), получим результат
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совпадающий с полученным выше по формуле обращения. В примере 2) разложение имеет вид
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Отсюда следует
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Применение теоремы линейности и формул 2, 8 из таблицы изображений дает формулу для 

[image: image364.wmf](
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, полученную выше по формуле обращения. В примере 4) разложение имеет вид
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Отсюда следует
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Приравнивая коэффициенты при 
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Следовательно,
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Применение теоремы линейности и формул 1, 5 из таблицы изображений дает формулу для 
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, полученную выше по формуле обращения.


Задания для самостоятельной работы.

Восстановить оригиналы по данным L-изображениям:
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Ответы: 
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§ 6. ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К РЕШЕНИЮ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ


Рассмотрим задачу Коши для линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами:
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Здесь 
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 – заданные числа (k = 0, 1, …, n–1). Будем предполагать, что правая часть 
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 удовлетворяет требованиям 10–30 в определении оригинала. Из теории линейных дифференциальных уравнений следует: в этом случае решение 
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 и его производные всех порядков также удовлетворяют 10–30.


Применяя к обеим частям уравнения (6) операцию L, после вычислений с учетом теоремы линейности, формул для L-изображения производных (свойство 50 преобразования Лапласа) и начальных условий (6) получим соотношение вида
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где 
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 – многочлен с коэффициентами, которые находятся по числам 
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Применение правила восстановления оригинала по его L-изображе​нию дает искомое решение 
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Обратим внимание, что в изложенной процедуре наглядно просматри​вается основной замысел операционного исчисления: дифференциальное уравнение (6) для оригинала 
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 заменено эквивалентным существенно более простым алгебраическим уравнением (7) для изображения 
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Примеры. Решить операционным методом следующие задачи Коши.
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Решение. По теореме линейности имеем
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Формулы 50 § 3 для L-изображений производных с учетом начальных условий дают:
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Подставляя с учетом равенства 
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По формуле обращения (5) найдем (см. пример 2 в § 5)
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Решение. С учетом формулы 
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 аналогично предыдущему примеру получим




[image: image404.wmf](


)


(


)


1


1


2


2


+


=


+


p


p


p


y


ˆ


p


,


откуда



[image: image405.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


2


2


2


2


1


i


p


i


p


p


p


p


p


y


ˆ


+


-


=


+


=


.


По формуле обращения (5)
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§ 7. ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
К РЕШЕНИЮ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ


Рассмотрим задачу Коши для системы линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами:
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Здесь 
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тогда задача Коши примет вид
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(производная столбца – столбец производных). Будем, как и в § 6, предполагать, что правая часть 
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 удовлетворяет (поэлементно) требованиям 10–30 в определении оригинала, тогда, в силу теории линейных систем, решение 
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 задачи Коши и его производная 
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 удовлетворяют 10–30.


Применяя к обеим частям уравнения (8) операцию L и вынося постоянный матричный множитель за знак L-изображения, получим
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(L-изображение столбца – столбец L-изображений) или, что то же самое,
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Здесь I – единичная матрица порядка n, учтено 
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Вычисляя по этой формуле по правилам линейной алгебры столбец 
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и затем применяя поэлементно правило восстановления оригинала по его L-изображению, получим искомое решение 
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Примеры. Решить операционным методом следующие задачи Коши.
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Решение. Вводя обозначения 
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, приведем задачу Коши к виду (8). По формуле (9)
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По формуле для обращения матрицы второго порядка
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получим
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Таким образом, с учетом 
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Пусть 
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. По формуле обращения (5) получим



[image: image445.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


21


2


1


3


1


1


ˆˆ


13


21!


-


=


=


éù


éù


=-+-=


êú


ëû


ëû


-


ptpt


p


p


xtepypepyp






[image: image446.wmf](


)


(


)


(


)


2


3


1


22


3


1


=


=


æö


--


=+=


ç÷


ç÷


-


-


èø


¢


ptpt


p


p


epep


p


p






[image: image447.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


(


)


33


2


1


232


22


444


3


=


+----


-++


=+=+


-


ptptpt


ttttt


p


eptepep


eeteee


p


,



[image: image448.wmf](


)


(


)


3


1


21


4


-+


=


tt


tee


xt


.


Аналогично, 
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. По формуле (5) получим
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 EMBED Equation.3  [image: image452.wmf](
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Решение. Введем обозначения: 
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тогда задача Коши примет вид
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Применяя к обеим частям уравнения операцию L и вынося постоянный матричный множитель за знак L-изображения, получим
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или, что то же,
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Полученную систему решим по формулам Крамера: 
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Подставляя полученные значения определителей в формулы, получим
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Для вычисления оригиналов разложим правильные рациональные дроби в сумму простейших дробей:
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Для нахождения неопределенных коэффициентов 
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 в правой час​ти равенства приведем дроби к общему знаменателю и уравняем числители:
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т. е.                          
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Придавая конкретные значения аргументу р, получим значения коэффициентов:
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Применяя к слагаемым формулы 2, 3 из таблицы изображений и затем теорему линейности (справа налево), получим результат:
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Аналогично,
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Задания для самостоятельной работы.

Решить операционным методом задачу Коши:
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Ответы: 
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§ 8. ПЕРЕДАТОЧНАЯ ФУНКЦИЯ 
ЛИНЕЙНОЙ СТАЦИОНАРНОЙ ЦЕПИ


В теории автоматического управления широко применяется описание функционирования автоматических устройств на языке «вход – выход» (рис. 8). 
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Рис. 8

Здесь 
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 – входной сигнал (входное воздействие),
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 – выходной сигнал (реакция на входное воздействие),


A – правило работы системы: 
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Определение 2. Автоматическое устройство называется линейной цепью, если выполняется принцип суперпозиции:
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т. е. если реакция устройства на суперпозицию (результат наложения) нескольких входных воздействий равна сумме реакций на отдельные воздействия.

Определение 3. Автоматическое устройство называется стационарной цепью, если форма выходного сигнала полностью определяется формой входного сигнала:
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В ряде случаев входной и выходной сигналы линейной стационарной цепи связаны соотношением вида
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где 
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– постоянные; в этой ситуации свойства линейности и стационарности следуют из теории линейных дифференциальных уравнений. Применяя при нулевых начальных условиях 
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к обеим частям равенства (10) операцию L, получим
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где
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Определение 4. Рациональная дробь (12) называется передаточной функцией линейной стационарной цепи (10).


Формула (11) задает правило работы цепи на языке L-изображений: на этом языке реакция цепи на входное воздействие сводится к умножению на «передаточный коэффициент» 
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. В теории автоматического управления, радиотехнике, электротехнике широко применяется задание линейных стационарных цепей с помощью передаточной функции (рис. 9).
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Рис. 9

Пример. Входным сигналом радиоприемника является падение на​пряжения 
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 на зажимах антенны, выходным сигналом (с точностью до трансформации электрической энергии в звуковую) – контурный ток 
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, возбуждаемый в колебательном контуре (рис. 10). 
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Рис. 10


По второму закону Кирхгофа (закону напряжений) сумма падений напряжения на двуполюсниках 
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По правилам электротехники 
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 – положительные постоянные. Подставляя эти выражения 
в (13) и дифференцируя обе части равенства по t (чтобы избавиться от интеграла), получим соотношение вида (10):
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Применяя к обеим частям при нулевых начальных условиях операцию L, получим
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Таким образом, радиоприемник – линейная стационарная цепь с передаточной функцией (14).


Замечание 1. Фундаментальное свойство линейной стационарной цепи, которое может быть принято за определение, состоит в том, что она переводит одночастотный сигнал (гармонику) в сигнал той же частоты:
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Отношение




[image: image538.wmf](


)


1


2


A


A


K


=


w




называется коэффициентом усиления на частоте 
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 или частотной характеристикой линейной стационарной цепи. Справедлива формула
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(частотная характеристика равна модулю передаточной функции при 
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Вычислим по формулам (14), (15) частотную характеристику радиоприемника:



[image: image542.wmf](


)


(


)


2


2


2


22


1


11


11


æö


w-w-w


ç÷


ww


èø


w====


æöæö


w+w+-w+w


-w+w-w-w


ç÷ç÷


èøèø


iLRi


ii


C


Wi


LiRiLRi


LRiLRi


CC


CC






[image: image543.wmf]22


22


2222


11


11


æöæö


w+w-w+-w


ç÷ç÷


w


èøèø


==


æöæö


-w+w-w+


ç÷ç÷


w


èøèø


RLiRLi


CC


LRLR


CC


,

то есть
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Тогда
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Следовательно,
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где 
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 – собственная частота радиоприемника. Эта формула объясняет принцип работы радиоприемника: чтобы услышать сигнал частоты 
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, нужно настроить собственную частоту на входную: 
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 и входной сигнал малой амплитуды становится слышимым.


Замечание 2. Приведем пример линейной стационарной цепи с вектор​ным выходным сигналом (под вектором понимается столбец, рис. 11).

Линейная стационарная система автоматического управления [3] моделируется векторным дифференциальным уравнением вида
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Здесь 
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 – управляющий сигнал; b – вектор размера n, называемый вектором управляемости; А – матрица управляемого объекта; вектор 
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 задает состояние управляемого объекта в момент t.
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Рис. 11

Применяя при нулевых начальных условиях к обеим частям равенства (16) операцию L, получим
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Как и в § 7, L-изображение вектора вычисляется поэлементно. Найдем отсюда 
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Очевидно, при каждом p 
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 – вектор-столбец. Таким образом, система управления (16) – линейная стационарная цепь с передаточной вектор-функцией (17).


§ 9. СВЕРТКА ДВУХ ФУНКЦИЙ. ТЕОРЕМА О СВЕРТКЕ


Определение 5. Пусть функции 
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 удовлетворяют требованиям 10–30 в определении оригинала. Сверткой функций 
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 называется третья функция, вычисляемая по формуле
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Например,
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Нетрудно убедиться, что функция (18) также удовлетворяет требованиям 10–30.


Лемма 2. Имеет место равенство
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Доказательство. Выполним в (18) замену переменной интегрирования. Положим 
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В приложениях операционного исчисления важную роль играет следующая теорема.

Теорема 2. L-изображение свертки двух оригиналов равно произведению их L-изображений:
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Доказательство. Обозначим 
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, где vk – показатели роста функций 
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, тогда рассматриваемые несобственные интегралы сходятся (лемма 1) и проводимые преобразования корректны; затем оно может быть аналитически продолжено в p-плоскость. По определению (1) преобразования Лапласа имеем
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Обозначим 
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 область на 
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-плоскости, изображенную на рис. 12 (для наглядности 
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 изображена точкой на числовой оси). 
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Рис. 12


По правилу преобразования двойного интеграла в повторный, примененному справа налево, получим
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Подставим 
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 и перейдем к повторному интегралу в другом порядке:
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Выполним во втором интеграле замену переменной интегрирования. Пусть 
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Теорема доказана.


Задания для самостоятельной работы.

Вычислить свертку следующих функций:


а) 
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§ 10. ФОРМУЛА ДЮАМЕЛЯ


В § 8 было установлено удобное правило описания линейных стационарных цепей на языке L-изображений с помощью передаточной функции – формулы (11), (12). Укажем часто применяемый способ описания цепей этого класса на языке оригиналов с использованием понятия «свертка». Для большей наглядности и упрощения записей рассмотрим частный случай цепи (10):




[image: image605.wmf](


)


(


)


(


)


t


x


y


a


...


y


a


y


a


n


n


n


=


+


+


+


-


1


1


0


.                              (20)


Выходной сигнал 

[image: image606.wmf](


)


t


y
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 как решение задачи Коши для дифференциального уравнения (20) при нулевых начальных условиях:
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Полученное далее правило остается верным для цепей общего вида (10).

Обозначим 

[image: image609.wmf](


)


t


w


 реакцию цепи (20) на сигнал 
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 (рис. 13). 
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Это означает, что 
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 – решение задачи Коши



[image: image613.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


1


01


1


...1,


00...00.


nn


n


n


aaat


-


-


ì


+++=


ï


í


¢


====


ï


î


www


www


                             (21)

Теорема 3. Реакция 
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 линейной стационарной цепи (20) на входное воздействие 
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где 
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 – функция (21).

Доказательство. Достаточно проверить справедливость для функции (22) равенства 
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 – передаточная функция цепи (20). Из определения функции 

[image: image620.wmf](


)


t


w


 следует:
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Применяя к обеим частям равенства (22) операцию L, с учетом теоремы 
о свертке (19), формулы для L-изображения производной и требования 
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 получим
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Теорема доказана.


Формула (22) называется формулой Дюамеля. Функция 
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 называется переходной функцией линейной стационарной цепи (20).


Пример. Найти переходную функцию линейной стационарной цепи
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Пользуясь формулой Дюамеля, найти реакцию цепи на гармонику 
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Решение. Переходная функция 
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 есть решение задачи Коши вида (21):
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Применим к обеим частям уравнения операцию L и вычислим затем с учетом формулы 
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 L-изображение 
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Разлагая полученную рациональную дробь в сумму элементарных дробей, получим
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Откуда по правилу восстановления оригинала по L-изображению
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В силу теоремы 3 для вычисления реакции цепи на входной сигнал 
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Вычислим эти интегралы с использованием формулы интегрирования по частям и приема «возвратного» интегрирования:
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Аналогично, получим
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Разность полученных интегралов дает искомый результат:




[image: image648.wmf](


)


(


)


2


1


cos3sin54


10


tt


ytttee


--


=+-+


.

Задания для самостоятельной работы.

Найти переходные функции линейных стационарных цепей:


а) 
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Пользуясь формулой Дюамеля, найти реакции этих цепей на сигналы 
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Ответы: 
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§ 11. ДЕЛЬТА-ФУНКЦИЯ. 
ФИЛЬТРУЮЩЕЕ СВОЙСТВО ДЕЛЬТА-ФУНКЦИИ


В заключение изложим кратко широко применяемый в расчетах прием, предложенный в начале прошлого века английским физиком Дираком.


Определение 6. Дельта-функцией называется производная функции Хевисайда:
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Из определения следует:
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(при 
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 «касательная» к графику функции 

[image: image666.wmf](


)


t


1


 (см. рис. 3) направлена вертикально, поэтому ее угловой коэффициент 

[image: image667.wmf](


)


¥


=


¢


0


1


). Очевидно, 

[image: image668.wmf](


)


t


d


 не является функцией в обычном смысле; в современной терминологии определяется как обобщенная функциия или распределение [6]. В основе приложений дельта-функции лежит правило, называемое ее фильтрующим свойством. Мы приведем это правило с кратким пояснением и укажем приложение к теории автоматического управления.
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Точка 
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 называется носителем функции 
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Теорема 4. Для любой непрерывной на оси функции 
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Таким образом, дельта-функция с носителем 
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 «отбирает» из всех значений функции значение в точке 
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Приведем нестрогое пояснение. Формальные вычисления по формуле (24) дают
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Поэтому
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Следствие. L-изображение функции 
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В самом деле, из определения (1) преобразования Лапласа с учетом 
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[image: image690]

Рассмотрим линейную стационарную цепь с передаточной функцией 
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 реакцию цепи на входной сигнал 
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 (рис. 15). Функция 
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 называется весовой функцией линейной стационарной цепи.


Лемма 3. Передаточная и весовая функции линейной стационарной цепи связаны соотношением 
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Доказательство. По формулам (11), (26) имеем
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Теорема 5. Реакция 
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 линейной стационарной цепи (10) с весовой функцией 
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Доказательство. По формулам (19), (27) получаем
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что и требовалось доказать.


Пример. Решить пример из § 10, пользуясь понятием весовой функции и теоремой 5.


Решение. Весовая функция 
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Применяя к обеим частям уравнения операцию L и используя формулу (26) для L-изображения дельта-функции: 
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По формуле (28) получаем, как и в § 10:
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Задание для самостоятельной работы.

Решить примеры а), б), в), указанные в конце § 10, пользуясь понятием весовой функции и теоремой 5.


ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ

Задача 1. Решить операционным методом задачу Коши
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Задача 2. Решить операционным методом систему дифференциальных уравнений
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Рис. 13
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Рис. 14 
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Рис. 15 
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