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     Данные методические указания  предназначены для студентов  технических 
специальностей заочной формы обучения и охватывают содержание курса высшей 
математики, изучаемого ими во втором семестре. Рассматриваются следующие те-
мы. 

1. Дифференцирование 
2. Неопределенный интеграл 
3. Определенный интеграл и его приложения 
4. Функции нескольких переменных. 
Методические указания состоят из двух частей: практической и теоретической. 

В практической части приведены задачи для контрольных работ; далее идет теоре-
тическая часть, в ней излагаются основные сведения и формулы, а также примеры 
их применения при решении задач по каждой  из вышеуказанных тем. 
     Изучающим математику самостоятельно желательно сначала ознакомиться с 
теорией в книгах [1-3] по списку рекомендуемой литературы; затем разобрать ре-
шение примеров во второй части данных методических указаний и только после 
этого приступить к выполнению своего варианта контрольной работы. 

 
Задачи для контрольных  работ 

 
Тема 1. Дифференцирование 

 
    Задача 1. Найти  производную сложной функции 
 
1. ( )x3arctgcos5y x2sin +=  2. ( )1x20e3arcsiny x23 −+=  

 
3. 

5 3x

2

x
cosx5arctg2y

3

+=  
4. 

x23

x2

4

x
arctgy 4

−
++=  

 
5. 

x10tg

2ln5
x3cosey

x
x4 ⋅+⋅=  

6. 

x

1
sinxcosearcsiny x3tg ⋅+=  

 
7. 

3e
xtg

e10
y x10ctg

2

x

⋅+=  

 

8. 
x10arctgx27sin

23

x
cos23y ⋅+=  

9. 
xarcsinxcos

x

xln
y 10

2

⋅+=  
10. 

x3cose
x2arctg

x5sin2
y x7

3
+=  

 
11. ( )

x2arctg

1x10
x10lgarccosy 3 +−=  

 

12. x410x
3 e

x

2
ctg2logy ++=  
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13. ( ) xcos
2

e
x7ctg4x

1
x2tglny +

+
+=  

 

14. ( ) ( )( )3x2arcsinlnecosy 2x2 ++=  

15. ( ) xarctg3tgx5siny 1x23 +⋅= +  
 

16. ( ) ( )
4

455

x2

3ln
x10ctgcosx2siny ++=

 
17. ( ) xcos2tgarg

x

1
arcsiny 1x35

2
⋅+= +  

18. ( )
x

1
tgargx5cosln

x10sin

x2tg
y

5

4

⋅+=  

 
19. ( )

3e

1
earccoslney

x
xx2ctg

+
⋅+=  

20. ( )
5lne

x3x10ln

x72

x32
y

2x10

2 +
+

−
−

=  

 
21. 

x3ln
23

x10
ctgey 3

x
x2003 +

+
+= −  

22. 

3

2
cos

x

earccos

x5ln3

x3ln5
y

3

x24 π++=  

 

23.   ( )25

3

4

8
x1tg

x2log

x

xsin8

x8tg
y −++=  

24. 
4

10xxctg

x2

1
cos

3
tg2arcsin3y ⋅π+⋅=

 

25.   ( )xxsinxcos3arccos 240 −+  26. 
7ln

x

1
ln

x

1
arctg3y 5x5ln ⋅−⋅=  

 

27.   
( )
( ) 2

cos2lnxtg
x2sinln

x2tgln
2y 53

2x π⋅⋅++=  

 

28. ( ) 10ln3ln
x

2
sin

2

x
cosy x1 ++

π
⋅π= −

 

29.   ( )
x

1
arcctg

x

xx2
x3lncosy

5

43 2
2 +++=  

30. 

6
cosx2lnx3cosx21y 3 7 π−⋅++=

 
 
     Задача 2. Найти производную функции, используя предварительное логариф-
мирование 
 
1. а) 3 x

xy =                                       б) ( )
( ) ( )x73x5

x1x212
y 43

23x

−+

−−
=  

 
2. а) 2xxy =                                           б)   ( ) ( )43x x1x21x5cos12y −−=  

 

3.       а)     ( ) xsin3 xy =                                    б)   
( ) ( ) ( )

( )5

1045

x35

x1x32x1
y

−
+−−=  
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4.  а)   ( )4 xxarctgy =                                   б)  
( ) ( )

x21

x1x1x
y

302010

−
−+⋅=  

 

5.  а)   ( ) x

1

xctgy =                                       б)  
( ) ( )

xcos

x52x31x
y

10

51015 −−=  

 

6.  а)   

5 x

2x

1
y 







=                                        б)  
( )

( )3 52

203x

x71

x41x5cos112
y

−

−⋅⋅=  

 

7.  а)   ( ) x3tgx5cosy =                                 б)  
5

43

3x

2x1xx
y

+
−+⋅=  

 

8.  а)   ( ) xarcsinxarctgy =                             б)  
( ) ( )

( ) 37

510

x3x71

x23x1x
y

−−
+−⋅=  

 

9.  а)   ( ) 3x5 xy =                                       б)  
( ) ( )

( ) ( )53

7503

x372x3

1xx22x3
y

−+
−+=  

 

10. а)  ( ) xctg2xy =                                      б)  
( )

( ) ( ) ( )987

10

2x31x27x5

1x
y

+−+
−=  

 

11. а)  ( ) xsinxarcsiny =                             б)  ( ) ( )75 xarccosx3arctg

x2tgx5cos
y

⋅=  

 

12.а)  ( ) x2x2tgy =                                    б)  
( ) ( ) ( )

( ) ( )45

12113

1x1x5

2x7x32x3
y

−+
−+−=  

 

13. а)  ( ) 13xx3cosy =                                б)  
( )
( )5 43

3

1x32x

x2tgx7cos
y

−+
=  

 

14. а)  ( )7 1x2xаrcctgy +=                       б)  
( ) ( )

( ) ( )11
2

x

103

xlog12

x5arctgx10cos
y

+
=  
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15. а)  

3 2x

2x

1
y 







=                               б)  
( ) ( ) ( )

( ) ( )6655

443322

2x1x

3x2x1x
y

−−

+++=   

 

16. а)  ( ) xarccosxy =                              б)  
( ) ( )
( ) ( )4x3x

87

1523

4x22x3
y

−+
−+=  

 

17. а)  ( ) x2xlny =                                  б)  
( ) ( )
( ) ( )75

4 33

2x61x5

x31x21
y

++
−−

=  

 

18. а) ( ) 2x3xy =                                     б)  ( ) ( )10554

46

2x1x

2x21x
y

++
+−=  

 

19. а) ( ) xsin4 xy =                                 б)  
( ) ( )
( ) ( )1215

33

2x1x

2x1x
y

+−
−+

=  

 

20.  а)  ( ) xsin4 xy =                                б) 
( ) ( )

( ) ( )1619

204x

x252x3

1x315
y

++
−−=  

 

21. а)  ( ) xctgx5tgy =                             б)  
( ) ( )6 95 7

3

4x3x

xarccosx3cos
y

−+
=  

 

22. а)  ( ) xarccos5 xy =                            б)  
( ) ( )

( )5

432

2x

1x1xx
y

−
−+=  

 

23. а)  ( ) x3x 110y +=                            б)  
( ) ( )

( ) ( )13411

86

11x10x

7x33x7
y

++

−−=  

 

24. а)  ( ) x24xy =                                б)  
( ) ( )
( ) ( ) 312x

43

2e1e

x3arccosx7ctg
y −− ++

=  

 

25. а) ( ) x2ctg3 2xy =                           б)  
( ) ( )

( )3 410

45x

2x1x5

2x317
y

−−

+−=  
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26. а)  

3x

x

1
y

−








=                                        б)  
( ) ( )
( ) ( )7564

5342

5x4x

1x3x
y

++
−−=  

 

27. а)  ( ) x5tgarcsiny =                                   б)  ( ) xlogxarcsinxsiny 5
2

45=  
  

28. а)  ( ) 2xxarccosy =                                  б)  
43

1073

x45x32

2x1xx
y

−−
−⋅−⋅=  

 

29.а)  ( ) 4xx3siny =                                       б)  
( )

( ) ( )74

34 23 2

29x297x3

4xx2xx
y

−−
−−

=  

 

30. а)  ( )3 2xxarccosy =                              б)  
( ) ( )

x7cosx5sin

x2tgx2cos
y

42

75

=  

 
     Задача 3.  Исследовать данные функции на экстремум методами дифференци-
ального исчисления и построить их графики. При исследовании функции следует 
найти  интервалы ее возрастания и убывания и точки экстремума, интервалы вы-
пуклости и вогнутости и  точки перегиба, асимптоты графика функции. 
 
1. xlnxy 2=  

2. ( )2

3

1x2

x
y

+
=  3. 

1x

x
y

2

−
=  

 
4. xarctgx2y +=  5. xx3y 3 −=  6. 







 −=
x3

1
elnx

2

3
y  

 

7. 
( )32x

x23
y

−
−=  

 

8. 2
x

exy
−=  9. 

xln

x2
y =  

10. x1e)1x(y −−=  
 

11.  ( )8x
4

1
y 3 −=  

 

12. 
1x

x
lny

−
=  

13. ( ) 2x2 ex2y −+=  14. 
2x2 exy −=  15. 

x

xln
y =  

16. x1xy −=  
17. 

( )
x2x

1x
y

2

2

+
+=  

 

18. x
12 exy =  

19. ( ) x
2

e1x2y −=  20. 
x

e
y

x

=                                                                                     21. 
2xx3ey −=  
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22. 
1x

x
y

2

2

−
=  

 

23. ( ) 3 2x1xy −=  24. xexy −+=  

25.  xarctgxy =  26.  x2 exy =  
27.  

4x
x

y
2

3

−
=  

28.  
1x

x3
y

2 +
=  29.  2x

x

1
y +=  30.  

x

1
x4y 2 +=  

 
     Задача 4. Найти уравнения касательной и нормали к кривой; построить кривые 
и касательные с нормалями 
 
1.  3xи4xточкахвx4y 21

2 ==−=  
 

2.  32 xy =  в точках 0xи1x 21 ==    

3.  
3

x
y

3

=  в точке   1x0 =  4.  
x

4
y =  в точках 4x,1x 21 −==  

 

5.  2xy 2 +=  в точке   1x −=  6. 2xy2 =  в точке   2x0 −=  

 

7.  2x8y2 −=  в точке   2x0 =  8.  4x5xy 2 +−=  в точке   1x0 −=  

 

9.  3x4x2xy 23 −−+=  в точке   2x0 −=  10. xy =   в  точке  4x0 =  
 

11. x3tgy =   в  точке  π=0x  
 

12. xlny =   в  точке  ex0 =  
 

13. 
2x1ey −=  в точке  1x0 −=  

 

14. 32 x2y =  в точке  1x0 =  

15. x5cosy =   в  точке  15x0 π=  
 

16. x3siny =   в  точке  12x0 π=  

17.  2xy +−=  в точке   2x0 =  18.  x2tgy =   в  точке  8x0 π=  
 

19.  x3ctgy =  в  точке  9x0 π=  
 

20.  x2ey =  в точке  0x0 =  
 

21. ( )x1lny +=   в  точке  0x =  
 

22.  1x2y +=   в точке   2x0 =  

23. x3y =   в точке   1x0 −=  24. ( )1xlny 2 −=   в  точке  2x0 =  
 
25. 2x5y −=  в точке  3x0 =  26. x2arcsiny =   в точке  

4

3
x 0 =  

                         27.  2xx4y −=  в точках пересечения с осью ОХ. 

                         28. Охосьюсяпересечениточкахвx9y 2−=  
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                         29. 2хиОyосьюсяпересечениточкeвxxy 2 =−=  

                         30. 2x1y =  в точках  
2

1
x ±=  

 
     Задача 5. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
 
1.  1x6x9x4y 23 −++=   на отрезке 
     [ ]75,0;2 −−  
 

2.   
2x

x
y

2

−
=   на отрезке[ ]5;0  

3. ( )xx1xy 2 −=    на отрезке [ ]1;0  
4.   2

x2

xey
−

=   на отрезке[ ]0;1−  
 

5. xln2xy −=   на отрезке [ ]3;1  
6.   

xln

x
y =   на отрезке  [ ]3;2  

7. 
2x

x3
y

2

+
−=   на отрезке  [ ]5,2;4 −−  

 
8.   xlnxy =   на отрезке [ ]e;4/1  
 

9. x2cosxsin2y +=   на отрезке  [ ]π;0  10. x2exy −=  на отрезке [ ]4;0  
 

11. xsin2xy 2−=   на отрезке  [ ]ππ ;6/  12. 3 1xy −=   на отрезке [ ]2;7−  
 

13. ( ) 3

x

e6x3y +=   на отрезке [ ]4;6 −−  14. 
5x3

3x2
y

−
+=    на отрезке  [ ]4;1  

 
15. 3x2xy 24 +−=  на отрезке [ ]3;3−  16. [ ]0;4отрезкенаx2xy −−+=  

 

17. ( ) [ ]3;1отрезкена2xxy 3 −=  

 

18. [ ]3;1отрезкенаxx12y 3 −−=  
 

19. ( ) [ ]5;3отрезкенаxx3y −=  
 

20. [ ]e2;0отрезкенаexy x3=  
 

21. [ ]3;0отрезкенаxxxy +=  
 

22. [ ]3;1отрезкенаx4y 2 −−=  

 

23. ( ) ( ) [ ]2;1отрезкена1xx2y 2 −+−=  
 

24. [ ]ππ−= ;отрезкена
2
x

sin2y  

 
25. [ ]π−= 2;0отрезкенаxsin2xy  
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                                     26. [ ]5;4отрезкена
x16

x16
y

2

2

−
+
−=  

 
27. [ ]2;0отрезкена3x2xy 24 −+=  

 
                                    28. [ ]5;1отрезкена72x24x3xy 23 −+−−=  
 

                                    29. [ ]8;1отрезкена8x4x6x3y 33 2 −−+−=  
 

                                    30. [ ]4;0отрезкена4xxx2xy 2 −+−=  
 
     Задача 6. Вычислить приближенное значение с помощью дифференциала функ-
ции 
 
1.   94,0arcsin  2. 95,0arctg  3. 044tg  4. 029sin  

 

 

5.  059cos  6. ( ) 502,1  7. 4 2,81  8. 3 03,8  
 

 

9.  89,0ln  10. 031cos  11. 3 31,27  12. 5 92,31  
 

 

13. 4 23,16  14. 01,1ln  15. 91,0arccos  16. ( ) 398,0   
 

17. ( )403,1  
 

18. 089cos    
 

19. 0136cos  
 

20. 0119sin  
 

21. 93,0ln  22. 96,0arcctg  23. 99,3  24. ( ) 102,1 −  

 

25. ( ) 299,0 −  26. o46ctg  27. 2/)61cos3( 0  28. ( ) 502,1  
 

 

29. 3 91,26  
 

30. 5 28,1     

 
     Задача 7. Найти производную неявно заданной функции 
 

1. 0
y

x
arctgyx3 =+  2. 0yx

x

y
arcctg 22 =+  

 

3. 0
x

y
cos

y

x =+  4.  0
x

1
yx2ey 23x =++⋅  
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5. 0
y

x3ylnx 2 =
π

−+  6.  0
2

y3x 22

=+
π

 

 
7. 0ylnyx2arccosa =+  

8.  0x3tg2
y2

x
arcsin =+  

 

9. ( ) 0xysin
xy32

4 2
=+

π
 

 

10. ( ) 0
x

y3
y2x3arcctg

2
=++  

11. 0xcosyx2yx 105 =++  
12. ( ) 0xylne y

x

=+
−

 
 

13. 0
y

1
x3cosy

x

1
3

=−+  

 

14. 0ytg3xy32 =+−  

15. 0ycosx2yx 4 35 =+  16. 0yx
x2
3

y3
2 4 =++
π

 

 

17. ( ) 02
y

x

xyln

e3
2

=−+  

 

18. ( ) 0
xy
3

yx 2 =+−−π  

19. ( ) 0xyctg2
yx

1 =+
+

 

 

20. 0xarctg
1y2
2x3 =+

+
−

 

21. 0
ycos

1
x3siny 2 =+  

 

22. 10
xcos

y

x2tg

1 =−  

23. 0yx3
y
2

ctg 10
2

=+  

 

24. ( ) 0yxarcsinxycos =++  

25. ( ) 0
y

x
y3x2tg =+−  

 

26. ( ) 0
x3y

1
yxctg 23 =

+−
+  

27. 0xysinxy 32 =π−+  
 
 

28.  ( ) 0
y2x3

y
yx2 22 =

+
π

++  

29.  0
ycos

xsin
y4x10 =+−  30. 0ylne

yctg

xtg x =−  
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   Задача 8. Для параметрически заданной функции найти  
2

2

dx

yd
и

dx

dy
 

 

1. 




=
=

tsin5y

tcos5x
3

3

 2. 




=
=

t3siny

t2lnx
 

3. 







=

=

t5lny
2

t
cosx

 

 

4. 






=

=
3 t3y

t2x
 5. 





=
=

tsiney

tcosex
t

t

 6. 




=
=

tarccosy

ex t

 

 

7. 




=
=

+1t3ey

tarcsinx
 

8. 










+
=

+
=

1t

t
y

1t

1
x

 9. 










+
=

+
=

3

2

3

t1

t3
y

t1

t3
x

 

 

10. 







=

=

t

1
y

t2lnx
 

 

11. 
t4

t5

ey

ex

=

=
 12. 





=
=

tcos5y

tsin3x 2

 

13. 








−=

=

t2
3

t
y

t5x
3

2

 

 

14. 







=

=

2t

1
y

t3cos2x
 15. 







=

=
3 t1y

t1x
 

 

16. 




+=
+−=

23

2

t7t5y

1t3tx
 17. 





=
+=

t2arcsiny

1tx 2

 18. 







=

=

tarcsiny
t

1
arccosx

 

 

19. 










+
−=

+
=

3

3

2

t1

1t
y

t1

t2
x

 

 

 

20. 




−=
+=

t3sint2cosy

t2sint3cosx
 21. 








+=

=

t

1
ty

tarctgx
 

22. 




+=

=
3tty

tarccosx
 

 

23. 




+−=
+−=
3t2ty

3t2tx 24

 24. 
( )




−=
=

t2siny

t5cosx
3

2
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25. 




+−=
+−=

1tty

tt1x
24

32

 26. 






+=
+=

t3t2y

ttx
2

3

 27. 




+=

=
tetlny

tarcsinx
 

 
 

28. 







+
=

=

1t

t
lny

t2arctgx

2

 29. 




+=
−=

2t

3

tey

t2tx
 30. 





+=
−=

ttgt2tgy

t10sint5cosx
 

 
 

    
  
 Задача 9. Вычислить пределы, используя правило Лопиталя 
 

1.  
x4

xsin22
lim)a

4
x −π

−
π→

 

 
     xsin

0x
xlim)б

→
 

2. ( ) ( )1xctg1xlim)a
1x

−π−
→

 

 
    
    б) ( ) xtg

0x
xarcsinlim

→
 

3. ( )x1ln

x
2

tg
lim)a

1x −








 π

→
 

 
    ( ) x

0x
sinlim)б

→
 

 

4.  
x2arcsin

1e
lim)a

x3

0x

−
→

 

 
     б) ( ) xarcsin

0x
xtglim

→
 

 

5.
1e

xarctg2
lin)a

x/2x −
−π

∞+→
 

 
   xtg

0x
xlim)б

→
 

6. 
4x

4x
lim)a

33

4x −
−

→
 

 
    x

0x
)xtg(lim)б

→
 

7. 
x6sin

1x4e
lim)a

2

x2

0x

−−
→

 

 

    ( )1eln

1

0x

x
xlim)б −

→
 

 

8. 
3x7x5x

2x5x4x
lim)a

23

23

1x −+−
−+−

→
 

 

    x

1

x
xlim)б

+∞→
 

9. 
xsinln41

xln
lim)a

0x +→
 

 

    ( )x

1
x

0x
xelim)б +

→
 

10. 
( )

( )2x2x eeln

2xlnxcos
lim)a

−
−⋅

→
 

 
      ( ) π−

π→

x2

2
x

xtglim)б  

11. 
( )

xctg
2

x
tgx1ln

lim)a
1x π

π+−

→
 

 

      ( ) 2x/3

0x
x2coslim)б

→
 

 

12. 
xtgx

xsinx
lim)a

0x −
−

→
 

 

      

x

2x x

1
1lim)б 







 +
∞+→
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13. 
x4sin

1xctg
lim)a

4
x

−
π→

 

 

      ( ) x
1

x

x
2xlim)б +

+∞→
 

14.
π−
−

π→ x4

2xcos2
lim)a

4
x

 

 

     ( ) x
1

x

x
2xlim)б +

+∞→
 

15. 







−

→ xln

x

xln

1
lim)a

1x
 

 
      ( ) xcos

2
x

x2lim)б −π
π→

 

 

16. 
xx

xx
lim)a

00x +
−

+→
 

 
      ( ) x5sin

0x
x2tglim)б

→
 

17. ( )2

x

0x x1ln

2xcos
lim)a

−
−

→
 

 
      ( ) xln

00x
1xlim)б +−

+→
 

18. 
x2arcsin

x1ln
lim)a

2

0x

+
→

 

 

      ( ) x3sin2

0x
xlim)б

→
 

 

19. 
x

x

0x 21

31
lim)a

−
−

→
 

 

      
xarcsin

0x x3

1
lim)б 








→

 

 

20. 







−

→ x4sin

1

x3

1
lim)a

0x
 

 
      ( ) xln

00x
x1lim)б +

+→
 

21.
xtg3

xcosln
lim)a

0x→
 

 
     ( ) xln

00x
x2sin1lim)б +

+→
 

22. 
xtg1

xcos

1
1

lim)a
2/x +

−

π→
 

 

      ( ) 2x

0x
x3arcsinlim)б

→
 

23.
x

x

x 2x

3x
lim)a

−
+

∞→
 

 

     ( ) xsin

1
2

0x

2xx2coslim)б +
→

   

 
 

24.  xln3lim)a x

x

−

+∞→
 

 

       ( )x

1
x2

0x
xsinelim)б +

→
 

   
25. xsinlnx2sinlim)a

00x
⋅

+→
 

 

       ( ) π−
π→

x2

2

2
x

xsinlim)б  

26.  
( )

xx 5

x21ln
lim)a

+
+∞→

 

 

       ( )x

1

0x
x2arcsin1lim)б +

→
 

 
 

27.
x2cosln

x5tg
lim)a

0x→
 

                                                                                                             

( ) 2x2/12

0x
xsin1lim)б +

→
 

28. 
1x

2

0x 2x2cos2

xx3arctg
lim)a +→ −

−
 

 

      
1x

2

0x 2x2cos2

xx3arctg
lim)a +→ −

−
 

29. 
xxtg

1xsinxcos
lim)a

0x +
−+

→
 

 

      ( )x

3

0x
x2sinxcoslim)б +

→
 

 

30. 
2

2

0x xxarcsin

xxarcsin
lim)a

−
+

→
 

 
      xln4lim)б x

0x

−

∞→
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Тема 2.  Неопределенный  интеграл 
 

     Задача 1. Вычислить неопределенные интегралы 
 
Вaри- 
ант 

Задания Вари- 
ант 

Задания 

1 2 3 4 
1 

( )∫ −
dx

x41

x3
.1

36

5

 

∫ − 2

23

x1

dxxarccos
.2  

∫ dxxlnx.3 3  

( )∫ − dxx2cosx3.4 2  

∫ dxx2sine.5 x5  

( ) ( ) ( )∫ −+− 3x1x2x

dx
.6  

( ) ( )∫ −+ 1x1x

dx
.7

2
 

∫ dxx2cosx3sin.8  

∫ + x2cos32

dx
.9  

∫ + xsin3xcos5

dx
.10

22
 

∫ + xx

dx
.11

3
 

∫ − 2

2

x4

dxx
.12  

 

2 ∫ + dx1x2.1 3  

∫ − dxxe.2 2x2 3

 

∫ − dxex.3 x2  

∫ − dxx41arcsin.4 2  

∫ dxx7sine.5 x2  

( ) ( ) dx
1x2x1x

6x2x
.6

2x

2x

∫ ++−
+−

 

( ) ( )∫ +− 2x1x

dxx
.7

2

2

 

∫ dxx9cosx5cos.8  

∫ − xsin31

dx
.9  

∫ xsin

dx
.10

4
 

( )∫ + xxx

dxx
.11

3
 

∫ +16xx

dx
.12

22
 

3 
∫ dx

x2cos

x2sin
.1

3
 

∫ + 2

7

x1

dxxarctg
.2  

∫ dxxsinx.3 x  

4 
 
 
 
 

∫ − xarccosx1

dx
.1

32
 

∫ −
dx

xcos45

xsin
.2  

∫ dxxcosx.3 23  
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1 2 3 4 

3 ∫ − dxx31arccos.4 2  

∫ dxx4cose.5 2

x

 

( ) ( ) ( )∫ +−+
++

dx
2x1x1x

1x4x5
.6

2

 

( ) ( )∫ −+
+

dx
1x3x

1x2
.7

2
 

∫ dxx8sinx2sin.8  

∫ ++ xsinxcos3

dx
.9  

∫ xcos

dx
.10

6
 

∫ −+ 11x3

dxx
.11  

dx
x

x16
.12

2

∫
+

 

4 
∫ dx

x

xln
.4  

∫ dxex3cos.5 x10  

( ) ( ) ( )∫ +−−
+

dx
1x4x1x

3x
.6  

∫ −1x

dxx
.7

3

6

 

∫ dxx4cosx3sin.8  

∫ +− 3xcosxsin

dx
.9  

 

∫ dx
xcos

xsin
.10

4

2

 

∫ − x1

dxx
.11

3

 

∫
−

dx
x

x4
.12

2

 

5 
∫ +

dx
x1

dxxarctg
.1

2

3 2

 

( )∫ dxxctgxsinln.2  

∫
− dxex.3 x32  

( )∫ + dxxcos2x3.4  

∫ − dxx3sine.5 x  

( ) ( )∫ +−
+

dx
2x1x

3x
.6

2
 

∫ +1x

dxx
.7

3

4

 

∫ dxx7sinx8cos.8  

∫ + xcos34

dx
.9  

6 ∫
− dxxe.1 4x3 5

 

∫ x

dxxln
.2

5

 

( )∫ − dxx21cosx.3  

∫ dxex.4 x32  

 

∫
− dxx5sine.5 x  

 

( )∫ −
+

dx
1x

1x
.6

3

2

 

( ) ( )∫ −+
+

dx
1x4x

5x2
.7

2
 

∫ dxx3cosx10cos.8  

∫ +− xsin4xcos37

dx
.9  
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1 2 3 4 
5 

∫ + xcos4xsin5

dx
.10

22
 

∫ −+ 4x3

dxx
.11  

∫ − 4xx

dx
.12

22
 

6 ∫ dxxtg.10 4  

 

∫ ++
+

dx
2x1

2x
.11

3
 

∫
−

dx
x

x4
.12

2

2

 

7 ∫
− dtt2.1 2t4 3

 

∫
+

dx
x2sin

1x2ctg
.2

2

4

 

( )∫ − dxx5sin1x.3  

∫
− dxex.4 x3  

∫ dxx7cose.5 x4  

( ) ( )∫ +−
−

dx
2x1x

x43
.6

2

2

 

( ) ( )∫ −+ 1x4x

dxx
.7

2

4

 

∫ dxx16cosx5sin.8  

∫ − 2xcos

dx
.9  

∫ dx
xcos

xsin
.10

6

2

 

∫ −+
−+

dx
12x

12x
.11

6

 

∫ − 9xx

dx
.12

2
 

8 
∫ −

−
dx

x1

xarccosx
.1

2
 

∫ −3 2 dxx41x3.2  

∫ dxx3arctgx.3 2  

∫
−⋅ dx2x.4 x31  

∫ dxx4cose.5 x5  

( ) ( ) ( ) dx
1x1x3x

1xx2
.6

2

∫ +−+
−+

 

( ) ( )∫ ++ 3x1x

dxx
.7

2

5

 

∫ dxx7cosxsin.8  

∫ +− 4xcosxsin

dx
.9  

∫ xcos

dx
.10

8
 

dx
x

1x31
.11 ∫

+−
 

∫ + 2x9x

dx
.12  

9 
 
 
 
 
 
 

 
 

( )∫ −3 54

3

x41

dxx
.1  

∫ −
+

dx
x41

x2arcsinx
.2

2
 

∫ dxx3arcsinx.3  

( ) dx1x2
3

1
.4

x

−







−

∫  

 

10 
 
 
 
 
 
 

 
 

∫ dx
xsin

xcos
.1

5 3
 

( )∫ dxxtgxcosln.2  

 

∫ dxxlnx.3 4  

 
( )∫ − dxxcosx1.4 2  
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1 2 3 4 

9 ∫ dxx4sine.5 x7  

( ) ( ) ( ) dx
1x2x1x

5x4x3
.6

2

∫ ++−
+−

 

( ) ( )∫ +++ 1x10x4x

dxx
.7

2

4

 

 

∫ dx
4

x
sinxcos.8  

∫ ++ 3xcosxsin4

dx
.9  

∫ x2cosx2sin

dx
.10

22
 

∫ −+
−

dx
1x2

1x
.11

3
 

 

∫ − dxx5.12 2  

10 ∫ dxx8sine.5 x5  

( ) ( ) ( ) dx
2x3x1x

1x4x
.6

2

∫ −+−
++

 

( ) ( )∫ −+ 22 x14x

dx
.7  

 

∫ dxx17sinx3sin.8  

∫ +− x2cosx2sin61

dx
.9  

∫ dxx2cos.10 5  

∫ +++ 3 1x1x

dxx
.11  

 

∫ + 64xx

dx
.12

22
 

 
11 

∫ −
−

dx
x1

4xarcsin
.1

2

2

 

dxx3.2 5x4 6

∫
−  

∫ dxxsinx.3 3  

( )∫ − dxx21arctg.4  

∫ dxxcose.5 x8  

( ) dx
1x

3x2
.6

3

3

∫ −
−

 

∫ −
++

dx
16x

1x3x
.7

4

2

 

∫ dxx21cosx3cos.8  

∫ +− xcos3xsin24

dx
.9  

 

∫ dxxcosxsin.10 24  

 

12 ( )∫ + dxxx31.1 4 32  

∫ dx
x5cos

x5sin
.2

3 11
 

∫ − dxx41arctg.3  

( )∫ + dxxsin1x.4 2  

∫ dxx3cose.5 x4  

( ) ( ) ( ) dx
4x2x2x

1x3
.6

2

∫ ++−
+

 

( ) ( ) dx
x1x9

x4
.7

2

2

∫ +−
−

 

∫ dxx15sinx3cos.8  

∫ −+ xsinxcos43

dx
.9  

∫ dxxsin.10 5  
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1 2 3 4 

11 
 
 
 
 

( ) dx
xxx2x

x1
.11

336

3

∫ ++
−

 

dx
x

x2
.12

2

2

∫
−

 

12 
 
 
 
 

∫ +
+

dx
xx

1x
.11

6 46 5

6

 

∫
+

dx
x

4x
.12

2

2

 

13 
( )∫ +1x2tg3x2cos

dx
.1

22
 

∫
+

dx
x

10xln
.2

3

 

∫ dxx3sinx.3 3  

∫ dx
x

xln
.4

3 3
 

∫ dxx7cose.5 x3  

( )∫ −
+

dx
4x

1x
.6

3

2

 

( ) ( )∫ −+
++

dx
4x2x

1x2x
.7

22

3

 

∫ dxx12cosx2sin.8  

∫ − xsin15

dx
.9  

 

∫ xsinxcos

dx
.10

3
 

( )
∫ +++

+
3 2x2x

dx1x
.11  

 

dx
x

16x
.12

2 −
∫  

 

14 ∫
− dxxe.1 3x5 4

 

 

∫ + x23

dx
.2  

( )∫ + dxxcos1x.3 2  

( )∫ + dx2x3arctg.4  

∫ dxx3sine.5 x7  

( ) ( )∫ +−
+

dx
1x9x

1x
.6

2

3

 

 

( ) dx
81x

7x3x
.7

4

2

∫ −
−+

 

∫ dxx25cosx5sin.8  

∫ + x4cos3

dx
.9  

 

dxxsinxcos.10 62∫

∫ ++
+

3 1x21

1x2
.11  

 

( )∫ − 32x4

dx
.12  

15 ∫
− dxx2.1 9x7 10

 

∫ ++ 10x3x

dx
.2

2
 

( ) dxxsin3x.3 2
∫ −  

 

16 ( )
∫ −

dx
x1xarcsin

xarcsinln
.1

2
 

∫
− dxx4.2 11x1 12

 

( )∫ − dxxsin3x.3 2  
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1 2 3 4 
15 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( )∫ + dxx31arccos.4  

∫ dxx14cose.5 x2  

( ) ( )∫ +−
−

dx
3x16x

1x
.6

2

3

 

( ) ( )∫ −+
−

dx
1x2x

4x2
.7

22

2

 

∫ dxx13sinx9cos.8  

∫ + x2sin5

dx
.9  

dxx4ctg.10 4
∫  

( )∫ +−+ 4x4x

dx
.11

3 2
 

∫
+

dx
x

x81
.12

2

2

 

16 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

( ) dxx42arccos.4 −∫  

∫ dxx4cose.5 x7  

( ) ( )∫ +−
+

dx
1x36x

4x2
.6

2

3

.7 77

7. ∫ −
−+

dx
16x

1xx
4

23

 

∫ dxx12sinx3cos.8  

∫ −+ xsin4xcos1

dx
.9

∫ dxxsinxcos.10 34  

dx
x4x2

x
.11

3

3

∫ +
 

∫ + 24 x4x

dx
.12  

17 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
∫ −⋅

dx
x1xarccos

xarccosln
.1

2
 

dxx
2

1
.2 4

x23 5−

∫ 






  

( )∫ − dxxcosx2.3 2  

dx
x

xarcsin
.4

2∫  

∫ dxx10sine.5 x4  

( ) ( )∫ −−
dx

2x9x

x
.6

2

4

 

( ) ( ) dx
1x1x

2x3x
.7

22

23

∫ +−
++

 

∫ dxx4cosx3sin.8  

∫ −+ xcosxsin35

dx
.9  

∫ dxxcosxsin.10 34  

∫ +−
dx

2x9

x
.11

2

 

 

18 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫
+

x

dxxln3
.1

3

 

∫ + 9e

dxe
.2

x4

x2

 

( )∫ − dxx3sinx74.3  

 

∫ dxxlnx.4  

∫ dxx6sine.5 x5  

( ) ( )∫ −−
+

dx
3x1x

2x
.6

2
 

( ) ( )∫ +−
+

dx
4x1x

4x3
.7

4
 

∫ dxx15sinx3sin.8  

∫ + x4cos5

dx
.9  

∫ dxx2cosx2sin.10 22  

 

∫ +
dx

x5x

x
.11

3
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1 2 3 4 
17 

∫ − 2

2

x25

dxx
.12  

 

18 
∫ + 2x4x

dx
.12  

19 
∫ −⋅ 22 x1xarcsin

dx
.1  

( )∫
− dxx9.2 4x74 5

 

( )∫ + dxx4cosx25.3  

∫ dxxarcctgx.4 2  

∫ dxx3cos3.5 x  

( ) ( )∫ +−
+

dx
1x25x

1x2
.6

2

2

 

( ) ( )∫ +−
+

dx
1x16x

7x3
.7

4
 

∫ dxx10cosx8cos.8  

∫ − x3sin34

dx
.9  

∫ dxxsin.10 6  

∫ +
dx

x3x

x
.11

3

6

 

 

∫
+

2

2

x

dxx25
.12  

 

20 
∫ 8 3 xsin

dxxcos
.1  

∫ − 23 x1xarccos

dx
.2  

( )∫ − dxx5sinx73.3  

( )∫ + dxx1lnx.4 32  

∫ dxx2sin4.5 x  

( ) ( ) ( )∫ −+−
−

dx
3x2x1x

4x3
.6  

∫ −
+

dx
27x

1x2
.7

3
 

∫ dxx16cosx4cos.8  

∫ + x3cos23

dx
.9  

∫ dxxcos.10 6  

∫ +
dx

xx5

x
.11

3

4

 

 

∫ − dxx5.12 2  

21 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫ dx
xcos3

xtg
.1

2

5

 

dxx5.2 2x74 3−∫  

( )∫ + dxx7cosx23.3  

( )∫ − dxx3lnx.4 43  

∫ dxx2cos3.5 x  

( ) ( )∫ −−
+

dx
4x2x

4x3
.6

2
 

 

22 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫ + 2

3

x1

dxxarcctg
.1  

∫
− dxx5.2 9x1 10

 

( )∫ + dxx8sinx23.3  

( )∫ − dxx1lnx.4 2  

∫ dxx5sin2.5 x  

( ) ( )∫ +−
+

dx
x3x4

1x4
.6

2
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1 2 3 4 
21 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )∫ −
+

dx
125x

8x5
.7

3

2

 

∫ dxx4sinx2sin.8  

∫ + x8sin34

dx
.9  

∫ dxx2sin.10 4  

∫ +
dx

xx3

x
.11

6

6

 

∫ − dxxcos4xsin.12 2  

 

22 
( ) ( )∫ −+

+
dx

1x2x

4x3
.7

2

2

 

∫ dxx6sinx10cos.8  

∫ + x3sin33

dx
.9  

∫ dxx2cos.10 4  

∫ + 5xx

dx
.11

2
 

∫ + 3xx

dx
.12

22
 

23 
 

1. ( )∫ −+− dx4x15e 42x4x3 5

 

2.∫ xcosx

dxxctg
2

10

 

 

( )∫ − dxx3cosx25.3  

( )∫ + dx1x2arctgx.4 2  

∫ dxx4cos3.5 x  

( ) ( )∫ −+
+

dx
1x1x

3x2
.6

2

2

 

( )∫ −
+

dx
16x
2x3

.7
4

3

 

∫ dxx2cosx3sin.8  

∫ + x5cos4

dx
.9  

 

∫ dxx3sin.10 4  

∫ + xx3

dx
.11

4
 

 

∫ − dxxsin4xcos.12 2  

 

24 
1.

( )
∫ +

+
1x

dxx1xln
2

215

 

∫ − dxxe.2 23x4 3

 

( )∫ − dxx3cosx75.3  

( )∫ − dxx1arctgx.4 32  

∫ dxx3cos5.5 x  

( ) ( ) dx
4x1x

5x2
.6

2

2

∫ −−
+

 

( ) ( )∫ −+
++

dx
9x3x

2x4x3
.7

22

3

 

 

∫ dxx37sinx7sin.8  

∫ − x8cos4

dx
.9  

dx
2

x
cos

2

x
sin.10 42∫  

∫ + 36 x2x

dx
.11  

 

∫
−

dx
x

xln1xln
.12

2
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1 2 3 4 

25 
 
 
 
 

1.∫ − 4

7 23

x1

dxxxarccos
 

∫ x

dxxln
.2

5

 

( )∫ + dxx4sinx75.3  

( )∫ + dxx21lnx.4 43  

∫ dxx2cose.5 x7  

( ) ( )∫ ++
+

dx
2x3x

2x7
.6

2
 

( ) ( )∫ ++
+

dx
3x4x

4x3
.7

2
 

∫ dxx9cosx2cos.8  

∫ + xcos35

dx
.9  

∫ + xsin41

dx
.10

2
 

∫ + 4 x3x

dx
.11  

∫
+

x

dxxln4
.12

2

 

 

26 
 
 
 
 

∫
⋅

22

22

x3cos

dxxx3tg
.1  

∫ xcos3

dxxsin
.2

12
 

( )∫ + dxx5cosx43.3  

∫ dxxarcsinx.4 32  

 

∫ dxx2cos7.5 x  

( ) ( )∫ +−
+

dx
5x1x

3x5
.6

2

2

 

( ) ( )∫ −+
+

dx
1x1x

4x2
.7

22

3

 

∫ dxx4cosx3cos.8  

∫ −+ xcos3xsin21

dx
.9  

∫ + xsin3xcos5

dx
.10

22
 

∫ + 43 xx4

dx
.11  

2

2

x1

dxxarctg1
.12

+
−

∫  

 

27 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1.∫ x

dxxlog 3
3  

( )∫ +−+ dx5x12e.2 310x5x3 4

 

( )∫ + dxxsin1x27.3  

∫ dxxarcctgx.4 32  

∫ dxx2cos7.5 x  

( ) ( )∫ +− 23x2x

dx
.6  

 

28 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1. ∫ x

dxxlog2
2  

∫
− dxx3.2 3x4 4

 

( )∫ − dxx7cos4x5.3  

∫ dxxarccosx.4 43  

∫ dxx5sin2.5 x  

( )∫ −
−

dx
1x

4x3
.6

3
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1 2 3 4 

27 
∫ −1x

dxx
.7

3

3

 

 

∫ dxx3sinx2sin.8  

∫ + 7xcos3

dx
.9  

∫ xsinxcos

dx
.10

3
 

∫ + 3 x3x

dxx
.11  

∫ +
−

2

2

x1

dxxarcctg4
.12  

28 
( ) ( )∫ −+

+
dx

1x3x

3x2
.7

2

2

 

∫ dx
3

x
cosx3cos.8  

∫ − x2sinx2cos

dx
.9  

∫ xcosxsin

dx
.10

3
 

∫ − 4xx

dx
.11  

∫ −
−

dx
x1

xarccos1
.12

2

2

 

29 ∫ dxxcosxsin.1 3  

∫
+ dxx2.2

2x5  

( )∫ + dxx2sinx3.3  

dxxarcsinx.4 54∫  

∫ dxx3cos4.5 x  

( )∫ − 3

2

3x

dxx
.6  

( ) ( )∫ −+
+−

dx
1x1x

1x2x
.7

2

2

 

∫ dx
2

x
sin

4

x
sin.8  

( ) ( )∫ + 2xsin32xcos2

dx
.9  

∫ x3sin

dx
.10

5
 

( )∫ −+ 4x3x

dx
.11

∫ −
+

dx
x1

xarcsin4
.12

2

2

 

30 ∫ dxxsinxcos.1 12  

∫ x3cos

dxx3tg
.2

2

2

 

( )∫ + dxx15sinx72.3  

∫ dxxarcsinx.4 54  

∫ dxx4cose.5 x2  

( )∫ − 34x

dx
.6  

( ) ( )∫ −+
+

dx
2x4x

3x5
.7

2

2

 

∫ dxx7cosx5sin.8  

( ) ( )∫ − 3xsin43xcos

dx
.9  

∫
+

2

x
sin4

2

x
cos

dx
.10

22

 

∫ − 34 x3x

dxx
.11  

∫
+

xcos

dxxtg1
.12

2

2
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Тема 3. Определенный  интеграл 
 

     Задача 1.  Вычислить интегралы 
 

1. ∫
π 2

0

2 dxxcosxsin)a  

 

    ∫ −
2

0

2dxх4)б  

2.  ∫
π

+

2

0
x2cos3

dx
)a  

 

     ∫
1

0

x dxeх)б  

3.  ∫ +

4

1
x42

dxx
)a  

 

  б) ∫
π

0

3 dxxsinx  

 

4.  dx
x

1x
)a

5

1
∫

−
 

 

     ∫
π

0

dxxsinx)б  

5. ∫ +

3/4

43
2 1xx

dx
)a  

 

    ∫
e

1

dxxln)б  

6. ∫
π

+−

2

0

2 xsinxsin56

dxxcos
)a  

 

    ∫
−

1

0

x dxex)б  

 

7.  ∫
π 2

0

3dxsin)a  

 

     ∫
2

1

2 dxxlogx)б  

8. 
( )∫ ⋅−

e

1

2 xxln1

dx
)a  

 

    ∫
π 2

0

x2 dxxcose)б  

9. ( )∫
− +

1

1

22 1x

dx
)a  

 

    ∫
e

1

3 dxxln)б  

 

10. ∫
+

e

1

dx
x

xln1
)a  

 

      ( )∫ +

1

0

33

2

x1

dxx
)б  

11. ∫ ++

1

0

2 5x4x

dx
)a  

 

      ∫
π

π

3

4

2 xsin

dxx
)б  

 

12. ∫
−

+

1

1

5

2x

dxx
)a  

 

      ∫
3

0

dxxarctgx)б  

 

13. ∫ +−

4

3

2 2x3x

dx
)a  

 

      ( )∫ +
e

1

2 dxxln1)б  

14. ∫ +

1

0

8

3

dx
1x

x2
)a  

 

      ∫
1

0

dxxarcsin)б  

15. ∫ +

1

0

3

2

4x

dxx
)a  

 

      ∫
2

1

dxxlnx)б  
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16. ∫
2e

e

xlnx

dx
)a  

 

      ∫
1

0

3 dxxarctgx)б  

 

17. 
( )

∫
e

1
x

dxxlnsin
)a     

            
                                                                                                                     

( )∫ +
2

1

dxxln2x3)б  

18. ∫ +

1

0

x2

x

dx
e1

e
)a  

 
 

      ( )∫ −
e

1

2 dxxln1)б  

19. ∫ +
5

0

dx4xx)a  

 

      ( )∫ +
1

0

2 dxx1lnx)б  

20. ∫
2

1

5
dx

x

xln
)a  

 

      ∫ +

4

0
1x

dx
)б  

21. dx
3e

1ee
)a

5ln

0

x

xx

∫ +
−

 

 

      ∫ +

3

1
1x2

dx
)б  

 

22. ∫
−

++

1

1

2 1xx

dxx
)a  

 
 

      ( )∫
1

0

2 dxxarcsin)б  

23. ∫ +

8

3
x1

dxx
)a  

 
 

      ∫
π 2

0

dxxcosx)б  

24. ∫ +

2

1

2x1x

dx
)a  

 

      
( )

∫
π

π

3

4

xcos

dxxsinln
)б  

 

25. ∫
+

3

1

2

2

dx
x

x1
)a  

      dxxcosxsin)б

2

0

24∫
π

 

 

26. dx
x

9x
)a

4

2
6

3

−
∫  

 

      ( )∫ −
1

0

62 dxx2x)б  

27. dx
x1

x
arcsin)a

3

0
∫ +

 

 

      ∫ −
9

0

3 dxx1x)б  

28. ∫
e

1

3 dxxln)a  

 
      

     ∫
π

−
2

0

3 dxxcosxcos)б  

29. ∫ +
1

0

815 dxx31x)a  

 

      ∫
π

π

3

4

2 x2sin

dx
)б  

 

30. ∫
π 2

0

x2 dxxcose)a    

                                    

∫ +

2

1

3xx

dx
)б  
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   Задача 2. Исследовать на сходимость  несобственные интегралы 
 

1. ∫
∞

1

4x

dx
)a  

    ( )∫
π 2

0

dxxcosln)б  

 

2. ∫
∞

1

dxxcosx)a  

    ∫ −

1

0

2x1

dxx
)б  

3. ∫
∞

−

1

x dxxe)a  

    ∫ −

1

0

3 3

2

x1

dxx
)б  

4. ( )∫
∞

+
0

22x1

dxxlnx
)a  

    ∫
1

0

3x

dx
)б  

 

5. ∫
∞

−
2

3 3 1x

dx
)a  

    ∫
1

0

dxxln)б  

6. ∫
∞

−

1

x2 dxex)a  

    ∫ −

2

0

4

3

x16

dxx
)б  

7. ∫
∞

0

dxxcos)a  

 

    ∫ −

3

0

2x9

dxx
)б  

 

8. ( )∫
∞

+
0

2x

x

e1

dxe
)a  

 

    ∫
1

0
xsinx

dx
)б  

 

9. ∫
∞

+
2

4 1x

dxx
)a  

 

    ∫ −

3

2

4 2 4x

dxx
)б  

10. ∫
+∞

+
0

2

2

x1

dxxarctg
)a  

 

      ∫ −

1

0

x xcose

dx
)б  

11. ∫
∞

+
0

2
dx

x1

xarctg
)a  

 

      ∫

π
2

0

dx)x(sinln)б  

 

12. ( )∫
+∞

+
1

34

3

1x

dxx
)a  

 

      ∫ −

2

1

2 1x

dxx
)б  

13. ∫
∞

−

0

x dxxsine)a  

 
       

     ∫
1

0

3

x1

dx
x

e
)б  

14. ( )∫
∞

+
0

23

2

3x

dxx
)a  

 
 

      
( )
∫ −

−
2

1
1x

dx2x
)б  

15. ( )∫
+∞

+
0

45

4

5x

dxx
)a  

 

      ∫
−

+
1

1

3 2

2

dx
x

2x3
)б  
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16. ∫
∞

0

dxxsin)a  

 

      ∫
2

0

3x

dx
)б  

17. ∫
∞

1

2x

dx
)a  

 

      ∫
2

0
xlnx

dx
)б  

18. ∫
∞

+

1

4

3

dx
x

1x
)a  

 

      ∫ −

1

0
2x1

dx2
)б  

 

19. ∫
∞

∞−
+1x

dxx
)a

2
 

 

      ∫
−

−
1

1
3 5

dx
x

1x
)б  

20. ∫
∞

−
2

22 )1x(

dx
)a  

    

      
( )∫ −

2

0
3 21x

dx
)б  

 

21. ∫
∞

2
x

dxxln
)a  

   

    ∫
21

0

2 xlnx

dx
)б  

 

22. ∫
∞

3

2 xlnx

dx
)a  

 

      ∫
−

2

1
x

dx
)б  

23. ( )∫
∞

∞− +
22 1x

dx
)a  

 

      ∫
−

1

1

4x

dx
)б  

24. ∫
∞

1
x

dx
)a  

 

      ∫
21

0
xlnx

dx
)б  

 

25. ∫
∞

+
1

2x1

dxxarctg
)a  

 

      ∫ +−

6

3

2 10x7x

dx
)б  

 

26. ∫
∞

+1
2 1xx

dx
)a  

 

      ∫ −

1

21
2x1x

dxx
)б  

27. dxxsinx)a

0
∫
∞

 

 

      
( )∫ −

3

0

21x

dx
)б  

28. ∫
∞

∞−
++ 9x4x

dx
)a

2
 

 

      ∫
π 4

0

dxxctg)б  

29. dxex)a

0

2x 2

∫
∞

−  

 

      ∫ −

1

0
x4

x2

1e

dxe
)б  

30. ∫
∞

+
1

3xx

dx
)a  

 

      ( )∫ −−

1

0
x1x2

dx
)б  
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  Задача 3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
 

1. 






 π≤≤+==
2

x0xsinxy,xy 2  

 

2. ( ) ( )1y00y,ysinx,1xy 2 ≤≤=π=+=  

3. 0x,2y,2y x ===  
 

4. 1x,ey,ey x2x2 === −  

 
5. xlny,xlny 2==  
 

6. 
3

x
y,xy

3
2 ==  

 
7. 0y,xx4y 2 =−=  8. ex,0y,xlny ===  

 

9. 
2

x
y,

x1

1
y

2

2
=

+
=  

 

10. 8x,1y,xy3 ===  

11. 
3

x,0y,xtgy
π===  12. xy,xy 2 ==  

13. 01yx,1x2y2 =−−+=  
 

14. 1xy,1xy 2 +=+=  

15. y4x,x4y 22 ==  
 

16. 0x,8y,xy 3 ===  

17. xy,xx2y 2 −=−=  
 

18. 2xy,x23y =−=  

19. 
2

x
y,x2y,xy

2
2 ===  

 

20. 2
2

x
3

2
4y,

3

x
y −==  

21. 0x,
2

x
y,

x1

1
y

2
==

+
=  

 

22. 2x2y,xy −==  

23. 0y,x4y 2 =−=  
.24  







 π≤≤===
4

x00x,xcosy,xsiny 33  

 
25. ( )0y,0y,xy,x2y 322 ≥==−=  26. 01yx,1x2y2 =−−+=  

 
27. ( ) 0y,5x2y,1xy 2 =+=+=  28. 3yx,1xy 2 =++=  

 
29. 0y,4x,1x,4xy ====  30. 0x,4x2y2 =+=  
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   Задача 4. Найти длину дуги кривой 
 

1. ( ) ( )2x1x2
9

4
y 32 ≤≤−−=  2. 







 π≤≤=
3

y0yseclnx  

 

3. 






 π≤≤=
3

y0ycoslnx  4. 






 π≤≤π−=
3

2
x

3
xeccoslny  

 
 

5. ( ) ( )3x03xxy9 22 ≤≤−=  
6. 







 π≤≤==
4

t0,tcosey,tsinex tt  

 

7. ( )4x0ee2y 4
x

4
x

≤≤






 += −
 8. 







 π≤≤π=
3

2
x

3
xsinlny  

 

9. 






 π≤≤==
2

t0tsiny,tcosx 44  

 

10. ( )1x0ey x ≤≤=  

11. ( )8x3xlny ≤≤=  
 

12. ( )1x0earcsiny x ≤≤=  

13. ( )ey1yln
2

1
y

4

1
x 2 ≤≤−=  

 

14. 2x0,x2y2 ≤≤=  
 

15. ( )3t0t
2

1
ty,tx 22 ≤≤−==  16. 

3

4
x0,xy 32 ≤≤=  

 

17. ( )1x0
x4

4
ln2y

2
≤≤

−
=  

 

18. ( ) 






 ≤≤−−=
2

1
x

2

1
x1lny 2  

19. 4x0,xy 32 ≤≤=  
 

20. ( )1x0x2y ≤≤=  

21. 
3

4
y0,xy 23 ≤≤=  

 

22. ( ) 4x0,1xy 32 ≤≤+=  

23. 15x0,xy3 32 ≤≤=  
24. 3

2
3

2

3

2

3yx =+  
 

25. tsin4y,tcos4x 33 ==  
26. 

( )
( ) ( )π≤≤+−=

+−=

t0tsin2t tcost2y

,tcost2tsin2tx
2

2
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27. 1x0,ey x2 ≤≤=  28. 0y,2x0,x4y2 >≤≤=  
 

29. ( ) π≤ϕ≤ϕ+= 20,cos13r  
30. π≤ϕ≤ϕ= 30,

3
sin3r 3  

 
 

Тема 4. Функции нескольких переменных 
 

     Задача 1.  Найти частные производные 1 и 2 порядков 
 

1. 
z2y4

x
u

2

−
=  

 

2. yzex3u =  3. z3y2sinxu 2 +=  

4. ( )z2y3xln2u 2 −+=  
5. 

z3

x2y
u

2 −=  

 

6. z4eyx3u =  

7. ytgzxu =  8. yzxu =  
9. 

xz3

yx2
u

2

−
+=  

 

10. 
2xezyu =  11. zcosyxu =  12. ( )z3y2lnxu +=  

 

13. 
z3x

y
u

2

−
=  

 

14. y2 ezxu =  15. zyarctgxu =  

16. 
2xzyu =  17. 

z4y
x3

u
2 −

=  

 

18. z2 exyu =  

19. ysinxcoszu =  
20. ( )xzln

y2x
u

−
+=  

 

21. 
2

2

y3

z2x
u

+=  

22. yx2

ezu =  23. 
zysin

x
u =  

 

24. zyxu =  

25. 
2

2

z4

y2x
u

−=  

 

26. xeyzu =  27. zctgyxu =  

28. ( )zylnyxu −=  
29. 

zy

yx3
u

2

2

−
=  

30. z4xeyu −=  
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     Задача 2. Вычислить приближенно 
 

1.  03,204,1  2.  04,293,0  
 

3.  22 92,203,4 +  4.  






 −1
04,1

95,1
arctg  

 
5. 02,398,0  6.  

99,2

04,0
arcsin  

 

7. 22 02,801,6 +  8.  00 91cos89sin  
 

9. ( )91,003,11ln −+  10. 03,305,2  
 

11. 22 97,793,5 +  12. ( )3 5 91,2602,0 −  
 

13. 4 2 94,1504,0 +  14. ( )92,002,11ln 3 +−  
 

15. ( )205,002,0e +  
 

16. 
32 01,008,0e +  

17. ( ) ( )32 08,402,3 ⋅  18. ( ) ( )36 04,203,1 ⋅  
 

19. 
98,2

09,0
arcsin  

 

20. ( )499,002,0ln +  

21. ( )01,098,0ln 2 −  22. ( )25 98,002,03 +  
 

23. ( )33 99,003,04 +  24. 
301,003,02e +⋅  

 
25. 58,1sin12,3tg ⋅  26. 13,3cos57,1ctg ⋅  

 

27. 3 54 03,102,0 +  28. 04,099,2  
 

29. 02,198,0  
 

30. ( ) ( ) 25 03,408,1 ⋅  
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     Задача 3. Найти уравнения касательной плоскости к нормали и поверхности F  
в точке  ( )000 z,y,xM  
 
1. ( )10,3,1M0zyx:F 22 −=−+  2. ( )0,1,3M4zyx:F 222 =++  

 

3. ( )4,4,3M0
8

z

16

y

9

x
:F

222

=−+  

 

4. ( )1,2,1M5z4y2x:F 222 =−+  

5. ( )0,1,1Myxz:F 22 −=  6. ( )1,1,0Myxz:F 222 −+=  
 

7. ( )0,2,2M0xy4y:F 22 −=++  
 

8.   ( )0,1,1Myxy2xz:F 22 +−=  

9. ( )1,0,0M1zy3x2:F 222 =++  
 

10. ( )3,2,1M0zyxx4:F 222 =−++  

11. ( )3,2,1M5yx2xyz:F 22 −+=  
 

12. ( )1,1,1M4y3x6z:F 222 −−=−+  

13. ( )1,1,1Myz32xln:F −++=  14. ( )1,1,1M8z4y3x:F 222 −−=++  
 

15. ( )1,1,1M2z2y3x:F 222 =−+  16. ( )2,1,1Mzx3yz:F 222 +−=  
 

17. ( )1,0,1My4xy3xz:F 22 ++=  
 

18. ( )4,2,3M06zyx3xy4:F 222 =+−−  

19. ( )1,1,1Mzyxz3:F 222 −++=  20. ( )1,1,2M5z3y4xy2:F 223 =−+  
 

21. ( )1,1,1M3xzyzxy:F =++  22. ( )1,1,1M0zy4x3:F
233 −−=++  

 

23. ( )1,1,2M4zy5xy4:F 332 =+−  
 

24. ( )1,2,1M9xzy4xy2:F 3222 −=−+  

25. ( )1,1,1M6xz4yx3:F 322 3

−=−+  
 

26. ( )1,2,1M12z3y5yx:F 222 −=−++  

                             27. ( )2,0,0M0z2zyx:F 222 −=−−+  
 

                             28. ( )0,1,1M02z4zyx:F 222 =+−++  
 
                             29. ( )1,0,2M0yz4xzyx:F 222 =+−+  
 

                             30. ( )3,1,2M27yz4x3xy:F 2222 =−+−  
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     Задача 4.  Найти экстремумы  функции двух переменных 
 

1. y24x30yx6x2z 23 −−+=  2. 33 yxz −=  
 

3. y30x24y2yx6z 32 −−+=  
4. ( )222

x

yxez +=
−

 
 

5. ( )2x2 yxez
2

−= −  6. ( )yxez 22

y

−=
−

 
 

7. 1yx6y8xz 33 +−−=  8. 1yx3yxxz 2223 −++−=  
 

9. 1y3x2y
3

1
yxz 2232 −++−=  

 

10. y18x18y3yx6xz 23 −−++=  

11. 3y3xyyxz 2232 +−−−=  
 

12. y12x12yyx6x3z 32 +−−−=  

13. 223 yx5yxx2z ++−=  
 

14. 2232 y5xy2yxz −−−=  

15. x12yx6yx2z 23 +++=  
 

16. 1yx12yx8z 33 −−−=  

17. 2323 x9y16yx12x2z −+−=  
 

18. 2323 y9yyx6x8z +++−=  

19. ( )yxez 2y2 2

+= −  20. y12x13yxy8x
2

1
z 32 −−−+−=  

 

21. y8x3yxy2z 2 +−−=  22. y5x2yx4xz 2 +−−=  

 

23. ( )224/x yx5ez −=  24. x5y2yx3x2z 32 +++=  
 

25. y15x7y5xy5xz 23 −++−=  26. y4x3y2yx5x2z 32 +−+−=  
 

27. 1y2x2y6yx10x3z 32 −++++=  28. 2x60y
2
7

yx7x3z 23 +−−+=  

 

29. x56y
2
1

yx2x3z 22 −+−=  

 

30. y5,1x18yx3x2z 3 −++−=  
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     Задача 5. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  ( )y,xfz =  в 
замкнутой области D 
 
1.  1y1;1x0:D,yyx3xz 33 ≤≤−≤≤+−=  
 

 

2.  1yx,0y,0x:D,4y2xz ≤+≥≥+−=   

3.  1xy,0y,0x:D,3y5xz ≤−≥≤+−=  
 

 

4.  3yx,0y,0x:D,yxxyyxz 22 ≤+≥≥−−−+=  
 

 

5.  1yx:D,yxz 22 ≤+=  
 

 

6.  1yx:D,yxz 222 ≤+=  
 

 

7.  1yx:D,x,yz 222 ≤+=  
 

  

8.  2y0,2x0:D;2yx5y
2

1
yx2x

2

3
z 22 ≤≤≤≤+−−−+=  

 

  

9.  1y0,1x0:D;20x9y6yyxxz 22 ≤≤≤≤++−+−=  
 

  

10. 2y1,2x1:D;xyyxyxz 32 ≤≤≤≤−−=  
 

  

11. 0y1,1x0:D;y4y3xx3z 232 ≤≤−≤≤++−=  
 

  

12. ( ) 1y0,0x2:D;yxez 22

x

≤≤≤≤−+=  
 

  

13. ( ) 0y2,1x0:D;eyxz 2/y2 ≤≤−≤≤+=  
 

  

14. 3yx,0y,0x:D,4yxxyyxz 22 ≤+≥≥−++−+=  
 

  

15. 1yx:D,y2xz 22 ≤++=  
 

 
 

 

16. 1yx:D,yx2z 22 ≤++=  
 

 
 

 

17. 1y2x,0y,0x:D,xyz 2 ≤+≥≥=  
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18. 1y0,2x0:D;20y12x16yxz 22 ≤≤≤≤+−++=  
 

  

19. 1yx:D,xy3z 22 ≤+=  
 

  

20. 1y1,1x1:D;yxyxz 22 ≤≤−≤≤−+−=  
 

  

21. 1y0,2x0:D;xy6x4y4y9z 2 ≤≤≤≤+++=  
 

  

22. 4yx:D,y16x12yxz 2222 ≤++−+=  
 

  

23. 2y0,0x2:D;xy6yxz 33 ≤≤≤≤−++=  
 

  

24. 1y1,2x2:D;yx3z 22 ≤≤−≤≤−+−=  
 

  

25. 16yx:D,yxz 2222 ≤++=  

 

  

26. 2y0,1x1:D;xy6yx8z 33

≤≤≤≤−−+=  
 

  

27. 3y0,1x1:D;xy3yxz 33

≤≤≤≤−−+=  
 

  

28. 2yx,0y,0x:D;y3x2y2xyx2z 22 ≤+≥≥−−+−=  
 

  

29. ,0y,0x,1xy:D;1y4yxyxz 22 ≥≥≤−++++−=  
 

  

30. 0y,0x,16yx:D,xy4z 22 ≥≥≤+=    

 
 ОБРАЗЕЦ  ВЫПОЛНЕНИЯ  КОНТРОЛЬНЫХ  РАБОТ 

 
Тема 1. Дифференцирование. 

  
      Задача 1. Найти производную сложной функции: 

                       ( )1xlog2
xcos3

x1
earccosy 3

3
1x

3

2
x1 2

+⋅+
−

++= −−  

 
      Решение. Функция состоит из 3-х слагаемых: 
первое – сложная функция из четырех звеньев; 
второе –  частное двух функций; 
третье – произведение двух функций. 
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      Используя соответствующие  формулы:    

          ( )( )[ ] ( )( ) ( ) ( )













′+′=′′−′

=
′







′⋅′=′ uvvuuv,
u

uvvu

v

u
,xuxuuxvu

2
,   

 

 находим          ( )+−
−

⋅







−

−=′ −

−

x2
x12

1
e

e1

1
y

2

x1

2
x1

2

2

    

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )=+++

′
+

−

+⋅
′

−−−⋅
′

++ −− 1xlog21xlog2
xcos3

x1xcos3xcos3x1 3
3

1x3
3

1x
23

2332  

       

( ) ( )( ) ( )
( )   

xcos3

x1xsinxcos3xcos3x2

x1

x
e

e1

1
23

223

2

x1

x12

2

2
+

−
+−⋅−−−+

−

−⋅⋅
−

−= −

−

 

 

( ) ( ) =
+

⋅++⋅+ −− 2
3

1x3
3

1x x3
3ln1x

1
21xlog2ln2 +

−⋅− −

−

2x12

x1

x1e1

xe
2

2

 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) .

3ln1x

x3
1xlog2ln2

xcos3

x1xsinxcos3xcos3x2
3

2
3

3
1x

23

223












+
+++

−

+−−+ −  

 

      Ответ:   +
−⋅−

=′
−

−

2x12

x1

x1e1

xe
y

2

2 ( ) ( )
( ) +

−
+−−

23

223

xcos3

x1xsinxcos3xcos3x2
 

 

                                      ( ) ( ) .
3ln1x

x3
1xlog2ln2

3

2
3

3
1x












+
+++ −  

 
      Задача 2. Найти производную функции, используя логарифмирование: 

     a) ( ) 4xxcosy = . Прологарифмируем обе части равенства:  
 

                                        ( ) ;xcoslnyln
4x=      .xcoslnxyln 4 ⋅=  

 
Продифференцируем обе части этого  равенства, считая y  функцией   x: 
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                                 ( ) ( )′⋅=′ xcoslnxyln 4 , 

                                 ( ).xsin
xcos

1
xxcoslnx4y

y

1 43 −⋅⋅+⋅=′⋅  

 
Умножим обе части равенства на  y: 
                                     ( ).xtgxxcoslnx4yy 43 ⋅−⋅=′  

Подставим   ( ) ,xcosy
4x=  получим     ответ: ( ) 4xcosxy  =′  

     б) 
( )

.
x52x2

x1xxsin
y

310

432105

+−

−⋅⋅=  

Используя свойства логарифма частного и произведения   

                              ( ) ,blnalnabln;blnaln
b

a
ln 




 +=−=  

прологарифмируем обе части  выражения: 

                  ( ) ( ) ( ) ( ) .x52lnx2lnx1lnxlnxsinlnyln 312110432105 +−−−−++=  

По свойству логарифма  xlogpxlog a
p

a =    

                    ( ) ( ) ( )x52ln
3

1
x2ln

2

1
x1ln

4

3
xln10xsinln5yln 102 +−−−−++= . 

Продифференцируем это равенство, полагая, что   у  есть функция   х: 

      ( ) ( ) .
x52

1

3

1
x10

x2

1

2

1
x2

x1

1

4

3

x

10
xcos

xsin

1
5y

y

1 9
102 +

⋅−−⋅
−

⋅−−⋅
−

++⋅⋅=′⋅  

Сделаем очевидные упрощения и умножим обе части  выражения на  у: 

                             .
x106

1

x2

x5

x22

x3
x

10
ctgx5yy

10

9

2 










+
−

−
+

−
−+=′  

Подставив  у  из условия задачи,  в  ответе получим 
 

    
( )
310

4
3

2105

x52x2

x1xxsin
y

+−

−⋅⋅= 








+
−

−
+

−
−+

x106

1

x2

x5

x22

x3

x

10
xctg5

10

9

2
. 

 
     Задача 3. Исследовать функцию и построить ее график, используя первую и 

вторую производные:   ( ) .
1x2

x
y

2

3

+
=  

     Решение  
     1. Найдем область допустимых значений функции:  .1x;01x −≠≠+  Так как 
при  1x −=  значение функции равно бесконечности,  1x −=  – вертикальная асим-
птота функции. Точка  1x −=  – точка разрыва второго рода функции. Найдем од-
носторонние пределы функции: 
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                                             ( ) ,
02

1

1x2

x
lim

2

3

01x
−∞=

⋅
−=

+−−→
 

                                             ( ) .
02

1

1x2

x
lim

2

3

01x
−∞=

⋅
−=

++−→
 

     2. Исследуем  функцию на четность и нечетность. Четная функция удовлетворя-
ет условию  ( ) ( )xyxy =− ,  а ее график симметричен относительно  оси OY. Нечет-
ная функция [при условии ( ) ( )xyxy −=− ]  имеет график, симметричный относи-
тельно точки  О(0,0) – начала координат. 
 

                                  ( ) ( )
( ) ( )

( ).xy
x12

x

1x2

x
xy

2

3

2

3

±≠
−

−=
+−

−=−  

 
Видим, что  функция – функция общего вида, она  не является ни четной, ни  не-
четной 
      3. Найдем точки экстремума и интервалы  монотонности функции: 
 

           
( ) ( ) ( )( )

( )
=

+
⋅

′
+−+⋅′

⋅=′
4

3223

1x

x1x1xx

2

1
y

( ) ( )
( )

=
+

⋅+−+⋅
4

322

1x

x1x21xx3

2

1
 

 

            
( )
( ) ( ) =

+
−+=

+
−+=

3

323

3

32

1x

x2x3x3

2

1

1x

x21xx3

2

1

( )
( )

( ) .
1x

3xx

2

1

1x

x3x

2

1
3

2

3

23

+
+=

+
+

 

 
0y =′   при   .3xи0x −==  

 
                             
                              y/        +               –                 +               +                   
                              y                –3              -1                0                   x 
 
 
     Точка  3x −=  является  точкой максимума, т. к. в ней  y′  меняет знак с плюса 
на минус. Точка  0x =   не является точкой экстремума, т. к. в ней первая произ-
водная не меняет знак. 
     Точка  1x −= – точка разрыва 2-го рода. 
     4. Находим точки перегиба функции и исследуем функцию на выпуклость с по-
мощью  .y′′  
 

               ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) =
+

++−++⋅=
′










+
+=′′

6

23232

3

23

1x

x3x1x31xx6x3

2

1

1x

x3x

2

1
y  
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( ) ( ) ( )

( ) =
+

+−+⋅+⋅=
6

232

1x

x3x31xx6x3

2

1

( ) =
+

−−+++⋅
6

23223

1x

x9x3x6x6x3x3

2

1

( )
.

1x

x3
6+

 

 
.0хпри0y ==′′  

 
                                   у//         –                 –                +                 
 
                                   у                    –1               0                      х 
 
 

−= 0x  точка перегиба функции, т. к. в ней вторая производная меняет знак с ми-
нуса на плюс и  ( ) .00y =′′  
 
 
     5. Найдем наклонные асимптоты функции    :bkxy +=  
 

   

( )
( ) ( )

.
2

1

x

1

x

2
1

1
lim

2

1

1x2x

x
lim

2

1

1x

x
lim

2

1

1xx2

x
lim

x

xf
limk

2
x2

2

x

2

2

x2

3

xx

=
++

=
++

=

=
+

=
+

==

∞±→∞±→

∞±→∞±→∞±→

 

 

            ( )( ) ( )
( )

( ) =
+

++−=







−

+
=−=

∞±→∞±→∞±→ 2

23

x2

3

xx 1x

1x2xxx

2

1
lim

2

x

1x2

x
limkxxflimb  

 

                        ( ) .12
2

1

x

1

x

2
1

x

1
2

lim
2

1

1x2x

xx2
lim

2

1

2

x2

2

x
−=−⋅=

++

−−
=

++
−−=

∞±→∞±→
 

 

Следовательно,  −−= 1x
2

1
y уравнение наклонной асимптоты. 

     Заметим, что  bиk  найдены как при  ,x −∞→  так и при  .x +∞→  В некото-
рых задачах пределы не совпадают при  +∞→x     и при   ;x −∞→  в этом случае 
находим две асимптоты. 
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     6. Записываем в таблицу некоторые точки графика функции и, учитывая  пре-
дыдущие пункты, строим сам график 
 

х 0 –3 2 –2 – 4 4 – 1/2 1 
у 0 -27/8 4/9 –4 –32/9 32/25 –1/4 1/8 

    
                                                                            
                                                                                                                             
                                               1x −=      y      
 
                                                                                                                 
                                                                                                               y=1/2x–1 
                                                                
                                                                0 
                                    -4   -3   -2    -1              1      2                    х 
 
 
                                                                         
                                                                     –27/8   
 
                                                                                            
                                                                    
      Задача 4. Написать уравнения касательной и нормали к кривой  x4xy 3 +=  в 
точке  ( ).5,1M  
      Решение.  Уравнение касательной к данной кривой    ( ) ,xfy =   проходящей 
через точку  ( )00 y,xM , имеет вид   

                                                      ( )( ) .xxxfyy 000 −′=−                                              (1) 
 
Из условия  5y,1x 00 ==   находим  ( ).xf 0′  
 
                                                   ( ) ;4x3xf 2 +=′  

                                                   ( ) .743413xf 2 =+=+⋅=′  
 
Подставляя эти значения в (1), получаем уравнение касательной: 
 
                   ( ) .02yx7;7x75y;1x75y =−−−=−−=−  
 
Уравнение нормали записывается так: 

                                                      ( )( )0
0

0 xx
xf

1
yy −

′
−=− .                                       (2) 
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Подставляем  ( )000 xf,y,x ′   в (2), получаем уравнение нормали: 

               ( ) .036y7x;1x35y7;1x
7

1
5y =−++−=−−−=−  

      Ответ:       Касательная    ;02yx7 =−−  

                              Нормаль           .036y7x =−+  

       Задача 5. Найти наибольшее и наименьшее значения функции    
2

2

xx1

xx1
y

−+
+−=   

на отрезке  [0;  1]. 
     Решение.  Функция достигает своих наибольшего и наименьшего значений или 
на границе отрезка  ;4x;0x 10 ==   или в точках экстремума, находящихся на 
этом отрезке. 

                                        ( ) ( ) .1
111

111
1y,1

001

001
0y =

−+
+−==

−+
+−=  

Найдем точки экстремума: 

          
( ) ( ) ( ) ( )

( ) =
−+

+−′−+−−+′+−=
′










−+
+−=′

22

2222

2

2

xx1

xx1xx1xx1xx1

xx1

xx1
y  

                         
( )( ) ( )( )

( ) =
−+

+−−−−++−=
2

22

xx1

xx1x21xx1x21
 

 

           ( ) ( )2222

322322

xx1

x42

xx1

x2x2x2xx1x2xx2xx21

−+
+−=

−+
+−+−+−−++−+−= . 

[ ]1;0
2

1
xпри0y ∈==′  

                                            .
5

3

4

5
4

3

4

1

2

1
1

4

1

2

1
1

2

1
y ==

−+

+−
=







  

      Таким образом, наибольшее значение функции на отрезке   [ ]1;0  равно   

( ) ( ) ;11y0yM ===  наименьшее значение    .
5

3

2

1
ym =







=  

      Ответ:  .53m;1M ==  

      Задача 6. Вычислить приближенно с помощью дифференциала    .88,8   
      Решение.  Для вычисления приближенного значения первым делом определяем 
функцию  .xy =  Формула,  по которой  находим приближенное значение:  

−∆≈∆ yгде,dyy  приращение функции,    ( )dxxfdy ′=    –  дифференциал.  
( ) ( );xfxxfy 00 −∆+=∆  

( ) ( ) ( ) ;dxxfxfxxf 000 ′≈−∆+    т. к.   ,xdx ∆= ( ) ( ) ( ) .xxfxfxxf 000 ∆′′+≈∆+⇒  



 43 

     Находим   ( ) ( ) .
6

1

92

1
xf;

x2

1
xf;39y;12,0x;9x 000 ==′=′==−=∆=  

Значит,    ( ) ( ) .12,0
6

1
388,8;88,812,09xxf 0 −⋅+≈=−=∆+   

Окончательно  ( ) .98,288,8;02,0388,8 ≈−+≈                              
      Ответ:  .98,2≈  
 
      Задача 7.  Вычислить производную неявно заданной функции: 
                                              ( ) .0xyarcsinyxcosxsiny2 =+−     
 
      Решение.  Для нахождения  производной неявной функции применяем сле-
дующий алгоритм. 
     1. Дифференцируем выражение, считая, что   у  является функцией   х; 
     2. Оставляем слагаемые, содержащие  ,y′   в левой части равенства, остальные 
переносим в правую часть; 
     3. Выражаем производную .y′           
Применим этот алгоритм к данной неявной функции: 
 

     1) ( ) ( )
( )

( ) ;0yyxy
xy1

1
xyarcsinyxsinxcosyxsinyy2

2

2 =⋅′+⋅
−

+⋅′+−−⋅+⋅′⋅  

 

          ( ) ;0
yx1

xyy

yx1

y
xyarcsinyxsinxcosyxsinyy2

2222

2
2 =

−

′
+

−
+′+++⋅′⋅     

 

     2)  ( ) .
yx1

y
xsinxcosy

yx1

xy
xysinarcxsiny2y

22

2
2

22 













−
++−=















−
++⋅′     

         

     3)  
( )

.

yx1

xy
xyarcsinxsiny2

yx1

y
xsinxcosy

y

22

22

2
2

−
++⋅

−
++

−=′  

     Ответом является выражение, записанное в п. 3. 
 

     Задача 8.  Для параметрически заданной функции   




=

=
4ty

tln2x
  найти        

.
dx

yd
и

dx

dy
2

2
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     Решение.  Дифференцируем   .t2

t

2
t4

x

y
y

dx

dy 4
3

t

t
x ==

′
′

=′=  

 

                                                         
( )

.t4

t

2
t8

x

y

dx

yd 4
3

t

tx
2

2

==
′

′′
=  

Заметим, что если функция задана параметрически  ( ) ( ),ty,tx ψ=ϕ=  то  
2

2

dx

yd
   

можно вычислить по другой формуле: 
 

                                  
( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
.

t

tttt

dx

yd
32

2

ϕ′
ψ′⋅ϕ ′′−ϕ′⋅ψ ′′

=  

 
 
     Задача 9.  Вычислить пределы, используя правило Лопиталя. 

     а)   .
1e

x4arctg
lim

x70x −→
 

 
     Решение. Сначала нужно определить тип неопределенности. Если  в  задаче не-

определенность  
∞
∞

или
0

0
, то нужно сразу применить правило Лопиталя: 

( )
( )

( )
( ) .
xg

xf
lim

xg

xf
lim

axax ′
′

=
→→

  В некоторых задачах  п. а)  встречается неопределенность 

( ) ( )∞⋅∞−∞ 0или . В этом случае нужно тождественными преобразованиями 

сначала получить неопределенности     
∞
∞

или
0

0
 ,   а затем применить правило 

 Лопиталя. В данном примере 
 

                              .
7

4

e7
01

4

e7

4
x161

1

lim
0

0

1e

x4arctg
lim

0x7

2

0xx70x
=

⋅
+=

⋅
+=







=
− →→

 

 

В некоторых  случаях раскрытие неопределенностей  
∞
∞

или
0

0
  может  потребо-

вать  неоднократного применения правила Лопиталя, например: 
 

                 
∞→∞→

=








∞
∞=

++
−+

x2

2

x
lim

5x2x4

1x3x2
lim      .

2

1

8

4
lim

2x8

3x4
x

==








∞
∞=

+
+

∞→
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     б)  В пункте  б) задачи  9 встречаются неопределенности  .1,,0 00 ∞∞  Поступа-
ем следующим образом: логарифмируя предварительно выражение, стоящее под 
знаком предела:   ( )( ) ( )xgxfy =  , определяем   ( ) ( ),xflnxgyln =  затем  предел  ,yln  
после чего находится и предел  у. 
 

     Пример. Найти   .
x3

1
1lim

x5

x







 +
∞→

 

     Решение.  Здесь имеет место неопределенность  .1∞  Введем обозначение   

                                                       .
x3

1
1y

x5








 +=  

 

Тогда   

x

1
x3

1
1ln

5
x3

1
1lnx5yln








 +
=







 +⋅= , т.е.имеет место неопределенность  .
0

0
 

По правилу Лопиталя находим предел  
 

          .
3

5

x3

1
1

1
lim

3

5

x

1

x

1

3

1

x3

1
1

1

lim5

x

1
x3

1
1ln

lim5ylnlim
x

2

2

xxx
=

+
=

−








−⋅⋅
+

=







 +
=

∞→∞→∞→∞→
 

 

Следовательно,  .eeylim 35ylnlim

x

x == ∞→

∞→
 

 

     Ответ:   .e
x3

1
1lim 35

x5

x
=







 +
∞→

 

 
Тема 2. Неопределенный интеграл 

 
     По этой теме  необходимо  решить 12 примеров. Задачи под пп. 1) и 2) кон-
трольной работы – на формулу замены переменных, 3) и 4) – интегрирование по 
частям, 5) – циклический интеграл, 6) и 7) – интегралы от рациональной дроби,  
8) – на преобразование произведения двух тригонометрических функций в сумму, 
9) – на применение универсальной тригонометрической подстановки, 10) – сводит-
ся с интегралам от тангенсов и котангенсов, 11) –  интеграл от иррациональной 
функции, 12 – интеграл на применение  тригонометрической подстановки  

,tcosax =    tsecax =     или    .ttgax =  Рассмотрим решения задач, подобных 
вышеперечисленным. 
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     Вычислить интегралы: 

     1)  ∫ +
.

2x3

dxx
3 10

9

   

:переменнуюдругуюназаменяем,хсодержащее

,выражение,значит,хотяпроизводнаЭто.хстоитчислителевчто,Видим

10

109

 

 

,2x3t 10 +=    ,dxx30dt 9=    dxx
30

dt 9= . 

                ∫ =
3 t
30

dt

=+⋅=+
+−

⋅=
+−

−∫ C
32

t

30

1
C

1
3

1
t

30

1
dtt

30

1 3/213/1
3/1  

 

                                            
( )

.C
20

2x3
c

20

t
3/2103/2

++=+=      

   

     
( )

.dx
x1

4xarcsin2
)2

2

5 3

−

+
∫  

 
     Если под интегралом есть обратная тригонометрическая  функция  

)xarcctg,xarctg,xarccos,x(arcsin ,  то нужно посмотреть, содержит ли интеграл 
производную этой функции.  Если производной нет, то решаем по частям, если 
есть – делаем замену переменных.  В данном случае под интегралом  есть    

2х1

1

−
 – производная от арксинуса, поэтому выражение, содержащее  аrcsin x,  

заменяем на другую  переменную: 
22 x1

dx

2

dt

x1

dx2
dt,4xarcsin2t

−
=⇒

−
⋅=+= . 

( )
=

−

+
∫ dx

x1

4xarcsin2
2

5 3

∫ ∫ =+=+
+

==
+

С
5/8

t

2

1
С

15/3

t

2

1
dtt

2

1

2

dt
t

5/815/3
5/35 3  

 

           5/8t
16

5= ( ) ( ) .C4xarcsin2
16

5
С4xarcsin2

16

5 585/8 ++=++=  

      
     3), 4) Если интеграл содержит логарифм или  обратную тригонометрическую 
функцию, но не содержат их производных, то такой интеграл нужно вычислять по 
частям, причем  через  u  нужно    обозначить логарифм или обратную тригономет-
рическую функцию, а  через  v – все остальное. 
Формула интегрирования по частям:     ∫ ∫−= .duvvudvu  
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     Вычислить интегралы: 

     а)   =
==

==
=∫

4

x
vdx

x

1
du

dxxdvxlnu
dxxlnx 4

3

3      

 

 ∫ ∫ =+⋅−⋅=−=⋅−⋅= C
4

x

4

1
xln

4

x
dxx

4

1
xln

4

x
dx

x

1

4

x

4

x
xln

44
3

444

Cx
16

1
xln

4

x 4 +− . 

      

     б)   

( )
==⋅

+
=

==
=∫ xvdx4

x41

1
du

dxdvx4arctgu

dxx4arctg
2

 

 
   

∫ =
+

⋅−⋅= dx
x161

4x
x4arctgx

2

( )
∫ ∫ =

+
+−=

+
⋅−

2

2

2 x191

x161d

8

1
x4arctgx

x161

dxx32

8

1
x4arctgx  

 

.Cx161ln
8

1
x4arctgx 2 ++−=  

 
      Если под интегралом есть многочлен  n–й cтепени, умноженный на тригоно-
метрическую  или показательную функцию, то такой интеграл нужно решать n  раз 
по частям, причем через  u  обозначаем  многочлен. 
 

          

∫∫ =−=
==

==
= dxx2sinx

2

3
x2sinx

2

1

x2sin
2

1
vdxx3du

dxx2cosdvxu
dxx2cosx)в 23

2

3

3  

 

     =
−==

==
=

x2cos
2

1
vdxx2du

dxx2sindvxu 2

=






 ++−− ∫ dxx2coxx
2

2
x2cosx

2

1

2

3
x2sinx

2

1 23  

     

                             ∫ =−+= dxx2cosx
2

3
x2cosx

4

3
x2sinx

2

1 23  

 

=






 −−+=
==

==
= ∫ dxx2sin

2

1
x2sinx

2

1

2

3
x2cosx

4

3
x2sinx

2

1

x2sin
2

1
vdxdu

dxx2cosdvxu
23
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                         ∫ =+−+= dxx2sin
4

3
x2sinx

4

3
x2cosx

4

3
x2sinx

2

1 23       

      

                             .Cx2cos
8

3
x2sinx

4

3
x2cosx

4

3
x2sinx

2

1 23 +−−+=  

 
 
     5) Самыми распространенными из циклических интегралов  являются интегра-
лы от произведения показательной и тригонометрической функций. Их вычисляют 
по частям, при этом нужно буквой  u  два раза обозначить или тригонометриче-
скую, или показательную функцию. Например, вычислим интеграл 
     

∫∫ =−=
==

==
== dxx3sine

3

5
x3sine

3

1

x3sin
3

1
vdxe5du

dxx3cosdveu
dxx3coseJ x5x5

x5

x5

x5  

   

=
−==

==
=

x3cos
3

1
vdxe5du

dxx3sindveu

x5

x5

=






 +−− ∫ dxx3cose
3

5
x3cose

3

1

3

5
x3sine

3

1 x5x5x5  

 

                              ∫ +−+= .Cdxx3cose
9

25
x3cose

9

5
x3sine

3

1 x5x5x5  

 

Видим,  что     ⇒+−+= CJ
9

25
x3cose

9

5
x3sine

3

1
J x5x5     

 

      ⇒++=⇒ Cx3cose
9

5
x3sine

3

1
J

9

34 x5x5 ;Cx3cose
9

5
x3sine

3

1

34

9
J x5x5 +







 +=  

 

Окончательно получаем  ответ:   .Cx3cose
34

5
x3sine

34

3
J x5x5 ++=          

           
                      

6) Чтобы найти интеграл от правильной рациональной дроби, нужно разложить 
еe на сумму простейших дробей и взять интеграл от этой суммы. Рациональная 
дробь называется правильной, если у нее степень числителя меньше степени зна-
менателя. Если  дана неправильная рациональная  дробь, то сначала нужно столби-
ком поделить числитель на знаменатель и представить неправильную рациональ-
ную дробь в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби. 

 



 49 

     Пример.  Вычислить  ( ) ( ) ( )∫ −−+
−−= .dx

1x2x2x

12x3x
J

23

  

      
     Решение. Подынтегральная дробь неправильная, т. к. степени числителя и зна-
менателя равны трем. Так как     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−−=−−+ 1x4x1x2x2x 2  

 ,4x4xx 23 +−−=     поделим 
 

–
4x4xx

12x3x
23

23

+−−

−−
    

1

4x4xx 23 +−−  

16x4x2 2 −+−  
 

тогда  ( ) ( )16x4x24x4xx112x3x 22323 ++−++−−⋅=−−  . 
                делимое   частное         делитель                остаток 
 
     Подставим это выражение в интеграл 
 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ =
−−+

−+−+−−⋅=
−−+

−−
dx

1x2x2x

16x4x24x4xx1
dx

1x2x2x

12x3x 22323

 

 

( ) ( ) ( ) =








−−+
−+−+= ∫ dx

1x2x2x

16x4x2
1

2

∫ +⋅ dx1 ( ) ( ) ( )∫ +=
−−+

−+−
.Jxdx

1x2x2x

16x4x2
1

2

 

 
Разложим  в 1J  подынтегральную дробь методом неопределенных коэффициентов 
на  сумму простейших дробей: 
   

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

=
−

+
−

+
+

=
−−+

−+− −+−+−

1x

C

2x

B

2x

A

1x2x2x

16x4x2 2x2x\1x2x\1x2-x\2

 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ⇒
−−+

−+−+++−=
1x2x2x

4xC2xxB2x3xA 222

     

                                                         

               ( ) ( ) ( )1x2x2x

16x4x2 2

−−+
−+−

⇒
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
1x2x2x

C4B2A2BA3xCBAx2

−−+
−−++−+++=  

 
Так как у этих дробей знаменатели равны, то нужно найти коэффициенты А, В, С, 
чтобы числители  дробей также были равны. Выпишем коэффициенты при одина-
ковых степенях х: 
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0

1

2

x

x

x

C4B2A216

BA34

CBA2

−−=−
+−=

++=−









−=−−
=+−

−=++
⇒

8C2BA

4BA3

2CBA

 

 
Решим эту систему из трех уравнений с тремя неизвестными методом Гаусса: 
 

( ) ( )13

8211

4013

2111 −××

















−−
−

−
 ~ 

( )26320

2340

2111

×















−−−
−
−

  ~ 

 

~ ⇒








=
=+

−=++
⇒
















−−
−−−
−

14C3

6C3B2

2CBA

14300

6320

2111

;
3

14
C =  

⇒−=−=⋅−=−− 8146
3

14
36C36B2 ;4B −=  

 

   ⇒−=−+−=−−−=
3

14
2

3

14
42CB2A

3
8

A −= . 

 

     Значит,  ( ) ( ) ( ) ⇒
−

+
−

−+
+

−
=

−−+
−+−

1x
3

14

2x

4

2x
3

8

1x2x2x

16x4x2 2

 

 

               ∫ =


















−
+

−
−+

+

−
=⇒ dx

1x
3

14

2x

4

2x
3

8

J1 ∫ ∫ ∫ =
−

+
−

−
+

−
1x

dx

3

14

2x

dx
4

2x

dx

3

8
 

 

.C1xln
3

14
2xln42xln

3

8 +−+−−+−=  

 

      Ответ: .C1x
3

14
2xln42xln

3

8
хJ +−+−−+−=  

 

     7) Вычислить:  ( ) ( )∫ −+
−= .dx

1x2x

3x2
J

2

2

  

 
     Разложим правильную подынтегральную дробь на сумму  простейших дробей: 
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               ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
=

−+
++−+−=

−
+

+
+=

−+
−

+−

1x2x

2xC1xB1xAx

1x

C

2x

BAx

1x2x

3x2
2

2

22

2 22x1x

 

 

                                       ( ) ( )
⇒

−+
++−+−=

1x2x

C2CxBBxAxAx
2

2

 

 

                             ( ) ( ) =
−+

−
⇒

1x2x

3x2
2

2 ( ) ( ) ( )
( ) ( )1x2x

C2BBAxCAx
2

2

−+
+−++−++

 

 
Методом неопределенных коэффициентов находим  А, В, С: 
 









−=
=

−=
⇒









+−=−
+−=

+=

3BC2

AB

A2C

C2B3

BA0

CA2

x

x

x

0

1

2

 

Подставим в третье  уравнение   С  и  В. Получим  
 

;
3

7
A;7A3;3AA24 ==−=−  

3

1
C;

3

1

3

7
2C;

3

7
B −=−=−==  . 

 

Значит,   ( ) ( )
;

1x
3

1

2x
3

7
x

3

7

1x2x

3x2
22

2

−

−
+

+

+
=

−+
−

 

 

( )
=



















−
⋅−

+

+
=∫ dx

1x

1

3

1

2x

1x
3

7

J
2 ∫ ∫ =

−
−

+
+

1x

dx

3

1
dx

2x

2x2

6

7
2

 

 

∫∫ ∫ =
−

−
+

+
+

=
1x

dx

3

1

2x

dx

3

7

2x

dxx2

6

7
22

 

 

.C1xln
3

1

2

x
arctg

2

1

3

7
2xln

6

7 2 +−−⋅++=  

 

     Ответ:  .C1xln
3

1

2

x
arctg

2

1

3

7
2xln

6

7
J 2 +−−⋅++=  
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     8) Для интегрирования  произведений  синусов и косинусов различных аргумен-
тов  применяются тригонометрические формулы: 

                                       ( ) ( )( )β+α+β−α=βα coscos
2

1
coscos   

                                       ( ) ( )( )β+α−β−α=βα coscos
2

1
sinsin  

                                       ( ) ( )( )β+α+β−α=βα sinsin
2

1
cossin  

 

     Пример. Найти  ∫ =dxx20cosx15cos ( ) =+∫ dxx35cosx5cos
2

1
 

 

                            ∫ ∫ ++=+= .C35sin
70

1
x5sin

10

1
dxx35cos

2

1
dxx5cos

2

1
     

 

     9) Интегралы  вида  ( )∫ ,dxxcos,xsinR     где    ( )xcos,xsinR  – рациональная 

функция  двух переменных  )xcosиx(sin ; приводятся к  интегралам от рацио-
нальной  функции нового аргумента  t  универсальной тригонометрической под-

становкой   ,
2

x
tgt =   при этом используются  формулы: 

                           .
t1

dt2
dx;

t1

t1
xcos;

t1

t2
xsin

22

2

2 +
=

+
−=

+
=  

 

      Пример. Найти  .
x2sin2x2cos35

dx
∫ ++

 

      Решение. 
( ) =

++
=

++ ∫∫ x2sin2x2cos35

x2d

2

1

x2sin2x2cos35

dx
 

 

( ) =
=

=
=

x2ddz

x2z
=

+
−=

+
=

+
==

=
++

= ∫
2

2

2

2

t1

t1
zcos;

t1

dt2
dz

t1

t2
zsin;

2

z
tgt

zsin2zcos35

dz

2

1
 

 

( ) ( )∫ =

+
+

+
−+

+
+

+=

22

2

2

2

2

t1

t4

t1

t13

t1

t15
t1

dt2
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( )∫ ∫ ∫ ∫ =
++

=
++

=
++

=
+−++

=
31t

dt

2

1

4t2t

dt

2

1

8t4t2

dt2

2

1

t4t33t55

dt2

2

1
22222

 

 

                                   .C
3

1xtg
arctg

32

1
C

3

1t
arctg

32

1 ++=++=  

 

     10).  Интегралы  вида 10:   ∫ .dxxcosxsin nm  

 
     а) Если хотя бы одно из чисел  m,   или   n, – нечетное положительное число, то, 
отделяя от нечетной степени один сомножитель и выражая с помощью  формулы 

1xcosxsin 22 =+    оставшуюся четную степень через дополнительную функцию, 
приходим к табличному интегралу. 
 

     Пример. Найти   ∫ .dxxsinxcos 43  

 

     Решение. ∫ ∫ =
=

=
==

dxxcosdt

xsint
dxxcosxsinxcos dxxsinxcos 4243  

 

                     ( ) ( )∫ ∫ +−=+−=−=−= .Cxsin
7

1
xsin

5

1
C

7

t

5

t
dtttdttt1 75

75
6442  

 
     б) Если   m   и   n – четные неотрицательные числа, то понижаем степени с по-
мощью формул   

              .xcosxsin2x2sin,
2

x2cos1
xsin,

2

x2cos1
xcos 22 =−=+=   

 

     Пример.  Найти   ∫ .dxxcosxsin 22  

 

      Решение.   ∫ ∫ =+⋅−= dx
2

x2cos1

2

x2cos1
dxxcosxsin 22  

 

                   ( ) ∫ ∫∫ =−==−= dx
2

x4cos1

4

1
dxx2sin

4

1
dxx2cos1

4

1 22  

 

                                .Cx4sin
32

1
x

8

1
dxx4cosdx

8

1 +−=




 −= ∫ ∫  
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     в) Если сумма  (m + n)  является целым четным отрицательным числом, то целе-
сообразно использовать подстановку   .txctgилиtxtg ==  
При этом применяем также формулы: 

                                 .xctg1
xsin

1
;xtg1

xcos

1 2
2

2
2

+=+=  

 

     Пример: Найти   ∫ − .dxxsinxcos 31331  

     Решение: .4
3

12
nm,

3

1
n,

3

13
m −=−=+=−=  Вычисление сводится  к интег-

рированию степеней котангенса: 
 

                   ∫ ∫ ∫ =−⋅⋅−=⋅=
xsin

dx

xsin

1
xctg

xsin

dx
xctg

xsin

dxxcos
22

3/1
4

3/1
313

3/1

                                 

          ( ) ( )∫∫ =+
+

−
+

−=+−=+−=

+=

−=

=

=
++

C
13/7

t

13/1

t
dtttdtt1t

t1
xsin

1
xsin

dx
dt

xctgt
13/713/1

3/73/123/1

2
2

2
 

                                  .Cxctg
10

3
xctg

4

3
Ct

10

3
t

4

3 3/103/43/103/4 +−−=+−−=  

      Интегралы 20, содержащие квадраты синусов и косинусов в знаменателе, также 
можно свести к интегралам от тангенсов или котангенсов. 
 

     Пример. Найти   ∫ +
.

xsin3xcos5

dx
22

 

     Решение:   

∫ =
+ xsin3xcos5

dx
22 ∫ =

+
xcos

xsin3

xcos

xcos5
xcos

dx

2

2

2

2

2

∫ =
+ xtg35

tgxd
2 tgxddz

tgxz

=
=

∫ =
+

=
2z35

dz
 

 

∫ =+⋅=
+

= C
3/5

z
arctg

3/5

1

3

1

z3/5

dz

3

1
2

 

 

C
5

xtg3
tgarc

15

1
C

5

z3
arctg

15

1 +







=+⋅=  
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     11) Для того чтобы вычислить интеграл от иррациональной  функции нужно 
подобрать подходящую замену переменных, которая избавит нас от иррациональ-
ности. Например, если  интеграл содержит  ,xиx 7/35/2  то подстановка  35/1xt =   
избавит нас от обоих иррациональностей. Подробнее с теорией можно ознакомить-
ся в  книгах  [1]  и   [2]. 
 
     Пример. Вычислить интеграл 

∫ =
=
+=

+=
=

+++
++

dxdtt6

1xt

тогда,1хtпусть

dx
1x1x

21x

5

6

6

6

3

 

 

∫ ∫ =
+

+=⋅
+
+= .Jdt

1t

t2t
6dtt6

tt

2t
2

46
5

3

2

 

 
Под знаком интеграла получили неправильную дробь. Поделим столбиком числи-
тель на знаменатель: 

                                                 

1

1t

t

tt

t

1tttt

1tt2t

2

2

2

4

2446

246

4

−
+

+

+++
++

 

 

Получим   ( ) ( ) .11tt1ttt 24246 −+++=+   Подставим  это выражение в подынте-
гральную дробь.  
 

Тогда      
( ) ( ) ( )∫ ∫∫ =

+
−++=

+
−+++=

1t

dt
6dt1tt6dt

1t

11tt1t
6J

2
24

2

242

 

 

    =+−++= Ctarctg6t6
3

t6

5

t6 35 ( )
.C1xarctg61x61x2

5

1x6 66
6 5

++−++++
+

 

 

     12) Интегралы, содержащие  222222 ax,ax,xa +−− ,  решаем соот-

ветственно следующими заменами переменных:  .ttgax,
tcos

a
x,tcosax ===  
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     Заметим, что при вычислении подобных интегралов нужно придерживаться 
следующего плана. 

1. Подобрать подходящую замену переменных. 
2. Выразить из нее тригонометрическую функцию в виде дроби, при этом?  ес-

ли у вас нет дроби, то делим на единицу. Например: 

                                                      
.

1

x
ttgttgx

;
2

x
tcostcos2x

=⇒=

=⇒=
 

3. Построить прямоугольный треугольник с острым углом  t  и выразить в нем 
катеты и гипотенузу. Из школьного курса геометрии известно 

                ;
гипотенуза

катетприлежащий
tcos =             ;

гипотенуза

катетащийпротиволеж
tsin =  

 

;
катетприлежащий

катетащийпротиволеж
ttg =  

Если, например,  ,
2

x
tcos =  то треугольник выглядит  так: 

 
2x4 −              2                      Наличие  этого треугольника в дальнейшем  

                                                   существенно облегчит  возвращение  к старой 
                          t                        переменной х .  
                        x 

     4. Выразить  dx  и  один из корней    222222 xa,ax,ax −+−   через  t. 
     5. Вычислить интеграл от переменной  t. 
     6. Вернуться назад по треугольнику к исходной переменной  х. 
      Примеры  

     ∫ − .dxx7)a 2  

x

tsin7tcos77x7

x77tsin7dx;
7

x
tcostcos7x

:образомследующимtпеременную

новуювведемзначит,xa,7aЗдесь

22

2

222

=−=−

−−==⇒=

−=

 

                   ( )∫ ∫ ∫ =−−=−=− dt
2

t2cos1
7dttsin7dttsin7tsin7 2  

                                ∫ ∫ =++−=+−= .JCt2sin
4

7
t

2

7
dtt2cos

2

7
dt

2

7
 

t
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Для возвращения  к переменной  х,  нужно чтобы тригонометрические функции 
были только от угла  t, поэтому заменим 

=⋅−⋅==
7

x

7

x7
2tcostsin2t2sin

2

.Cxx7
2

1

7

x
arccos

2

7 2 +⋅−+−  

Cxx7
2

1

7

x
arccos

2

7
C

7

xx7
2

4

7

7

x
arccos

2

7
J 2

2

+⋅−+−=+⋅−⋅⋅+−=  

    ∫ =
+

.J
x36x

dx
)б

22
 

.
tcos

6
ttg16ttg3636x36;dt

tcos

6
dx

;
6

x
ttgttg6хх36Здесь

222
2

2

=+=+=+=

=⇒=⇒+
      

6

xx36 2+
 

Подставим  эти  выражения  в  J: 

∫∫ ==
⋅

tcos

tsin
36

tcos

dt

tcos

6
ttg36

dt
tcos

6

2

2
2

2

∫ ∫ ==
tsin

tsind

36

1

tsin

dttcos

36

1
22

( ) ( ) =∫
− tsindtsin

36

1 2  

              
( ) =+−=+

−
=

−

C
tsin36

1
C

1

tsin

36

1 1

.C
x36

x36
C

x36

x
36

1 2

2

++−=+

+
⋅

−  

 

      в)  ∫ =− .Jd36xx 2  

     Решение.  В интеграле есть  ,36x2 −   значит,  
tcos

6
x;6a,36a2 === . 

  ( )

6ttg636
tcos

36
36x

36xx
tcos

dttsin6
dttsin

tcos

6
dx

.
x

6
tcos;

tcos

6
x

2
2

2
22

=−=−

−=−⋅−=

==

 

∫∫ =+=+==⋅⋅= Cttg72C
3

ttg
216ttgdttg216

tcos

dttsin6

tcos

tsin6

tcos

6
J 3

3
2

2
 

                         ( ) ( ) .C36x
3

1
C36x

216

72
C

6

36x
72

3
2

3
2

3
2

+−=+−=+












 −⋅=  

t 

  t 
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Тема 3. Определенный интеграл 
 

    Результатом вычисления определенного интеграла является число. При его на-
хождении нужно использовать формулу  Ньютона-Лейбница 

( ) ( ) ( )∫ −=
b

a

,aFbFdxxf  

 
где  ( ) −xF первообразная функции  ( ),xf  которую находим,  вычисляя неопреде-

ленный интеграл   ( )∫ .dxxf  Если при этом используется формула замены пере-

менных  ( ),tx ϕ=  то нужно сразу заменить и пределы интегрирования: новый 
нижний и верхний пределы находим из тождеств  ( ) ,at1 =ϕ   ( ) .bt2 =ϕ  
     Если считаем определенный интеграл по частям, то используем формулу 

                                             ∫ ∫−=

b

a

b

a

b
a

.duvvudvu  

 
     Примеры. Вычислить интегралы:    

     ∫
π

=

3/

0

3 dxxcos)a ( )∫∫ =−=

=⇒
π=

=⇒=
=

=

=

π 2/3

0

2

3/

0
22

11
2 dtt1

2

3
t

3
x

0t0x

dxxcosdt

xsint

dxxcosxcos  

 

.
8

33

8

334

8

3

2

3

8

33

3

1

2

3
0

2

3

3

1
0

2

3

3

t
t

323

0

3
23

0
=−=−=⋅−=














−








−−=−=

 

     Ответ: .
8

33
J=  

 

     б) ∫∫ =⋅−=
==

==
==

3

1

3
3
1

3

3

23

1

2 dx
x

1

3

x
xln

3

x

3

x
vdx

3

1
du

dxxdvxlnu
dxxlnxJ  

( ) ∫ −=⋅−=−⋅=−−=

3

1

3
3

1

3
3233 .33ln273

9

1
3ln27

3

x

3

1
3ln3

3

1
dxx

3

1
1ln13ln3

3

1
 

     Ответ: J= .33ln27 −  
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     2. Примеры: Исследовать на сходимость несобственные интегралы: 

     .
x

dx
J)a

2

5∫
∞

=   Верхний предел интегрирования  ∞=b . Это несобственный  инте-

грал  1–го рода.        

∫ ==
∞→

в

2

5в x

dx
limJ =















−

−

∞→

в

2

4

в 4

x
lim ( ) .

64

1

16

1
0

4

1

16

1

в

1
lim

4

1
2вlim

4

1
4в

44

в
=







 −−=






 −−=−−
∞→

−−

∞→
 

Следовательно, интеграл  сходится. 
 

     ( )asinвsinlimdxxcoslimdxxcos)б
в
a

в

a
в
a

−==
∞+→
∞−→

+∞

∞−
∞+→
∞−→∫ ∫ – интеграл расходится, т.к. 

данный предел не существует. 
     Ответ:  интеграл  расходится. 
 

     ∫ −
=

2

0
2

.
4x

dx
J)в    

     Подынтегральная функция   ( )
4x

1
xf

2 −
=   при  2x =    равна бесконечности. Это 

несобственный интеграл 2-го рода.   

    =








+
−−

+
−=















+
−

⋅
=

−
=

−→−→−→ ∫ 20

20
ln

2в

2в
lnlim

4

1

2x

2x
ln

22

1
lim

4x

dx
limJ

02в

в

0
02в

в

0

202в
 

 

                                ( ) .расходитсяинтеграл1ln
4

1 −−∞−=  

     Ответ: интеграл  расходится . 
 

     ∫=
2

0

.
x

dx
J)г   

 Подынтегральная функция   ( )
x

1
xf =   терпит бесконечный разрыв при   .0x =  

                        ( ) .22222limx2lim
x

dx
limJ

0

2

0

2

0
=ε−=






==

→εε→ε
ε

→ε ∫  

     Ответ: интеграл  сходится. 
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3. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:  .xx2y,xy 2−=−=  
 

     Решение. Построим данные прямую и параболу и найдем  точки  их пересече-
ния: 
        y 
 
 
 
                             3 
                                                       
          0         2                       х 
 
        -3 
 
 

По формуле  ( ) ( )( )∫ −=
в

a

12 dxxfxfS   находим искомую  площадь: 

( )( ) ( )∫ ∫ =−=−=−−−=
3

0

3

0

3

0

33

0

2
22

3

x

2

x3
dxxx3dxxxx2S  

 

( ) ( )=−−−= 03
3

1
03

2

3 322 .
2

9
9

2

27 =−  

     Ответ:  .
2

9
 

 
     Для нахождения длины дуги кривой используются следующие формулы: 
 

      ( )( )∫ ′+=
в

a

2 dxxf1)1( l ,     если кривая задана уравнением  ( ) ;xfy =  

      ( ) ( ) dtyx)2(
2

1

t

t

2
t

2
t∫ ′+′=l ,– если кривая задана параметрически: ( ) ( ).tyy,txx ==  

 
 

       ( ) ,drr)3( 22 ϕ′+= ∫
β

α

ϕl –  если кривая задана уравнением в полярных координа-

тах   ( ).rr ϕ=  
 

                     
( )

3x,0x

03xx

0x3x

xx2x

21

2

2

==
−−

=−

−=−
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     Примеры: Вычислить длину дуги  кривой: 

     a)  ( ) .1x0xy 3 ≤≤−=  

     Решение:  Находим   ( ) ( ) 2/12/3 x
2

3
xxf =

′
=′    и  подставляем  в формулу (1): 

 

∫ ∫ =






 +⋅=






 ++=+=
1

0

1

0

1

0

2/3

x
4

9
1

3

2

9

4
1x

4

9
dx

4

9
1

9

4
dxx

4

9
1l  

 

.
27

8313

8

8313

27

8
1

44

1313

27

8
1

4

13

27

8 2/3
2/3 −=−=








−=














−







=  

 

     .
2

t0,tsin3y,tcos3x)б
π≤≤==  

     Решение.  Подставляем  в  формулу  (2)   :tcos3yиtsin3x tt =′−=′  
 

                          ∫ ∫
π π

π π===+=
2/

0

2/

0

2/
0

22 .
2

3
t3dt3dttcos9tsin9l  

 
     .50,e2r)в ≤ϕ≤= ϕ  

     Решение: Находим  ϕ
ϕ =′ e2r   и  подставляем ее  в формулу  (3): 

 

           ( ) ( )∫∫ −=−⋅==ϕ=ϕ+= ϕϕϕϕ
5

0

5055

0

5

0

22 .1e2ee2e2de2de4e4l  

 
Тема 4. Функции нескольких  переменных 

 
     Задача 1. Найти частные производные первого и второго порядков. 
 
                                              .z4y3cosxu 34 −=  

 
     Решение.  Функция  u  зависит от трех переменных:  x,   y  и   z . Для  нахожде-
ния частных производных  1-го  порядка по любой из этой переменной считаем ос-
тальные переменные константами: 

.x4z4y3cosu 33
x ⋅−=′  
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( ) ( )
( )

.
z4y3

z4y3sinx
3z4y3

3

1
z4y3sinxu

3/2

34
3/234

y
−

−
−=⋅−⋅−−⋅=′ −  

 

( ) ( ) ( )
( )

.
z4y33

z4y3sinx4
4z4y3

3

1
z4y3sinxu

3/2

34
3/234

z
−

−
=−⋅−⋅−−−⋅=′ −  

 
Частные  производные 1-го порядка, в свою очередь, также являются функциями 
от переменных  x,   y   и   z   и их можно снова дифференцировать. Получаем част-
ные производные второго порядка:  
 

cos4uxx =′′ ( ) 223 x12x3z4y3 =⋅− ⋅−3 z4y3cos  

 
 

( ) ( )
( )

.
z4y3

z4y3sinx4
3z4y3

3

1
z4y3sinx4u

3/2

33
3/233

xy
−

−⋅−
=⋅−⋅−−⋅=′′ −  

 

( ) ( )
( )









−
−

−⋅⋅−⋅−
⋅−=′′

−

3/4

3/23/23
4

yy
z4y3

z4y33z4y3
3

1
z4y3cos

xu
 

( )
( )

=








−

⋅−⋅−
−

−

3/4

3/13

z4y3

3z4y3
3
2

z4y3sin
 

 

( )
( )

.
z4y3

z4y3z4y3sin2z4y3cos
x

3/4

3/133
4

−
−⋅−−−

⋅−=
−

 

 

( )
.x4

z4y3

z4y3sin
u 3

3/2

3

yx ⋅
−

−
−=′′  

 
Видим, что выполняется правило: смешанные частные производные одного поряд-
ка, отличающиеся лишь порядком дифференцирования, равны между  собой: 

zyyzyxxy uu,uu ′′=′′=′′    и  т. д. 

 

( ) ( )
.

z4y33

z4y3sinx16
x4

z4y33

z4y3sin4
u

3/2

33
3

3/2

3

zx
−

−
=⋅

−
−

=′′  
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( ) ( ) ( )
( )









−
−

−⋅−⋅−⋅−
⋅=′′

−

3/4

3/23/23
4

zz
z4y3

z4y34z4y3
3

1
z4y3cos

x
3

4
u  

 

( ) ( )
( )

=








−

−⋅−⋅−
−

−

3/4

3/13

z4y3

4z4y3
3

2
z4y3sin

 

                      

                             
( )

( )
.

z4y3

z4y3z4y3sin2z4y3cos

9

x16
3/4

3/1334

−
−⋅−−−

⋅−=
−

 

 

( ) ( )
( )









−
−

−⋅⋅−⋅−
⋅=′′

−

3/4

3/23/234

zy
z4y3

z4y33z4y3
3

1
z4y3cos

3

x4
u  

 

( )
( )

=








−

⋅−⋅−
−

−

3/4

3/13

z4y3

3z4y3
3

2
z4y3sin

 

 

( )
( )

.
z4y3

z4y3z4y3sin2z4y3cos

3

x4
3/4

3/1334

−
−−−−

⋅=
−

 

 

     Задача 2. Вычислить приближенно   ( ) ( ) .99,105,2 23 ⋅  
     Решение. Имеет место приближенное равенство 
 
                         ( ) ( ) ( ) ( ) .yy,xfxy,xfy,xfyy,xxf yx ∆⋅′+∆⋅′+≈∆+∆+                       

 
Рассмотрим  функцию   ( ) ,yxy,xfz 23 ⋅==   тогда  
 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ,yyxx99,105,2 2323 ∆+∆+=⋅       где  .01,0y;2y;05,0x;2x −=∆==∆=  
 
Воспользуемся формулой  (1), предварительно найдя  ( ) ( ):y,xfzиy,xfz yyxx ′=′′=′  

;48443yx3z 22
x =⋅⋅=⋅=′  

.3242y2xz 33
y =⋅=⋅=′  
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Следовательно,    ( ) ( ) =⋅−⋅+⋅≈⋅ 01,03205,0482299,105,2 2323  
                                                  = .08,23232,04,232 +=−+  
   

Ответ:   ( ) ( ) .08,3499,105,2 23 ≈⋅  
      
     Задача 3. Найти уравнение касательной  плоскости и нормали к поверхности  F   
в точке   ( )000 z,y,xM ,  где     ( )0,1,1M,0z2yx:F 33 −=−+ . 
      
     Решение.  Если поверхность F  задана уравнением   ( ) 0z,y,xF = , то уравнения 
касательной плоскости  и  нормали   имеют вид  
         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0zzz,y,xFyyz,y,xFxxz,y,xF 0000z0000y0000x =−′+−′+−′ , 

( ) ( ) ( ).z,y,xF

zz

z,y,xF

yy

z,y,xF

xx

000z

0

000y

0

000x

0

′
−=

′
−=

′
−

 

 
Тогда   .0z,1y,1x 000 ==−=  
 
Находим      ( ) ( ) 3 1-33xz,y,xF 2

0000x =⋅==′ . 

                     ( ) .3 133yz,y,xF 22
0000y =⋅==′  

                     ( ) -2.z,y,xF 000z =′  
 
Подставим в  уравнение  касательной: 
 
                           ( ) ( ) ( ) .0z2y3x3;00z21y31x3 =−+=−−−++  
Подставим  в уравнение  нормали 

.
2

z

3

1y

3

1x

−
=−=+

 

     Ответ:  Касательная плоскость:    .0z2y3x3 =−+                   

                   Нормаль:  .
2

z

3

1y

3

1x

−
=−=+

       

 
     Задача 4. Найти экстремумы функции двух переменных  .y3x3yxz 33 −−+=  
     Решение:  Находим частные производные: 
 

;3x3
x

z 2 −=
∂
∂

 

.3y3
y

z 2 −=
∂
∂

 

Находим стационарные точки, используя необходимые условия: 
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=−

=−

03y3

03x3
2

2

                  
( )
( )





=−

=−

01y3

01x3
2

2

               
( )( )
( ) ( )




=+−
=+−

01y1y3

01x1x3
 

 
                             ( ) ( ) ( ) ( )1,1P,1,1P,1,1P,1,1P 4321 −−−−  
 
     Найдем частные производные второго порядка: 
       

                             .y6
y

z
C,0

yx

z
B,x6

x

z
A

2

22

2

2

=
∂
∂==

∂∂
∂==

∂
∂=  

 
Cоставим дискриминант   2BAC −=∆   для каждой из стационарных точек: 
 
     1)   ( ) .036,6C,0B,6A:1,1P1 >=∆===  
 
Следовательно, в точке   1P  есть экстремум. Так как  ,06A >=   то  в точке   1P  

функция имеет минимум, равный     .43311zz
1y
1xmin −=−−+==

=
=  

 
     2) ( ) .036,6C,0B,6A:1,1P2 <−=∆−===−  
Следовательно, в точке   2P   функция экстремума не имеет. 
 
     3)  ( ) .036,6C,0B,6A:1,1P3 <−=∆==−=−  
Следовательно, в точке  3P    функция экстремума не имеет. 
 
     4)  ( ) .036,6C,0B,6A:1,1P4 >=∆−==−=−−  
 
Следовательно, в точке  4P   функция имеет экстремум. Так как   06A <−= , то это 
максимум. 

Находим   43311zz
1y
1xmax =++−−==

−=
−=  

 

     Ответ:  ,4zz
1y
1xmax ==

−=
−=        .4zz

1y
1xmin −==

=
=  

 
       Задача 5. Найти наибольшее  и  наименьшее значения функции  

( )yx23yxz 2 +−=  в прямоугольнике, ограниченном прямыми:  
.2y,3x,0y,0x ====  
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     Решение:  Преобразуем   функцию   z    к  виду  .yxyx2yx3z 2232 +−=   Найдем 
стационарные точки, лежащие внутри данного треугольника:  
             y 
                                  
              2    P3          P4                   B 
             
                                                     P2 
         
                                                   A 
                                                               x 
                0           1                   3   
                            P1                   
 

                                  

( )

( )









=+−=+−=
∂
∂

=+−=+−=
∂
∂

.0y2x23xyx2x2x3
y

z

0yx33xy2xy2yx6xy6
x

z

2232

22

 

Приравнивая производные к нулю, можно на  x   и   y  сократить, т. к. внутри пря-
моугольника  .0y,0x >>   Тогда 

           




−=−
−=−

;3x2y2

3x3y
                 





−=−
=+−
3x2y2

6x6y2
                 .

4

3
x;3x4 ==  

 

Следовательно,  .
4

3

4

912

4

3
33y −=+−=⋅+−=  

Стационарная точка с координатами   






 −
4

3
,

4

3
P1 ,   не лежит в области. 

Находим экстремум функции на границах: 
 

     
.0zтогда,0y)б

.0zтогда,0x)a

==
==

 

 
     ( ) ( ) y27y93yy9y63y9zтогда,3x)в 2 −=−=+−==  
 

                                    .
2

3

18

27
y,027y18zy ===−=′  

 

В точке    :zфункциизначениенаходим
2

3
,3P2 







  

.25,20
4

81

2

3
27

4

9
9z

2p
−=−=⋅−⋅=  

 
  



 67 

     ( ) ,x4x102x23x2zтогда,2y)г 322 −=+−==  
 

( ) .0x35x4x12x20z 2
x =−=−=′  

 
При   ( ) .0z;2,0Pточкаместоимеет,0x

3P31 ==  

При   ;2,
3

5
координатыимеетPточка;

3

5
x 4 







= .2,9
27

125
4

9

25
10z

4P
=≈⋅−⋅=  

Находим значения функции в точках пересечения границ: 
 
     ( ) 0z0,00)a

0
=  

     ( ) 0z0,3A)б
A

=  

     ( ) ( ) .1826329z2,3В)в
B

−=+−⋅=  

 
Из всех значений функции в этих точках выбираем наибольшее и наименьшее: 
 

                            .25,20zz;
27

250
zz

24 PminPmax −====    
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