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1. СКАЛЯРНЫЕ И ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 
 
В математике и физике приходится иметь дело с величинами двух  типов: ска-

лярными и векторными. Скалярные величины характеризуются при выбранной 
единице измерения одним числом (масса, заряд…). Векторные величины характе-
ризуются помимо числа, измеряющего их, еще и своим направлением в простран-
стве (скорость точки, напряженность электрического заряда, …). 

Если в каждой точке пространства (или некоторой его области) определено 
значение физической величины, то говорят, что задано поле этой величины. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Скалярным полем называется пространство (или его об-
ласть), в каждой точке которого определена некоторая скалярная функция  

u = u(x, y, z). 

Изучим основные характеристики скалярного поля. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Геометрическое место точек пространства, в которых 
функция u(x, y, z) имеет одно и то же значение, называется поверхностью уровня 
или эквипотенциальной поверхностью скалярного поля.  

Поверхности уровня определяются  уравнением   
u(x, y, z) = const. 

Рассмотрим примеры. 

1. Определить эквипотенциальные поверхности поля электростатического по-
тенциала. 

    Решение. Потенциал электростатического поля определяется формулой  

u(x, y, z) =
( ) ( ) ( )222 czbyax

q

−+−+−
, 

где q – величина заряда;  a, b, c – координаты точки, в которой помещен заряд.  

Уравнение эквипотенциальных поверхностей имеет вид  

( ) ( ) ( )
с

czbyax

q
222

=
−+−+−

, 

откуда ( ) ( ) ( )
2

222

c

q
czbyax 







=−+−+− . 

Эквипотенциальные поверхности представляют собой концентрические сферы 
с центром в точке А(a; b; c) и радиусами c/q . Интересно отметить, что с увеличе-

нием  С эквипотенциальные поверхности сближаются, сгущаясь в точке, в которой 
находится заряд. 
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2. Найти поверхности уровня скалярного поля  u(x, y, z) = ])q,ih([expA − , где 

kzjyixr
rrr

r ++= , а ( )kγcosjβcosiαcosqq
rrr

r ⋅+⋅+⋅⋅= , qq
r=  – постоянный вектор 

(волновой вектор), h – постоянная распространения среды, постоянная А –  
амплитуда.   

Решение. Уравнение поверхностей уровня 

( ) c.e z γcosyβcosxαcos-q =⋅+⋅+⋅⋅  

Так как h и q – постоянные числа, получим выражение 

.czγcosyβcosxαcos 1=⋅+⋅+⋅  

Это уравнение представляет семейство параллельных плоскостей. Приведён-
ное скалярное поле описывает плоскую волну, распространяющуюся в направле-
нии вектора { }γcosβ;cos;αcosq0 =r

‖ q
r

, а поверхности уровня этого поля – фронт 
волны. 

3. Найти поверхности уровня скалярных полей: 

а) 
z

yx
u

22 += ; б) u = x2 – y2; в) u + x ln u + y = 0. 

Решение. Например, в плоского поля б) линии уровня x2 – y2 = C – семейство 
гипербол. 

Важной характеристикой скалярного поля u(x, y, z) является скорость его из-
менения в любом направлении. Пусть M0 – точка поля. Проведём через M0 луч l  , 
где 0

rrrr

llll  - единичный вектор луча l . На луче l  выберем точку M, близкую к точке 

M0. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Производной скалярного поля u в точке M0(x0; y0; z0) по на-
правлению l называется предел (если он существует) 

,
∆

∆u
lim

0∆ ll→
,)u(Mu(M)∆u 0−=   =∆l .ММ0  

Такая производная обозначается: ./u l∂∂ . 

Пусть u(x, y, z) дифференцируема. Производная от u по направлению, опреде-
ляемому направляющими cos α, cos β, cos γ, вычисляется по формуле 

  γ.cos
z

u
βcos

y

u
αcos

x

uu

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂
l

                                   (1) 
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4. Найти производную скалярного поля u = x2y + xz2 – 2 в точке M0 (1; 1; -1) по 
направлению к точке M1(2; -1; 3). 

Решение. Найдём вектор 10ММ  и его направляющие косинусы: 

( )4;2;1ММ 10 −= .  Длина вектора  211641ММ 10 =++= . Следовательно, 

cos α = 
1

21
 ,  cos β = 

-2

21
,  cos γ = 

4

21
. 

Вычислим частные производные функции u и их значения в точке M0: 

( ) -2.2xz
z

u
1,x

y

u
3,z2xz

x

u
000

MM

2

M

2 ==
∂
∂==

∂
∂=+=

∂
∂

 

Используя формулу (1), получим 

.
21

7-

21

4
(-2)

21

2-
1

21

1
3

u

0M

=⋅+⋅+⋅=
∂
∂
l

 

Таким образом, скалярное поле убывает в точке M0, по направлению 10ММ , 

скорость убывания 
u 7

=
21llll

∂
∂

. 

5. Вычислить производную скалярного поля U = arctg xy в точке M0(1; 1), при-
надлежащей параболе y = x2, по направлению этой кривой (в направлении возрас-
тания x). 

 

      Решение. Направлениеl параболы y = 

x2 в точке M0(1; 1), считается направле-

ние касательной к параболе этой точке. 

Пусть касательная ℓ к кривой в точке М0 

образует с осью 0X угол α.  

x-1y' = 2x tgα = y' =2. 

Отсюда направляющие косинусы касательной 

 
5

1

tg1

1
cos

2
=

α+
=α ,  

.
5

2
αcos1βcos 2 =−=  
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Значения частных производных данной функции в точке М0: 

2

1

(xy)1

y

x

U
0M2

=
+

=
∂
∂

; 
2

1

(xy)1

x

y

U
0M2

=
+

=
∂
∂

. 

По формуле (1)  
52

3

5

2

2

1

5

1

2

1U =⋅+⋅=
∂
∂
l

 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Градиентом дифференцируемого скалярного поля  

u = u(x, y, z) 

в данной точке называется вектор  
u u u

i j k
x y z

∂ ∂ ∂+ +
∂ ∂ ∂

. Обозначается grad u . Связь 

между производной от u по направлению l  и вектором grad u в данной точке даёт-
ся формулой 

( ) 






⋅==
∂
∂ ∧

00 ,ugradcosugrad,ugrad
u

ll

l

  ,                                     (2) 

где 0l
r { }γcosβ;cos;αcos=  - единичный вектор направления l . 

Градиент скалярного поля u(x, y, z) направлен по нормали к поверхности уров-
ня, проходящей через данную точку, и указывает направление и величину наи-
большего изменения скалярного поля в данной точке. Величина этой наибольшей 
скорости  

2
z

2
y

2
x uuuugrad ′+′+′= . 

Единичный вектор нормали n
r

 к поверхности u(x, y, z) = C 

ugrad

ugrad
n ±=r

 . 

Разберём несколько примеров вычисления градиента. 

6. Указать направление и скорость наибольшего изменения скалярного поля  
u = ln(x2 + 2y2 + 3z2) в точке M0(1;  1;  -1). 

Решение. Скорость изменения поля  u = ln(x2 + 2y2 + 3z2) в точке M0(1;  1;  -1) 
максимальна в направлении градиента в этой точке. Величина её равна модулю 
градиента. Следовательно, решение задачи сводится к нахождению величины и 
направления градиента в точке M0. По формуле (2) 

k
3z  2y  x

6z
j

3z  2y  x

4y
i

3z  2y  x

2x
ugrad

222222222

rrr

++
+

++
+

++
= . 



 7 

В точке M0(1; 1; -1)  kj
3

2
i

3

1
ugrad

rrr

−+= ,   
3

14
1

9

4

9

1
ugrad =++=  

 
7. Найти единичный вектор нормали к поверхности x3 + y3 + 3z2y – 5xy2 = 9 в 

точке M0(1; 1; 2). 

Решение. Градиент скалярного поля  U = x3 + y3 + 3yz2 – 5xy2 (данная поверх-
ность – поверхность уровня скалярного поля при С = 9) направлен по нормали к 
данной поверхности, так что вектор  

( ) ( ) k12j5i2kzy6jxy10z3y3iy5x3)u(Mgrad 2222
0

rrrrrr

++−=+−++−=  

определяет вектор нормали к поверхности. 

Единичный вектор нормали 
173

k12j5i2

ugrad

ugrad
n

⋅+⋅+⋅−== . 

 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Векторным полем называется пространство (или его об-
ласть), в каждой точке M(x; y; z) которого задан определённый вектор а . 

Вводя в пространство декартову систему координат, представим вектор а  в 
виде  

k z) y, (x,aj z) y, (x,ai z) y, (x,az) y, (x, a 321 ++= . 

Кривая L называется векторной линией а , если в каждой точке этой кривой ка-
сательная к ней совпадает с направлением вектора а  в этой точке. 

 ,
z) y, (x,a

zd
 

z) y, (x,a

yd
 

z) y, (x,a

xd

321

==                                         (3) 

которую можно записать в виде 

 z) y, (x,a
dt

zd
 z), y, (x,a

dt

yd
, z) y, (x,a

dt

xd
321 === .                         (4) 

Через каждую точку M поля (не являющуюся особой точкой, т. е. a(M) 0≠ ), 

проходит ровно одна векторная линия. Таким образом, векторные линии замкнуты 
либо начинаются и кончаются на границе поля. 

Рассмотрим несколько примеров. 

8. Показать, что некоторые линии однородные поля kpjnima ++=r   (m, n, p 
– постоянные) – суть параллельные прямые. 

Решение. Система дифференциальных уравнений, определяющая векторные 

линии, имеет вид p
dt

zd
 n,

dt

yd
, m

dt

xd === .  
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Её общее решение: x = mt + x0;  y = nt + y0; z = pt + z0, где x0, y0, z0 – постоянные 
интегрирования, представляет собой уравнения параллельных прямых в парамет-
рической форме. 

9. Определить силовые линии электростатического поля 3r/rqЕ
r= ,  

kzjyixr ++= , rr = , образованного зарядом q, помещённым в начало координат. 

Решение. Составляем систему дифференциальных уравнений силовых линий 

3 3 3r dx r dy r dz
= =

qx qy qz
 или 

dx dy dz
= =

x y z
. 

Решая эту систему, получим y = c1x, z = c2y (c1 ≠ 0, c2 ≠ 0), т. е. силовые линии – 
прямые, проходящие через начало координат. 

10. Найти векторные линии магнитного поля, образованного постоянным элек-
трическим током с силой ℑℑℑℑ, текущим по бесконечно длинному прямолинейному 
проводу. 

Указания. Если провод принять за ось 0Z, то, как известно из курса электро-
магнетизма, напряжённость H  магнитного поля определяется по формуле 

2H (-y i+x j)
2πρ

ℑℑℑℑ==== , 

где 2 2ρ= x +y – расстояние от точки наблюдения M(x, y, z) до оси 0Z. 

Решение. Система дифференциальных уравнений векторных линий магнитного 

поля Hбудет иметь вид 
dx dy dz

= =
-y x 0

. 

Интегрируя,  найдём x2 + y2 = R2, z = h, R, h. – постоянные. Таким образом, век-
торными линиями магнитного поля H  являются концентрические окружности с 
центром на оси 0Z, лежащие в плоскостях constz = . 

 

Задачи для самостоятельной работы 

1. Найти поверхности уровня скалярных полей 

а) u = φ(r), 222 zyxr ++=   – центрально-симметричное (сферическое) поле. 

б) 22 yxu +ϕ=   – цилиндрическое поле. 

в) ( )z,yxu 22 +ϕ=   – осесимметричное поле. 
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2. Найти линии уровня скалярного поля 

а) 
x2

y
lnu = ;     б)

x

y
u

2

= ;     в) 
22 yxeu −= . 

3. Найти производную скалярного поля 
z

xy
u =  по направлению 0 1M M

uuuuuur

 в точке 

M0, если M0(1; 2; 1), а  M1(0; 3; 4). 

4. Найти производную скалярного поля u = ln(xy + yz + xz) в точке M0(0; 1; 1) 
по направлению окружности  x = cos t,     y = sin t,     z = 1. 

5. Найти производную функции u = x2 + y2 + z2 – 1 в направлении градиента 
функции v = x + y +z. 

6. Найти в точке M0(1; 1; 1) направление наибольшего изменения скалярного 
поля u = xy + xz + yz  и величину этого изменения. 

7. Определить поле градиентов потенциала u = ,
r

q 222 zyxr ++=  электроста-

тического поля, образованного точечным зарядом q, помещённым в начало коор-
динат. 

8. Найти единичный вектор нормали к поверхности x2 – 4x2y + 5z2 = 4 в точке  

M0(-1; 0,5; -1). 

9. Найти векторную линию поля )constb(kbjxiya =++−=
rrr

r

, проходящую че-
рез точку M0(1; 0; 0). 

10. Плоский поток жидкости характеризуется вектором скорости 
j)1x2(xixyv
rr

r ++= . Определить векторные линии поля скоростей. 

11. Найти векторные линии поля градиентов скалярного поля u = 
3

1
x3 +xy2 + 4.  

. 
 

2. ПОТОК ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 
 
Пусть k z) y, (x,aj z) y, (x,ai z) y, (x,az) y, (x, a 321 ++=  – векторное поле. Рас-

смотрим в векторном поле а гладкую ориентируемую поверхность S с единичным 
вектором нормали n  к выбранной стороне. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Потоком П векторного поля z) y, (x, a  через ориентируе-
мую поверхность S в направлении нормали n называется поверхностный интеграл 

∫∫=
S

dS )n ,a(П .                                                     (5) 

Вычисление поверхностного интеграла (5) сводится к вычислению двойного 
интеграла. Для этого поверхность S проектируют взаимно однозначно на одну из 
координатных плоскостей. Это можно сделать, если уравнение F(x, y, z) = 0  
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поверхности S однозначно разрешимо относительно какой-либо переменной. 
Пусть, например, поверхность S взаимно однозначно проектируется на плоскость 
X0Y и задана уравнением z = f(x, y) и Dxy – проекция S на плоскость XOY . Так как 
элемент площади dS поверхности и элемент площади dx dy области Dxy связаны 
равенством 

  γcos 

dydx 
dS= , 

где γ – угол 0Z),n(  ̂ , и на поверхности S  z = f(x, y), поверхностный интеграл (5) 
равен следующему двойному:  

dydx
 γcos 

)n ,a(
П

XYD

y) (x, f z∫∫ 












=

=

                                     (6) 

Единичный вектор нормали n  находится по формуле 

[ ]
[ ] )k  γcosj β cosi α (cos

ff1

kj fi f

y) (x,fzgrad 

y) (x, fz grad
n

2'
y

2'
x

'
y

'
x ++±=

++

+−−
±=

−
−±= .      (7) 

Знак в этой формуле выбирается так, чтобы нормаль n указывала заданную 
сторону поверхности. Аналогично, если S взаимно однозначно проектируется на 
плоскость Y0Z или X0Z, то 

  ∫∫ 













α
=

ϕ=

YZD

z) (y,x 

dzdy  
 cos 

)n ,a(
П        или      ∫∫ 













=

=

XZD

z) (x,ψy 

dzdx  
 βcos 

)n ,a(
П . (8) 

Разберём несколько примеров вычисления потока. 

1. Вычислить поток векторного поля ( ) ( ) ( )kxzj zyi yxa 222222  +++++=  че-
рез часть плоскости z = h, ограниченную окружностью x2 + y2 = 1, в направлении 
орта k . 

Решение. В подобных задачах поток векторного поля вычисляется особенно 
просто. Дело в том, что здесь не нужно находить вектор аналитически. Из геомет-
рических соображений ясно, что kn =  и кроме того, очевидно, dydxdS= . 
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Так как ( ) 22 yxn ,a += , по формуле (6) 

( )

( )∫ ∫

∫∫

=ϕ+ϕ=

=+=

=+
=

2π

0

1

0

222

1YX

hz

22

dρ ρ cosρhd

dydx zxП
22

 

∫ +=ϕ







ϕ+=

2π

0

22
2

.
4

π
h πdcos

4

1

2

h
 

 
2. Найти поток векторного поля k y)(5xj z)3y-(xi 2z)-(xa ++++=  через 

верхнюю сторону треугольника АВС: A(1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1). 

 

Решение. Уравнение плоскости ABC:  

x + y + z = 1. 

Нормальный вектор плоскости 

.1) 1; (1;N =  

 Единичный вектор нормали 








=
3

1
 ;

3

1
 ;

3

1
n . 

 

( )

z).4y(7x
3

1

3

1
y)(5x

3

1
z)3y(x

3

1
z) 2(xn ,a

−+=++

++++−=
 

Вычисляем поток, применяя формулу (6):  

dxdy3dS= . 

∫∫∫∫
∆∆

−−=
=−+=







 −+⋅=

)ABC()ABC(

yx1 z
dydx  1)5y(8xdydx 

3

z4y7x
3П  

∫ ∫
−

−+=
1

0

x1

0

dy 1)5y(8xdx ∫ =




 −−−+−=

1

0

2

3

5
dx x)(1x)(1

2

5
x)(18x . 
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3. Найти поток векторного поля k 2zj 2y)(1i2x a +−+=  через внешнюю сто-
рону замкнутой поверхности S, состоящей из части S1 параболоида 
x2 + z2 = 1 – 2y (y ≥ 0) и части S2 плоскости X0Z. 

 

Решение. Искомый поток вычисляет-
ся по формуле 

∫∫ ∫∫+=

=+=

)(S )(S
21

21

1 2

dS )n (a,dS )n (a,

ППП

 

Найдём вначале П1. Поверхность S1 
взаимно однозначно проектируется на 
плоскость XOZ, её проекция  DXZ  – круг 
x2 + z2 ≤ 1. 

Воспользуемся одной из формул (8). 

Уравнением поверхности [ ]22
2 zx1

2

1
yбудетS −−= .  

Найдём единичный вектор нормали:  

2222

22

zx1

k zjix 

)zx(1
2

1
ygrad

)zx(1
2

1
ygrad

n
++

++±=






 −−−






 −−−
±= . 

Так как рассматривается внешняя сторона поверхности, cos β должен быть 
больше нуля. Поэтому в уравнении нормали следует взять знак плюс. 

22

22

zx1

2z2y)(12x
)n ,a(

++

+−+= ,   
22 zx1

1
βcos

++
= . 

=++
++

+−+==
−−=

≤+
∫∫ ∫∫ dzdx zx1

zx1

2z2y)(12x
)dSn (a,П

)yx(1
2

1
y 

)(S

22

1zx

22

22

11 22

1
22

 

.π
2

3

4

1
2π3dρ ρρd3dzdx  )z(x3

1zx

2π

0

1

0

222

22

∫∫ ∫ ∫
≤+

=⋅⋅=ϕ=+=  

Теперь вычислим поток П2. На поверхности S2, где y = 0, x2 + z2 ≤ 1, внешняя 
нормаль jn2 −= .  

Поэтому ∫∫∫∫ ∫∫ −=−−=−== =
)(S

0y
)(S )(S

22

22 2

πdzdx   2y)(1dzdx  )j ,a(dS )n ,a(П . 

Таким образом, весь поток равен 2/π . 



 13 

4. Найти поток векторного поля k zj2x iy a −−=  через внешнюю сторону по-

лусферы x2 + y2 +z2 = R2, z ≥ 0. 

 

Решение.  Полусфера x2 + y2 +z2 = R2, 
z ≥ 0 взаимно однозначно проектируется 
на круг x2 + y2 ≤ R2.  
Единичный вектор нормали к полу-

сфере 

[ ]

.
zyx

k zjy ix 

.][......... grad

Rzyx grad
n

222

2222

++

++±=

=
−++

±=

 

Так как n  образует с осью 0Z острый угол (внешняя сторона поверхности!), то 
берём знак “плюс” и, кроме того, на поверхности сферы x2 + y2 + z2 = R2, поэтому  

( )k zjy ix 
R

1
n ++= ,      

R

z
γcos = ,        

y

dzdx  R

γcos

dydx 
dS ==  . 

Вычислим скалярное произведение ( )
R

zxy
z2xyxy

R

1
)n ,a(

2
2 +=−−= . 

 По формуле (6) получаем, учитывая, что из уравнения сферы 
222 yxRz −−= :  

.dydx 
yxR

yxRxy

dydx 
z
R

R
zxy

)dSn ,a(П

222

222

222

Ryx

222

222

yxRz

(S) Ryx

2

∫∫

∫∫ ∫∫

≤+

−−=

≤+

−−
−−+−=

=+−==

 

После подстановки ϕ=ϕ= sin  ρy, cos ρx  

∫∫ ∫∫ =
−

ϕϕϕ−=
−

−+ϕϕϕ−=

R

0

22

3
R

0

2π

0

22

222
2π

0

ρR

dρρ
dsin cosρdρ

ρR

ρRsin  cosρ
dП  

( ) 3

2π

0

R

0

2/322
R

0

22

R

0

22 πR
3

2

3

ρR
2πρdρρR2πρdρρRd −=−=−−=−ϕ−= ∫ ∫∫ . 

В некоторых случаях поверхность, через которую вычисляется поток вектор-
ного поля, не проектируется взаимно однозначно ни на одну из координатных 
плоскостей. Разберём, как поступать в таких ситуациях. 
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5. Вычислить поток векторного поля k y)(xj z)(yi z)(xa −+++−=  через 
внешнюю сторону боковой поверхности кругового цилиндра x2 + y2 = 1, ограни-
ченного снизу плоскостью x + y + z = 1, а сверху – плоскостью x + y + z = 2. 

 

 Решение.  Найдём единичный вектор 

 нормали к цилиндру 

[ ]

, jyix 
yx

jyix

.][.........grad

1yxgrad
n

22

22

+=
+

+=

=−+=

 

так как на поверхности цилиндра 

x2 + y2 = 1. 

 

Составляем скалярное произведение векторов a  и n :        

z)(yy z)(xx )n ,a( ++−= . 

По формуле (4) поток  ( ) ( )[ ] ( )[ ]∫∫∫∫ +−=++−=
SS

dS 1zxydS zyyzxxП , 

так как x2 + y2 = 1 на цилиндре. 

Для вычисления этого поверхностного интеграла формулой (6) или (8) вос-
пользоваться нельзя. Данная часть цилиндра S на плоскость X0Y проектируется в 
окружность x2 + y2 = 1, z = 0. На другие координатные плоскости S проектируется 
также не взаимно однозначно. 

 

Для вычисления получивше-
гося интеграла введём на цилинд-
ре координаты φ и z. Координаты 
φ, z точки цилиндра связаны с 
прямоугольными координатами  
x, y, z этой же точки по формулам   

x = R cos φ, y = R sin φ, z = z, 

где R – радиус цилиндра. Для 
элемента площади dS цилиндра 
имеем следующее выражение:  

dS = R dφ dz 

( в данном случае R = 1). 
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Подставляя это в интеграл, найдём ( )[ ] dzd 1zcossinП

S

ϕ+ϕ−ϕ= ∫∫ . 

На рассматриваемой части цилиндра угол φ изменяется от 0 до 2π, а при каж-
дом фиксированном φ координата z изменяется от z = 1 – x – y = 1 – cos φ – sin φ до 
 z = 2 – x – y = 2 – cos φ – sin φ. Расставляем пределы интегрирования и вычисляем 

( )[ ]∫ ∫
ϕ+ϕ−

ϕ+ϕ−

=+ϕ−ϕϕ=
2π

0

)sin  (cos2

)sin  (cos1

dz 1z  cossin dП  

( )
( )

( )
=ϕ




















 +ϕ−ϕ=∫
ϕ+ϕ−

ϕ+ϕ−

2π

0

 cos cos2 

sin  cos1 

2 d zcossinz
2

1
 

( ) ( ) ( )[ ]{ }∫ =ϕ+ϕ+ϕ−−ϕ+ϕ−ϕ−ϕ=
2π

0

22 πd 2)sin  (cos1)sin  (cos2 cossin 
2

1
. 

 
 

Задачи для самостоятельной работы 
 
1. Вычислить поток радиуса-вектора kzjyixr ++=  через верхнюю сторону 

круга, вырезаемого конусом 22 yxz += на плоскости z = 3. 

2. Найти поток вектора k 2z)(4yj 3y)(xi z)(5xa −+−++=  через часть плос-
кости x + y + z = 2, лежащую в первом октанте в направлении нормали, состав-
ляющей с осью 0Z острый угол. 

3. Вычислить поток векторного поля kzjyixa 222 ++=  через часть кониче-

ской поверхности x2 + y2 = z2 (0 ≤  z ≤ 1) в направлении внешней нормали к конусу. 

4. Найти поток векторного поля kzx j yzixy a ++=  через часть внешней сто-
роны сферы x2 + y2 + z2 = 1, заключенной в первом октанте. 

5. Определить поток вектора k 3zj2y ix a ++=  через внешнюю сторону ци-
линдрической поверхности x2 + y2 = 9, ограниченной плоскостями z = 0 и  

x + y + z = 3. 
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 3. ДИВЕРГЕНЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ. 
ТЕОРЕМА ОСТРОГРАДСКОГО-ГАУССА 

 
Пусть M – некоторая точка в векторном поле a . Окружим точку M замкнутой 

поверхностью S, ограничивающий объём. Вычислим поток П векторного поля 
aчерез внешнюю сторону поверхности S и составим отношение 

V

dS)n,a(

V

П S
∫∫

= . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Дивергенцией (расходимостью) векторного поля a  в точке M 

называется предел отношения 
V

П
 при условии, что поверхность S произвольным 

образом стягивается в точке M. Обозначается (M)a div . 
Итак, по определению 

V

dS )n ,a(

lim(M)a div S

0V
MS

∫∫

→
→

= .                                    (1) 

Физический смысл дивергенции состоит в том, что она определяет мощность 
источников или стоков векторного поля. Если 0(M)a div > , то точка M – источник 
векторного поля (в окрестности тоски M поле a  возникает). Если 0(M)a div < , то 
точка M – сток (в окрестности тоски M поле исчезает). 

Если kajaiaa 321 ++= и функции a1, a2, a3 имеют непрерывные частные произ-
водные первого порядка, то дивергенция вычисляется по формуле 

z

a

y

a

x

a
a div 321

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= .                                           (2) 

Теорема Остроградского-Гаусса. Поток векторного поля a  через внешнюю 
сторону замкнутой поверхности S равен тройному интегралу от дивергенции этого 
поля по объёму V, ограниченному поверхностью S  

  ∫∫ ∫∫∫=
S V

dVa div)dSn,a( .                                                (3) 

1. Определить, имеет ли поле kzj5xy i3xa 22 +−=  источники (стоки) в точках  

M1 (1; 2; 3), M2(1; – 5; – 1), M3(2; 0; – 1). 

Решение. Следует вычислить дивергенцию векторного поля a  в точках М1, M2, 
M3. По формуле (2) имеем: 2z5x6xa div +−= .   7321516a div

1M =⋅+⋅−⋅= ; 
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11)(2516a div
2M −=−⋅+−⋅= ;    0(-1)22526a div

3M =⋅+⋅−⋅= . В точке М1 

имеется источник, в точке M2 сток,  в точке M3 нет ни источника, ни стока. 
 
2. Определить дивергенцию вектора напряжённости электростатического поля 

3r

rq
E = ,   k zjy ix r ++= ,     rr = , образованного точечным зарядом q, помещён-

ным в начало координат. 

Решение. Запишем подробно выражение для вектора 

( )
222 zyx

 k zjy i x  q
E

++

++= . 

Найдём частные производную 








∂
∂

3r

qx

x
. Частные производные 









∂
∂

3r

qy

y
, 










∂
∂

3r

qz

z
 получают из первой замены x на y и x на z. Имеем (для r ≠ 0) 

( )
5

22

4

2

4

2
1

222

6

33

3 r

3xr
 q

r
r

3x
q

r

2xzyx
2

1
3xr

 q
r

x

r
3rxr

 q
r

qx

x

−=
−

=
⋅++⋅−

−∂
∂⋅−

=








∂
∂

−

, 

5

22

3 r

3yr
 q

r

qy

y

−=








∂
∂

,   
5

22

3 r

3zr
q

r

qz

z

−=








∂
∂

. 

Следовательно,  

( )
0

r

3r3r
q

r

zyx 33r
q

r

qz

zr

qy

yr

qx

x
E div

5

22

5

2222

333
=−=++−=









∂
∂+









∂
∂+









∂
∂= . 

Итак, 0E div =  - во всех точках, где r ≠ 0. 

Решим ряд задач на применение теоремы Остроградского. 

3. Вычислить поток векторного поля kzjyixa 333 ++=  через поверхность куба 

0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤ z ≤ a. 

Решение. Воспользовавшись теоремой Остроградского, получим, что искомый 
поток равен 

( )

( )∫ ∫ ∫

∫∫∫∫∫

=++=

=++==

a

0

a

0

a

0

5222

V

222

S

.3adzzyxdydx3

dzdydx 3z3y3xdS)n ,a(П

 



 18 

 
4. Задача № 2 из §3. 
Решим эту задачу, используя формулу Остроградского. 

2222a div  ,k 2zj 2y)(1i2x a =+−=+−+= . 

Поток равен 

∫∫∫=
V

2dVП . 

Для вычисления интеграла перейдём к цилиндрическим координатам 

x = ρcos φ, z = ρsin φ, y = y. 

Имеем  

( )
2

π

4

1

2

1
2π

4

ρ

2

ρ
2πdρ

2

ρ-1ρ
4πdyρdρd2П

2π

0

1

0

2

ρ-1

0

1

0

42
1

0

2

2

=






 −=







−==ϕ= ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Получаем тот же результат, но более коротким путём. 
 
5. Найти поток вектора k z)y(xa ++=  через замкнутую поверхность  

(x + y)2 = 1 – z, x = 0, y = 0, z = 0, лежащую в первом октанте. 

 

Решение. Поверхность (x + y)2 = 1 – z  
представляет собой цилиндр, образующие 
которого параллельны прямой x + y = 1. 

 Поверхность (x + y)2 = 1 – z пересекает 
плоскость y = 0 по параболе z = 1 – x2, плос-
кость x = 0 по параболе z = 1 – y2.  

Воспользуемся формулой Остроградско-
го. Вычисляем .a div   

1,a div =  поэтому поток численно равен 
объёму тела.  
 

Вычисляем   ( )[ ]∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫
− +− −

=+−==⋅=
V

1

0

x1

0

y)(x1

0

x1

0

2
1

0

2

dyyx1dxdzdydxdxdydz1П  

( ) ( )∫ ∫ =









+−=




 −−=










 −−=

1

0

1

0

1

0

42
x-1

0

3

4

1

12

x

2

x
x

3

2
dx

3

1
x1dx

3

yx
y . 

Иногда теорему Остроградского удобно применять для вычисления потока че-
рез незамкнутую поверхность. Покажем этот приём на следующем примере. 
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7. Найти поток векторного поля kzj yzi xza 2++=  через внешнюю часть сфе-

ры x2 + y2 + z2 = 9, отсечённой плоскостью z = 2 (z ≥ 2). 

 

Решение. Для того, чтобы воспользо-
ваться теоремой Остроградского, замкнём 
снизу данную поверхность S1 куском S2 
плоскости z = 2, который ограничен ок-
ружностью x2 + y2 = 5, z = 2. Пусть V – 
объём полученного тела. По теореме Ост-
роградского полный поток 

( )

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

=

=++=

==

V

V

V

dzdydxz4

dzdydxz2zz

dzdydxa divП

. 

Тройной интеграл вычисляем в цилиндрических координатах 

( )[ ] ( )∫∫ ∫ ∫ ∫ =−=−−=ϕ=

− 5

0

5

2π

0

5

0

ρ9

2

2

5

0

dρ ρ5ρ4πdρ 4ρ9ρ4πdz zρdρd4П

2

 

25πρ
4

1
ρ

2

5
 4π

5

0

42 =






 −= . 

Ввиду аддитивности поверхностного интеграла 

∫∫∫∫ =+=+=

21 S

2

S

121 25πdS )n ,a(dS )n ,a(ППП . 

Отсюда поток через часть сферы 

∫∫−=−=

2S

221 dS )n,a(25πП25πП . 

Поток вектора a  через круг S2: x
2 + y2 ≤ 5,  z = 2 равен ( kn2 −= ) 

( )∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫
≤+ ≤+

= =−=−=−==

2 2
22 22S S 5yx 5yx

2z
22

22 dydx 4dydx  zdS zdS )n ,a(П  

 ( ) 20π54π
2

−=−= . 

Искомый поток ( ) 45π20π-25πП1 =−= . 
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Задачи для самостоятельной работы 

1. Вычислить ( )ar div ⋅ , где a  - постоянный вектор, а 222 zyxr ++= . 

2. Найти дивергенцию вектора H  напряжённости магнитного поля, образован-
ного постоянным электрическим током с силой ℑ, текущем по бесконечно длин-
ному проводнику. 

Указание. См. задачу 1.10. 

3. Вычислить поток векторного поля k 3z)(5yj z)(xi x)(ya −+++−=  через 
полную поверхность пирамиды, ограниченной плоскостями x = 0, y = 0, z = 0, 

 x + y + z = 5. 

4. Найти поток векторного поля kzjyixa 333 ++=  через замкнутую поверх-

ность, ограниченную сферой  x2 + y2 + z2 = R2 и конусом x2 + y2 = z2, z ≥  0. 

5. Вычислить двумя способами (непосредственно и по теореме Остроградско-
го) поток векторного поля kxiya 22 +=  через замкнутую поверхность, ограничен-
ную частью поверхности x2 = 1 – y – z и координатными плоскостями  

(x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0). 

6. Найти поток векторного поля k zjy i3x a +−= через внешнюю сторону час-

ти поверхности параболоида x2 + y2 = 9 – z, (0 ≤ z ≤ 9). 

 
 

4. ЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ В ВЕКТОРНОМ ПОЛЕ. ЦИРКУЛЯЦИЯ 
 
Пусть в поле векторе a  задана ориентированная (указано направление обхода) 

кусочно–гладкая кривая L. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Линейным интегралом векторного поля a  вдоль кривой L 
называется криволинейный интеграл 

∫ ∫ ++=
L

32
L

1 dz ady adx a)rd ,a( ,                               (1) 

где 

k dzjdy idx rd ++=  

– дифференциал радиуса вектора r  вдоль кривой L. 

Если a  - силовое поле, то линейный интеграл равен работе сил этого поля 
вдоль кривой L. 

Отличительное свойство линейного интеграла: 

∫ ∫−=
AB BAL L

)rd ,a()rd ,a( . 
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То есть при изменении направления обхода линии L линейный интеграл меня-
ет знак. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Линейный интеграл по замкнутому контуру L называется 
циркуляцией C векторного поля a . 

Обозначают:  

∫ ∫ ++==
L L

321 dz) ady adx (a)rd ,a(С . 

За положительное направление обхода замкнутой кривой L принимается такое 
направление, при котором область, ограниченная кривой L, остаётся слева. Цирку-
ляция векторного поля a  характеризует вращательную способность поля aпо дан-
ному контуру. 

Вычисление линейного интеграла и циркуляции сводится к вычислению опре-
делённого интеграла. 

1. Вычислить линейный интеграл плоского поля j y)(xi y)(xa −++=  вдоль 
дуги параболы y2 = x от точки O(0; 0) до точки A(1; 1). 

Решение. 

∫ ∫ ++=
L L

dy y)-(xdx y)(x)rd,a( . 

Подставляя сюда x = y2, dx = 2y dy и учитывая, что y меняется от 0 до 1, полу-
чим 

( ) ( )[ ] [ ]∫ ∫ =−+=−++
1

0

1

0

2322 1dy y3y2ydy yy2yyy . 

2. Найти работу силового поля kjx ix F −+=  вдоль одного витка винтовой 

линии L: x = R cos t, y = R sin t, z = ht, (0 ≤ t ≤ 2π) 

Решение.  

=

≤≤
==

−==
−==

=−+== ∫∫
LL

2πt0

dth dzht,z

dt t cos Rdyt,sin Ry

dt,t sindx t,cos Rx

dzdyx dxx )rd ,F(A  

[ ] ( ).2hRπht2tsin 
4

R
t

2

R
tsinR

2

1
dthtcosR tcossin t R

2π

0

2

2

0

22
22222

∫ −=









−++−=−+−=

π
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3. Вычислить циркуляцию векторного поля iy a =  по окружности с центром в точ-
ке А(0; R; 0) радиуса R и расположенной сначала в плоскости X0Y, а затем в плос-
кости y = R. 

 

Решение.  

1. Параметрические уравнения окружности L1: 

x = R cos t, y = R + R sin t, z = 0, 0 ≤ t ≤ 2π. 

( ) ( )∫ ∫ −=−⋅+==

1L

2π

0

22
1 πRdt sin tsin t1Rdxy С . 

L2

 

2. Параметрические уравнения окружности L2: 

x = R cos t, z = R sin t, y = R, 0 ≤ t ≤ 2π. 

∫ ∫ =−==

2L

2π

0

2
2 0dtsin t Rdxy С . 

Циркуляция зависит от положения контура в поле. 

4. Вычислить циркуляцию векторного поля ky j zix a +−=  вдоль контура L, 
полученного при пересечении поверхности y2 = 4 – x – z с координатными плоско-
стями. 

         y
2
 = 4 - x

 

Решение. 

Контур CABCABL ++=  состоит из парабол  

y2 = 4 – x  /AB/, 

y2 = 4 – z   /BC/ 

и отрезка прямой  

       x + z = 4  /CA/. 

∫∫ ∫ ∫ ++==
CAL AB BC

)rd ,a()rd ,a()rd ,a()rd ,a(С . 

Каждый из интегралов вычисляем отдельно. На AB : z = 0, dz = 0, 0 ≤ x ≤ 4, 
dxx )rd ,a( = . 

∫ ∫ −==
AB

0

4

8dxx )rd ,a(  
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На 0x:BC = , dx = 0, dzy dy z)rd ,a( +−= . Из уравнении параболы z = 4 – y2,  

dz = – 2y dy, поэтому 

( ) ( )dy 4ydy2y)4y()rd ,a( 222 +−=−−=  

Итак, ( )∫ ∫ =+−=
BC

0

2

2

3

32
dy 4y)rd ,a( . 

На dxx )rd ,a(   0,dy   0,y :CA === .      ∫ ∫ ==
CA

4

0

8dxx )rd ,a( . 

Таким образом, 
3

32
8

3

32
8C =++−= . 

 

5. Вычислить циркуляцию векторного поля kzx j yzixy a ++=  вдоль контура 

1.zy    x1;yx:L 22 =++=+   

 

Решение: Имеем: ∫ ++=
L

dz xzdy yzdxxy С . 

Линия L есть эллипс, полученный в результате 
пересечения плоскости  x + y + z = 1 с цилин-
дром. Найдём его параметрические уравнения. 
Любая точка (x; y; z) эллипса проектируется на 
окружность x2 + y2 = 1. Поэтому можем положить 
0 ≤ t ≤ 2π, тогда z = 1 – x – y = 1 – cos t – sin t (так 
как точка находится на плоскости x + y + z = 1). 

Параметрические уравнения эллипса L:   

x = cos t. y = sin t, z = 1 – cos t – sin t, 0 ≤ t ≤ 2π. 

Вычисляем циркуляцию 

( ) ( )∫ +⋅−−⋅+−⋅⋅=
2π

0

  tcossin t tcos1sin tsin tsin t t[cosС  

( ) =−⋅+ dt] tcossin tt)sin - t cos-(1 t cos  

[ ]∫ ∫ −=−=+−⋅−+⋅−=
2π

0

2π

0

23222 πdtt cosdt tcostcossin ttcos2tsin  tcost3sin . 
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Задачи для самостоятельной работы 

1. Вычислить линейный интеграл векторного поля  

k z)(xj z)(yi y)(xa +++++=  

вдоль отрезка прямой от точки A(1; 2; 3) до точки B(5; 4; 7). 

2. Вычислить работу плоского силового поля j a)(yi y)(2аF −+−=  вдоль пер-
вой арки циклоиды t)cos(1 ay   t),sin(t ax −=−= . 

3. Найти циркуляцию векторного поля k z)(6xj 4y)(xi 5z)(3xa −++++=  по 
контуру треугольника с вершинами в точках A(2; 0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 2). 

4. Вычислить циркуляцию векторного поля ky j zix a −+=  вдоль линии пере-
сечения части поверхности (x2 – 1)2 = z2 + y2, находящейся в первом октанте, с 
плоскостями координат. 

 
5. РОТОР ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ. ТЕОРЕМА СТОКСА 

 
Пусть координаты векторного поля 

k z) y, (x,aj z) y, (x,ai z) y, (x,az) y, (x, a 321 ++=  

непрерывны и имеют непрерывные частные производные первого порядка по всем 
своим аргументам. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Ротором (вихрем) векторного поля a  называется вектор 

321

123123

aaa
zyx

kji

k 
y

a

x

a
j 

x

a

z

a
i 

z

a

y

a
arot ∂

∂
∂

∂
∂

∂=








∂
∂−

∂
∂+









∂
∂−

∂
∂+









∂
∂−

∂
∂=  .   (1) 

Проекция вектора M
arot  на ось ℓ характеризует вращательную способность 

векторного поля в данной точке M вокруг оси ℓ и называется завихренностью век-
торного поля a  вокруг этой оси. 

ТЕОРЕМА СТОКСА. Циркуляция векторного поля a  по замкнутому контуру 
L равна потоку ротора этого векторного поля через любую поверхность (S), натя-
нутую на контур L. 

   ∫∫∫ =
(S)L

dS )n ,a(rot )rd ,a( .                                           (2) 

Направление обхода контура и сторона поверхности согласованы так, чтобы из 
конца нормали обход контура в выбранном направлении был виден совершаю-
щимся против часовой стрелки. 
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ПРИМЕРЫ. 

1. Найти ротор векторного поля k)x(zj)z(yi)y(xa 222222 +++++=  

Решение. По формуле (1) имеем  

222222 xzzyyx
zyx

kji

arot 

+++
∂

∂
∂

∂
∂

∂= . 

Раскрывая определитель по элементам первой строки и понимая операцию ум-

ножения, например, y∂
∂  на z2 + x2 как операцию частного дифференцирования 

( )
x

xz 22

∂
+∂

, найдём 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
.k2y j2x i 2zk 

y

yx

x

zy

j 
x

xz

z

yx
i 

z

zy

y

xz
arot 

2222

22222222

−−−=










∂
+∂−

∂
+∂+

+










∂
+∂−

∂
+∂+











∂
+∂−

∂
+∂=

 

 

2. Найти циркуляцию векторного поля k y)(5xj z)3y(xi 2z)(xa ++−++−=  
по контуру треугольника ABC, где A = (1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1). 

 

Решение. Воспользуемся формулой Стокса 
(2). В качестве поверхности (S), натянутой на 
контур треугольника ABC, возьмём часть плоско-
сти 

x + y + z = 1, 

проходящую через вершины A, B, C и лежащую в 
первом октанте.  

Единичный вектор нормали к этой плоскости  

( )kji
3

1
n ++= . 

Вычислим ротор данного векторного поля a . Действуя по формуле (1), найдём  

kj7i2arot +−= . 

По формуле Стокса 

∫∫ ∫∫ −=⋅−=−=−==
∆ABC ∆ABC

∆ABC 2
2

3

3

4
S

3

4
dS

3

4
)dSn,a(rot  C . 
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3. Вычислить циркуляцию векторного поля ky j zi xa ⋅+⋅−⋅=  вдоль контура 
L, полученного при пересечении поверхности y2 = 4 – x – z с координатными плос-
костями. 

 

Решение. Контур 
∪∪∪

++= CABCABL .  

За поверхность (S), натянутую на L, есте-
ственно, взять часть поверхности цилиндра  

y2 = 4 – x – z (его образующие параллельны 
прямой x + z = 4), лежащую в первом октанте. 
Найдём единичный вектор нормали к поверх-
ности цилиндра   

( )
( ) 22

2

4y2

kj2yi

4zyxgrad

4zyxgrad
n

+

++=
−++
−++= . 

Далее находим ротор векторного поля a . i2arot = . По формуле Стокса 

∫∫ +
=

(S)

24y2

2dS
С . 

Вычисляем поверхностный интеграл, сводя его к двойному по области D, огра-
ниченной контуром AB0A. 

( )∫∫ ∫ ∫ ∫
−

=−==+
+

=

(D)

2

0

x4

0

2

0

22

2

2

3

32
dy y42dxdy2dydx  4y2

4y2

2
C . 

 

4. Вычислить циркуляцию векторного поля kzjxiya 2 −+=  по контуру  

L: x2 + y2 = 4, z = 3. 

 

Решение. В качестве поверхности, 
натянутой на контур L, естественно 
взять круг, имеющий линию L своей 
границей. Нормаль к кругу следует 
взять равной k . 

Вычисляем arot  по (1) 

k1)(2xarot −= . 

 

 
 

3 
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По формуле Стокса

 ∫∫ ∫∫ ∫ ∫ 

= 
≤ + 

− =  − =  = −   = = 

(S) 
3 z 

4 y x 

2 π 

0 

2 

0 

2 

0 

2 

2 2 

4 π. 
2 

ρ 
π 2 1) ρdρ -   (2 ρcos  d 1) dxdy (2x )dS n ,  a (rot  C ϕ  ϕ 

 

 

Задачи для самостоятельной работы 

1. Найти циркуляцию векторного поля kyjxiza ++=  по контуру L:  

x2 + y2 = 4, z = 0. 

2. Вычислить циркуляцию векторного поля kzjyi2xza +−=  по контуру, об-
разованному пересечением плоскости x + y + 2z = 2 с координатными плоскостя-
ми. 

3. Вычислить поток вихря векторного поля kxjziya ++=  через часть по-
верхности z = 2 (1 – x2 – y2) лежащей над плоскостью X0Y. 

4. Вычислить (непосредственно и по формуле Стокса) циркуляцию векторного 
поля k2zj)y(xi)y(xa 22222 +−++=  вдоль замкнутой кривой L, составленной из 
двух дуг полуокружностей    L1: x

2 + y2 = a2,  y ≥ 0,  z = 0   и  

                                          L2: x
2 + z2 = a2,  z ≥ 0,  x = 0. 

 
 

6. СОЛЕНОИДАЛЬНЫЕ, БЕЗВИХРЕВЫЕ 
И ПОТЕНЦИАЛЬНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 

 

I. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Векторное поле a  называется соленоидальным в области 
G, если 0a div =  в точках области G. 

Поток соленоидального поля a  через любое сечение векторной трубки в на-
правлении векторных линий есть величина постоянная (называемая интенсивно-
стью векторной трубки). 

1. Выяснить, является ли векторное поле k1)2zyy(zjzyi2xy)(1a 22 +−+−+=  
соленоидальным. 

Решение. Вычислим дивергенцию векторного поля. 

02y2zy2yz2ya div =−+−= , 

a  – соленоидальное векторное поле. 

2. Показать, что векторное поле kωt sin2y)2exp(iωt cos6xt)z,y, (x,H ⋅−+=  не 
может быть полем магнитного вектора. 
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Решение. Если бы H  являлось магнитным полем, то 0H div ≡  (из курса физи-
ки известно, что магнитное поле не имеет источников). У нас ωtcos6H div ⋅= ≢ 0. 

3. Доказать, что поле линейных скоростей равномерно вращающейся жидкости 
jωxiωyV ⋅+⋅−=  является соленоидальным. 

Решение. Действительно, ( ) ( ) 0ωx
y

ωy
x

V div =
∂
∂+−

∂
∂= . 

II. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Векторное поле a  – называется безвихревым в области 
G, если 0arot =  в точках области G. 

4. Показать, что поле вектора электрической напряжённости 3r
rqE = , 

k zjy ix r ++= ,   rr = , является безвихревым при r ≠ 0. 

Решение. Поле E  определено во всем пространстве за исключением начала ко-
ординат. 

=
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∂=
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5. Показать, что поле вектора Ugrada =  безвихревое. 

Решение. При условии, что функция z)y,u(x,U =  имеет непрерывные про-
изводные второго порядка, можем написать  

z

u

y

u

x

u
zyx

kji

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂=arot 0k
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∂∂
∂=  

т. е. поле градиентов скалярного поля безвихревое. 
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III. Определение 3. Векторное поле a  называется потенциальным, если суще-
ствует такое скалярное поле u, что  Ugrada = . 

Функция U называется потенциалом векторного поля a . 

Если a  - силовое векторного поле, то потенциалом называется функция (-U), а 
функция U называется силовой функцией. Потенциал поля определяется не одно-
значно, а с точностью до произвольной постоянной. 

Удобным критерием потенциальности векторного поля является следующая. 

ТЕОРЕМА. Для того, чтобы векторное поле a , заданное в односвязной области 
G, было потенциальным, необходимо и достаточно, чтобы оно было в этой области 
безвихревым. 

В потенциальном векторном поле линейный интеграл не зависит от пути ин-
тегрирования и равен разности потенциалов в конечной и начальных точках: 

( ) ( )∫ ∫ −==

AB ABL L

AuBudu)rd,a( . 

Циркуляция потенциального поля по любому замкнутому контуру равна нулю. 

Потенциал u(x, y, z) векторного поля  

k z) y, (x,aj z) y, (x,ai z) y, (x,az) y, (x, a 321 ++=  

определяется формулой 

∫ ++=
z)y,(x,

)z,y,(x

321

000

dzadyadxaz)y,(x,u ,                                (1) 

где (x0, y0, z0) – фиксированная, (x, y, z) – произвольная текущая точка. 

 

6. Установить потенциальность поля kxyj2y)(xzi2x)(yza +−+−=  и найти 
его потенциал. 

Решение. Нетрудно подсчитать, что 0arot = (проверьте!), т.е. a  – безвихревое 
поле. Задано оно во всем пространстве, которое представляет собой односвязную 
область. Поэтому оно потенциально. Найдём его потенциал по формуле (I), выби-
рая начало координат за фиксированную точку, т. е. x0 = y0 = z0 = 0, а в качестве 
пути интегрирования ломанную ОABM, звенья которой параллельны осям коор-
динат. 
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На участке 0A: 

y = 0, z = 0, dy = 0, dz = 0; 

на участке AB:  

z = 0, dz = 0, dx = 0; 

на участке BM:  

dx = 0, dz = 0. 

Поэтому и в силу формулу (I) 

( ) ( ) ∫ ∫ ∫ ∫∫ +−⋅=++=+−+−=
0A AB BM

x

00ABM

dx2x)0(0dzxydy2yxzdx2xyzz)y,(x,u  

( ) .xyzyxdzxydy2y0x

y

0

z

0

22∫ ∫ +−−=+−⋅+  

Потенциал U(x, y, z) = xyz – x2 – y2. 

Проверка: ( ) ( ) ( ) akxyj2yxziyz2xyx-xyzgradu grad 22 =⋅+⋅−+⋅+−=−= . 

 

7. Показать, что магнитное поле ( ) ( )jxiy2ππH
12 +−⋅⋅ℑ=

−
, 22 yxρ += , об-

разованное постоянным электрическим током с силой ℑ, текущим по бесконечно 
длинному проводнику (ось z) не является потенциальным во всей области своего 
задания. 

Решение. Поле H  задано во всём пространстве, из которого выброшена ось 0Z 
(так как для точек, лежащих на оси 0Z, ρ = 0). Эта область не односвязная, так как 
не на каждый лежащий в ней замкнутый контур можно “натянуть” поверхность, 
все точки которой принадлежат области. Циркуляция поля H  вдоль замкнутого 
контура, охватывающего ось 0Z, отлична от нуля.  

Например, если L окружность x2 + y2 = R2, z = 0, то 

( )∫ ∫ =
≤≤

=
=

=








+
+ℑ==

L L

22

2πt0

tRsiny

tRcosx

yx

xdyydx-

2π
rd,HС  

( )
∫ ℑ=




 ⋅+−⋅−ℑ=

2π

0

2
.dt

R

tRcostRcostRsintRsin

2π
 

Если бы поле было потенциальным, то циркуляция вдоль любого замкнутого 
контура, лежащего в области задания поля, равнялась бы нулю. 
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8. Напряжённость E  электростатического поля, образованного точечным заря-
дом величины q, помещённым в начало координат, определяется по формуле 

3r
r qE = , kzjyixr ++= , rr = . 

1. Доказать, что поле E  - потенциально при 0r ≠ . 

2. Найти потенциал этого поля. 

3. Вычислить работу сил поля E  при перемещении заряда из точки с радиус – 
вектором 1r  в точку с радиус – вектором 1r . 

Решение. Поле E  задано во всем пространстве за исключением начала коорди-
нат. Всё пространство с “выколотой” точкой – поверхностно – односвязная об-
ласть. В задаче 4 этого параграфа показано, что 0Erot =  при 0r ≠ . Следовательно, 
поле потенциально. 

Найдём потенциал поля E. Пусть (x0; y0; z0) – фиксированная точка, не совпа-
дающая с началом координат, а (x; y; z) – текущая точка. Снова выбирая в качестве 
пути интегрирования ломанную, звенья которой параллельны осям координат и 
действуя как в задаче 5, находим потенциал 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ −
++

−
++

−=
++

++−=
z) y, (x,

)z ,y ,(x

x

x

y

y
32

0
2232

0
2
0

23222

000 0 0
zyx

ydy
q

zyx

xdx
q

zyx

zdzydyxdx
q z) y, (x,u  

( ) =
++

− ∫
z

z
3222

0
zyx

dzz
q +

++ 2
0

2
0

2

х

х
zyx

1
q

0

+
++ 2

0
22

у

у
zyx

1
q

0

 

2
0

2
0

2
0

222222

z

z
zyx

q

zyx

q

zyx

1
q 

0

++
−

++
=

++
+ . 

Так как x0, y0, z0 – фиксированы, то 
2
0

2
0

2
0 zyx

q

++
некая постоянная  

и потенциал 

C
r

q
C

zyx

q
z) y, (x,u

222
+=+

++
= . 

Так как E  потенциальное векторное поле, то работа в нём не зависит от пути и 
равна разности потенциалов, т. е. 














−=−=

12
111222 r

1

r

1
q)z ,y ,(xu)z,y,(xuA . 
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Задачи для самостоятельной работы 

1. Является ли векторное поле k)xz(yj)zy(xi)yx(za 222222 −+−+−=  соле-
ноидальным.  

2. При каком условии центрированное векторное поле r)r(a ⋅= ϕ  будет соле-
ноидальным? 

3. Доказать, что центрированное векторное поле r)r(a ⋅= ϕ  безвихревое. 

Показать, что поле k2z)yxy(xjz)2yxz(xiz)yyz(2xa ++++++++=  безвих-
ревое. 

4. Доказать, что следующие векторные поля являются потенциальными и найти 
их потенциал 

а) k y)(xj z)(xi z)(ya +++++= , 

б) k2xy)(zj 2xz)(yi 2yz)(xa 222 −+−+−= . 

5. Электрическое поле E  образовано зарядами, находящимися в точках  

M1, M2 ( )ii rОM = . Доказать, что оно потенциально и найти потенциал. 

 
 
ОТВЕТЫ 

 1. 3).
11

7− ;    4). -2;    5). 
3

2v ;   6). ( )k j i 2 ++  и 32 ;   7). 3r
r q− ;  

       9). x = cos t, y = sin t, z = bt – винтовая линия; 

      10). эллипсы с центром в точке 






− 0 ,
2
1

;   11). Cyyx 22 =− . 

 2. 1). 27π;    2). 8;    3). 2
π− ;    4). 16

3π ;    5). 81π; 

 

 3. 1). 
r

)a,r(
;    2). 0y    x0,H div 22 ≠+= ;   3). 3

183− ;   4). 5R
2

2
1

5

6








−π

;   

       5). П = – π;       6). 81π; 
 

 4. 1). 72;    2). 2πa ;    3). 0;     4). 2
π− ; 

 

 5. 1). 4π;     2). 3
4 ;     3). – π;     4). 3a3

4− ; 

 

 6. 1) да;      2). 0r    ,
r

C
3

≠=ϕ ;      4.б). ( ) C2xyzzyx
3

1
u 333 +−++= ; 
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Типовой расчет 

Задача 1. Найти векторные линии в векторном поле y) (x, a . 

1. j y2i3x a −=  11. j y2i3x a +=  21. j y11ix 8a −=  

2. j y5ix a −−=  12. j x3iy 5a −−=  22. j y11ix 8a +=  

3. j y5ix 8a −=  13. j yix 9a −=  23. j yix 9a +=  

4. j y2i4x a −=  14. j yix a +=  24. j x3iy 5a −=  

5. j y4ix a −=  15. j y2i4x a +=  25. j y3i6x a −=  

6. j x2iy a −=  16. j x2iy a +=  26. j y5ix 8a +=  

7. j x5iy a +−=  17. j x5iy 6a −=  27. j y5ix a −=  

8. j x3iy 7a −−=  18. j x3iy 7a −=  28. j x5iy a −−=  

9. j x3iy 10a −=  19. j x3iy 10a +=  29. j x5iy 6a −−=  

10. j x7iy 4a −=  20. j x4i y8a −−=  30. j x7iy 4a +=  

 

Задача 2. Найти поверхности уровня скалярного поля u = u(x, y, z). 

1. 
z3

y2x
u

22 +=  16. u = 
( ) 222 z2yx

1

+−+
 

2. 
z

y4x
u

22 −=  17. u = ( ) 222 z1yx25,0 +−+  

3. 
2

22

z

y25,0x
u

+=  18. u = ]y[xexp4 2 +  

4. u = ]z4y[xexp 22 −+  19. u = 









+

4

y

9

x
exp5

22
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5. u = x2 + y2 20. 
z

xy
u =  

6. u = 4
2

22

4

z
yx25 ++  21. u = 4

2
22

4

z
yx25 −+  

7. u = ( ) z1yx25,0 22 −−+  
22. u = 

22 zx

1

+
 

8. 
1z

xy
u

−
=  23. 

5x

zy
u

+
=  

9. 
2

2
2

z

1
y4

4

x
u ⋅









−=  24. 

z

1
y

9

x
u 2

2

⋅








+=  

10. 
2

2
2

z

1
y

25

x
u ⋅









+=  25. u = 










+

4

z

25

x
exp5

22

 

11. u = 









−

9

y

4

x
exp

22

 26. u = 









−+ z

4

y

9

x
exp

22

 

12. u = 













+

4

y

2

x 22

2  
27. 2z

4

2y

16

2x
u −+=  

13. 
2

2
2

z

1
y

16

x
u ⋅









+−=  

28. u = 













++− z

16

y

25

x 22

5  

14. u = 
yzx

1
22 −+

 29. u = 
y21z2zx

1
22 −−−+

 

15. u = 
222 zyx

1

++
 30. u = ]z4y[xexp 222 −−  

 

Задача 3. Найти единичный вектор нормали к поверхности S в точке M. 

S M  S    M 

16. yx2 – z2 – 2y = 0  M(1; 1; 1)  16. x2 + xy2 – 2z = 0 M(1; 1; 1) 
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17. 2z
4

2y

16

2x =+  
 
M(4; 2; 1) 

 
17. – x2 + xy2 – 5z = 0 M(1; 4; 3) 

18. z = 2y ⋅ e y – x M(1; 1; 2)  18. x2 – 4z2 – xy = 0 M(1; 1; 0) 

19. z = 4 2yx4 +  M(– 2; 3; 2)  19. x2 – 2z2 + zy = 0 M(– 1; 0; 1) 

20. z = 4 / (5x3 – 4 x – y) + y M(1; 1; 5)  20. 9x2 + 16z2 = 25 M(1; 7; – 1) 

21. z = 3y / (2y3 – x),    M(1; 1; 3)  21. 9x2 ⋅ y2 + z2 = 10 M(1; 1; 1) 

22. z = xy2 – 4e x – y + 5 M(1; 1; 0)  22. z = 15x3 ⋅ e y – x  M(1; 1; 15) 

23. z = 2x4 ⋅ e y + y M(1; 0; 2)  23. z = e5 – 4 x – y +2 y M(1; 1; 3) 

24. 3x2 – 2yz2 – 4y + 3 = 0 M(– 1; 1; 1)  24.  – x2 + 2xy2 + yz = 0 M(2 ; – 1; 0)  

25. z = 22 yx8yx ++  M(– 2; 4; 4)  25. x2 + zy + xz = 0 M(– 1; 0; 1) 

26. x2 ⋅ y2 + 4x – z = 0 M(1; 1; 5)  26. z = 2 ln (e y – x + x3) M(0; 4; 8) 

27. x2 – z2 ⋅ y = 0 M(1; 1; 1)  27. z = 7xy2 – 4e x – y  M(1; 1; 3) 

28. z =
4

xxy2 43 −
 M(2; 2; 2) 

 
28. z =3

25,0

xxy 2−
 M(1; 2; 6) 

29. z = 3
22

2

xy2yx3 +
 M(2; 1; 2) 

 
29. z = 3

22

8

2xy2yx5 −−
 M(3; 2; 1) 

15. z =
1x2yx

1
2 +++

 








4

1
;0;3М  

 30.  z = 4 22 yyxyx −+    M(1; 1; 4) 

 

Задача 4. Найти производную скалярного поля u = u(x, y, z) в точке М по на-
правлению нормали n  к поверхности S, образующей острый угол с положитель-
ным направлением оси OZ. 

 

1. u = 5x3 + 4e y – z + z,   S:   x2 + 2y2 – 2z = 0,   M(0; 1; 1). 

2. u = 7x3y – 4e x – z + 5,   S:   x2 + y2 – 2z = 0,   M(1; 1; 1). 

3. u = ln (5x3 – 4e y – z) + z,   S:   4x2 + y2 – 5z = 0,   M(1; 1; 1). 
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4. u = 4 / (5x3 – 4 x – z) + y,   S:   x2 – z2 – y = 0,   M(1; 0; 1). 

5.  u = e3 – 4 x – z +2 y,   S:   x2 – z2 + y = 0,   M(1; 0; –1). 

6.  u = 4 zy2x/ 32 −+ ,   S:   x2 + y2 + z2 = 4,   M(2; 0; 0). 

7. u = 4 22 zyzyx ++ ,   S:   x2 + y2 + z2 = 1,   M(0; 0; 1). 

8. u = 2 ( )43 zyxzarctg ++ ,   S:   9x2 + 4y2 + z2 = 1,   M(0; 0; 1). 

9. u = 4 432 zy2x ++ ,   S:   x2 + y2 + z2 = 1,   M(0; 0; 1). 

10. u = (7x3y – 4e x – z)/ 5z,   S:   x2 + 4y2 – 2z = 0,   M(2; 0; 2). 

11. u = 8 ln 4 22 zyx4 ++ + xz,   S:   x2 + y2 – 2z2 = 0,   M(2; 2; 2). 

12. u =  ⋅++4 22 zyx4  xz,   S:   x2 + z2 – 2y2 = 0,   M(2; 2; 2). 

13. u = 3
22

1zxy

zyx4

+−+
+

+ x/z,   S:   x2 + y – 2z2 = 0,   M(3; 9; 3). 

14. u = ln ( ) xy31z445 2 ++− + 2xz,   S:   x2 + y2 + 2z = 0,   M(1; 1; –1). 

15. u = 2 / (5x3 y z),   S:   y2 + z2 – x = 0,   M(1; 1; 0).   

16. u = 8 / (y – 4 x z)  ,   S:   x2 – 4z2 – y = 0,   M(1; 0; 1/2). 

17. u = 2 ( )34 zzxyxarcsin ++ ,   S:   x2 + 16y2 + z2 = 16,   M(0; 1; 0).   

18. u = 5












 ++
4

zyxz2
arctg

43

,   S:   x2 + 2y2 + z2 = 4,   M(1; 1; –1). 

19. u = 9 ( )11z3yxz2sin 23 −++− ,   S:   x2 + y2 + 6z2 = 8,   M(1; 1; –1).   

20. u = 3y / (2z3 x),   S:   y2 – z2 – x = 0,   M(3; 2; 1). 

21. u = 2y2z / x,   S:   4x2 + y2 +2z2 = 144,   M(3; – 6; – 6).   

22. u = ln ( ) 37 2 xy5z23 ⋅− + 7x,   S:   – x2 + 2y2 + z = 0,   M(1; 1; –1). 

23. u = 5x3 ⋅ e y + z,   S:   x2 + 2y2 – z = 0,   M(-1; 0; 1).     

24. u = (3x  ⋅ e 2y – z ) / z,   S:   x2 + 2y2 + 2z = 6,   M(0; 1; 2). 

25. u = (2y2 – z ) / xz,   S:   x y  = z,   M(3; – 3; – 9).    
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26. u = (7y  ⋅ e x – z ) / z,   S:   2x y  = z – 3,   M(0; 1; 3). 

27. u = x 2z4y3x/ 32 −+ ,   S:   x2 + y2 + z2 = 5,   M(2; 1; 0).   

28. u = 15x3 ⋅ e y – z ⋅ z,   S:   x2 + 2y2 – 4z = 2,   M(2; 1; 1). 

29. u = 4 ( )1z3y42соs 23 −+− ,   S:   x2 + 6y2 + z2 = 8,   M(1; 1; –1).    

30. u = xy / (5x2 – 4 y  z) + zy4,   S:   3x2 – 2z2 – 4y + 3 = 0,   M(1; 1; 1). 

 

Задача 5.  а) Найти поток векторного поля z) y, (x, a  через верхнюю сторону 
треугольника АВС. 
б) Найти (непосредственно и по формуле Стокса) циркуляцию векторного поля 

z) y, (x, a  по контуру треугольника с вершинами в точках А, В и С. 

 
1. k y)(xj z)(yi z)(ya −+++−= , A(1; 0; 0), B(0; 1; 0), C(0; 0; 1). 

2. k x5j zix 2a ++= , A(1; 0; 0), B(0; – 1; 0), C(0; 0; 4). 

3. k y)(zj z)(4yi )2(xa −+++−= , A(3; 0; 0), B(0; 3; 0), C(0; 0; 1). 

4. k y)(3zj z)8(yi )z2(xa ++++−= , A(5; 0; 0), B(0; 4; 0), C(0; 0; 2). 

5. k 2zj 2y)(1i2x a +−+= , A(7; 0; 0), B(0; – 3; 0), C(0; 0; 7). 

6. k y)8(xj z)(9yi y)(5xa −+++−= , A(5; 0; 0), B(0; 6; 0), C(0; 0; 3). 

7. k y)7(xj 6z)(yi z)4(5xa −+−+−= , A(3; 0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 3 ). 

8. k 2z)(4yj 3y)(xi z)(5xa −+−++= , A(– 3 ; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; 3). 

9. k 4z)(xj z)3(4yi y)(7xa −+++−= , A(1; 0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 3). 

10. k z)2(xj z)5(yi y)(8a −+++−= , A(3 3 ; 0; 0), B(0; – 6; 0), C(0; 0; 3). 

11. k 7y)(xj z)3(yi y)2(3xa −+++−= , A(– 1; 0; 0), B(0; 2; 0), C(0; 0; 3). 

12. k 4)(xj z)(4yi ) 3(7xa −+++−= , A(1; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; 1). 

13. k 1)(xj z)(yi ) x3(2ya −++++= , A(2; 0; 0), B(0; 4; 0), C(0; 0; 4). 

14. k 1)(xj 6)(yi ) z(9xa −+++−= , A(1; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; 2). 

15. k y)(xj z)(4i ) 1(xa −+++−= , A(2; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; 1). 

16. k 4)(2xj z)(7i ) 3(ya ++++−= , A(6; 0; 0), B(0; – 3; 0), C(0; 0; 6). 
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17. k x)(yj z)(xi ) x2(ya −+++−= , A(1; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; 1). 

18. k 5)(xj z)(4xi )1(7ya −+++−= , A(– 2; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; 1). 

19. k 1)(3xj 8)(4zi ) 1(2ya −+++−= , A(– 5; 0; 0), B(0; – 10; 0), C(0; 0; 10). 

20. k x)(zj 2)(4yi ) y(xa −+++−= , A(1; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; – 2). 

21. k 1)(zj z)(xi ) 1(ya −+++−= , A(– 2; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; – 1). 

22. k z)(xj 1)(4xi8y a −+++= , A(2; 0; 0), B(0; – 4; 0), C(0; 0; 4). 

23. k y)(5xj z)(xiy a −+++= , A(4; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; 4). 

24. k 2)(yj xi ) z(7ya −++−= , A(– 1; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; –2). 

25. k 7)(2xj z)(5yi 3a −+++= , A(3; 0; 0), B(0; – 6; 0), C(0; 0; – 6). 

26. k 2)(xyj 4zi 7a −++= , A(– 6; 0; 0), B(0; – 3; 0), C(0; 0; 6). 

27. k 9)(xj z)5(yix 2a −+++= , A(1; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; – 3). 

28. k 4z)(xj4y i7x a −++= , A(1; 0; 0), B(0; – 5; 0), C(0; 0; 1). 

29. k 7)(xj z)(6xiy 51a −+++= , A(1; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; – 5). 

30. k 3)(yj x)(4i ) z3(11xa −+++−= , A(5; 0; 0), B(0; – 2; 0), C(0; 0; – 1). 

 
Задача 6. Найти поток векторного поля z) y, (x, a через внешнюю сторону час-

ти поверхности параболоида x2 / p2+ y2 / q2 = с – z, (b ≤ z ≤ с) двумя способами (не-
посредственно и по теореме Остроградского). 

 
 

z) y, (x, a  
 
p 

 
q 

 
b 

 
c 

 
z) y, (x, a  

 
p 

 
q 

 
b 

 
c 

1. k 4z)(xj4y i7x a −++=  1 1 0 4 16. k 3z)(yj3y i4x a −++=  1 1 1 5 

2. k z5j y2i3x a +−=  3 4 3 7 17. k zj y2i7x a +−=  1 2 0 4 

3. k z5j y2ix a ++=  2 2 0 4 18. k 7z)(yj5y i3x a −++=  3 4 1 5 

4. k j4y i 2z)(xa ++−=  2 1 0 1 19. k 2z)(xj5y iy a −++=  1 1 0 4 

5. k z5j y4ix a −+−=  3 1 1 5 

 

20. k 5x)(yj yi za −++=  3 3 1 2 
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6. k jx i 3x)(ya ++−=  2 2 2 6 21. k5x j x)(yi z7a +−+=  1 1 1 2 

7. ky j x)(3yi 4a +−+=  3 3 3 7 22. k3y j x)(zix a +−+=  1 1 3 7 

8. k xjy i 2z)(1a ++−=  4 4 3 7 23. k y2j zi y)(xa ++−=  4 4 1 2 

9. k x j6y i 12a ++=  1 1 2 6 24. k zj3y i 5)(xa −+−=  2 2 2 6 

10. k zj 4zi 4a ++=  3 3 2 6 25. kz j x)2(zi y9a +−+=  3 3 4 5 

11. ky j x)(6yi za +−+−=  2 2 4 5 26. kj z)(yi y5a −−+=  1 1 4 5 

12. ky 3j x)(5yi za −++=  3 2 4 8 27. k4y j i xa ++−=  2 2 4 8 

13. k7y j x)(yi z2a +−+=  1 1 4 8 28. k 2z)(4j5x iy 3a −+−=  3 3 4 8 

14. k 7)(yj zi x2a −++−=  4 4 4 8 29. k 5x)(zj 6i z8a −++=  4 4 1 5 

15. k 3x)(zj iy a −+−=  4 4 2 6 30. k 2x)(4yj zi xa +++=  4 4 3 7 

 
Задача 7. Найти поток векторного поля z) y, (x, a  через полную поверхность 

пирамиды, ограниченной плоскостями: ,1
c

z

b

y

a

x =++  x = 0,  y = 0,  z = 0 (нормаль 

внешняя). 

z) y, (x, a  a b c z) y, (x, a  a b c 

1. k 4z)(xjxy i ea 7x −++=  1 1 1 16. k 3z)(yj ei4x a 3y −++=  1 1 5 

2. k z5j 2i y)sin -x(a +−=  3 4 3 17. k zj )xcosy2(i5x a +−−=  1 2 4 

3. k ej y2ix a z5++=  2 2 2 18. k 7z)(xyjy ix a −+−=  3 1 5 

4. kzj yzi xz3a 2−+=  2 1 3 19. kzj xzi zya 2++=  1 3 4 

5. k z5j y4i ea x −+= −  3 1 1 20. k 5x)(yj yi za 23 −++=  3 1 2 

6. k jx cosi )e(ya 3x ++−=  2 2 5 21. k5z j eix 7a x)(y ++= −  1 1 2 

7. kzy j3yx i 4a ++=  3 3 3 22. kzj yzixy a 2++=  1 3 7 



 40 

8. k xjy i 2z)(1a ++−=  4 4 3 23. k y2j zi y)(xa ++−=  4 1 2 

9. k x j6y i 12a ++=  1 1 2 24. k zj3y i 5)(xa −+−=  2 2 6 

10. k zj 4zi 4a ++=  3 3 2 25. kz j x)2(zi y9a +−+=  3 4 5 

11. ky j x)(6yi za +−+−=  2 2 4 26. kj z)(yi y5a −−+=  1 4 5 

12. ky 3j x)(5yi za −++=  3 2 4 27. k4y j i xa ++−=  2 4 8 

13. k7y j x)(yi z2a +−+=  1 1 4 28. k 2z)(4j5x iy 3a −+−=  3 4 8 

14. k 7)(yj zi x2a −++−=  4 4 4 29. k 5x)(zj 6i z8a −++=  4 1 5 

15. k 3x)(zj iy a −+−=  4 4 2 30. k 2x)(4yj zi xa +++=  4 3 7 

 
 
Задача 8. Вычислить циркуляцию векторного поля z) y, (x, a  вдоль линии пе-

ресечения части поверхности S, находящейся в первом октанте, с плоскостями ко-
ординат. 

z) y, (x, a  S  z) y, (x, a  S 

1. k z7jy ix a +−=  x2 + y + 4z2 = 1  15. kz j ix4a ++=  x2 + y + z2 = 1 

2. k4 jy i xa ++−=  y2 = 1 – x – z  16. k4 jy i 5a ++=  y2 = 4 – x – z 

3. k zj xi2xa ++−=   z2 = 2 – x – y  17. k z7j ix 2a +−=  x2 + 4y + z2 = 4 

4. kz j x)(3yi 4a +−+=  z2 = 4 – x – 4y  18. k4z j xi ya ++−=  z2 = 4 – x – 2 y 

5. kz jy  i xa +−=  x2 + y2 + z2 = 1  19. k4y jz i xa ++−=  x2 = 4 – y – z 

6. kz j 1)(3yi x7a +−+=  x2 + y + z2 = 9  20. k zj yxi a ++=  x + y + z2 = 9 

7. k3 j y2i xa 3 ++=  x2 = 4 – y4 – z  21. kz j i x2a ++=  x2 = 9 – y – z2 

8. kz jxy i za +−=  y2 = 16 – x – z  22. k z5j 2i y) -x(a +−= z2 = 4 – 2x – y 

9. kxj3y i za −+=  y2 = 9 – x – z  23. kxj yi za 3 −−=  y4 = 1 – 4x – z 
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10. k6 j xyi 2a 5 +−=  y6 = 1 – x – z  24. kxj5y i a −−=  y2 = 9 – 3x – z 

11. k3y j xi za ++−=  y = 9 – 3x – z  25. kzj3x i ya 3−+=  z4 = 4 – x – y 

12. kz jx 7i ya 5+−=  z6 = 1 – x – y  26. kzj yia 3 −−=  y4 = 1 – x – z2 

13. kj y2i 8a 3 −+=  y4 = 16 – x – z  27. kj y4i x2a 3 −+=  y4 = 1 – x2 – z 

14. ky j x)(yi za +−+−=  y = 8 – 2x – z  28. kz jx i ea 3x ++−=  z2 = 4 – x – 4y 

15. kz j x)(zi ya +−+=  y = 12 – 3x – z  29. kj ei4x a 2y ++=  y = 1 – x – z 

 

Задача 9. Найти ротор векторного поля z) y, (x, a . 

 

1. ke j x)(zi 
xz

y
a z

5
+−+=  16.  ke j zi 

xz

yx
a xy

5
++−=  

2. kxcos j x)(4i 
x

z
a

5
+−+=                                           17.  ke j yziy xa 2z2 ++=                                             

3. ke j xzi yza 4-2z552 ++=                                          18.  kzcos j x)(yi 
y

z
a

4
+−+=  

4. kz jxyi ea 43x ++−=  19.  kj ei 4xza xz-2y5 ++=  

5. k j z)(yi 
zy

x
a 2 +−+

−
=  20.  k2z j x)(yi 

zx

y
a +−+

−
=  

6. ke j 
x

z
iy xa

35zy9 ++=  21.  ke j xzyi yxa 2zy572 ++=  

7. ke j 
x

y
i 3a

76zyyx ++= −  22.  k xej 
y

z
i yza

3y39 ++=  

8. ke j 
x

z
i za

3y-5z
7

++=  23.  kz jxyi ea 9xz-3 ++=  

9. k
x

yz
 jxi xea 2z ++=  24.  kyz jxyi xea 83x ++=  

10.  k jxyi xea zzx ++=  25.  k
x

z-y
 jzi yea 22x ++=  



 42 

11.  ky jxyi zea z3xz ++=  26.  kyz j3yi xea zzyx ++=  

12.  ke j 
xy

z
i5a x-

7
z ++=  27.  k

x

z-xy
 j5iya

3
z2

++=  

13.  ( ) ke j zxi yxa 2zy572 +−+−=  28.  k
x

yz
 jyi zea 2z-2x ++=  

14.  ke j 
x

y2
i 7a zyy4x3 ++= −  29.  k xj (yz)i 

yz

x
a 2

2

++=  

15.  k3y j z)(yi 
zy

x
a 5

5

+−+
−

=  30. k xj (yz)i 
yz

1
a 43 −+=  

 
Задача 10. Является ли векторное поле z) y, (x, a  соленоидальным? 
 

1. k)4zyx2(jyz4i6zxa 2322 −−−=  

2. ( ) kxy2jy) -2(xzi2x2yza +++=  

3. kxz)(y 3jz)(xy3i)xz(y3a 2 ++++−−=  

4. kz)20yxy4z2(j)y5(4xziyz)4(2xa 34 ++−+++=  

5. kxy5j))yx(osc(5xzi))yx(osc(5yza ++−−+−=  

6. kxyj5x)(xzi5y)(yza +++−=  

7. kxy5j2y)(5xzi2x)(5yza +++−=  

8. kxyj))yx2(sin2(xzi))yx2(sin(yza +++++−=  

9. k)y9)z2x(osc(jx6i)y5)z2x(osc2(a 854 ++−+−+=  

10. k)zxz3(2jyz6izx6a 3222 −−−=  

11. kxy)2(3zj2xz)yz6(i2yza 2 −−−+−=  

12. )k5j5i(5ea z3y6x3 ++= +−  

13. )k)3e(j)2e(i)1e(a zyx2zyx2zyx2 +++−+= ++++++  

14. k)zyx2(j)yxzy(i)yx6z2(a 33334242 ++−−−=  

15. )kyjzix2()yzx(cos2a 2 +−⋅+=  
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16. kxy4j)yx47x2(i)yx5y2(a 335344 +−+−−=  

17. )kzjxi(y)zxy2cos(6a 2 −+⋅−=  

18. )k3j3i(3ea zy6x5 ++= +−  

19. k)2xyy2(j2xz) yz4(iyz2a 2 −+−+−=  

20. k)6zyx3(jyz6i9zxa 2322 −+−=  

21. k)zy01x5(jyz10izx51a 2322 −+−=  

22. k
y

3
j

x

2
i

z

2-
a

432
++=  

23. )kxyjxzizy()xy(sina +−⋅=  

24. k)z5yxz2(jyz2i)zx6(a 4222 +++++=  

25. )kz2j2xi(2yea
222 zyx +−= −+  

26. k)9xz2(jyz6ixz3a 3225 +−+−=  

27. 
222 zyx

kz2j4yi2x
a

++
+−=  

28. k)3xyz3(jy)23z(xiyz3a 2 −+−+=  

29. 
222 zyx

kz2j2yi4x-
a

++

++=  

30. )kxy2jxz4iyz2()xyz(cosa +−⋅=  
 

Задача 11. Является ли векторное поле z) y, (x, a  безвихревым? 

1. )kyjzix4()yzx2(cos5a 2 ++⋅+=  

2. k
z

3
j

y

2x
i

x

2y-
a

432
++=  

3. k)z5yxz2(jyz2i)zx6(a 4222 +++++=  

4. kzy4j)yx4zy3(iyx3a 33334242 +−+−=  

5. k)xyy(jy)2z(xiyza 2 −−−+=  
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6. k)xzy(jyzizxa 3222 −−−=  

7. kzy28j)yx8zy21(iyx6a 33334242 +−+−=  

8. )kxyjxziyz(
2

xyz
cosa ++⋅







=  

9. k)zy2x(jyz2izx3a 2322 −+−=  

10. )kz2jx2i(2y)zxy2cos(a 2 ++⋅+=  

11. k)zy01x5(jyz10izx51a 2322 −+−=  

12. k)xyzy(j xyz)yz(ixyza 2 −+−+−=  

13. )k)z4e(j)3xe(i)xyz2e(a zyxzyxzyx +++++= ++++++  

14. )kz3jyi(3xea z5y4x3 ++= ++  

15. 
5 222 zyx

kzjyix
a

++

++=  

16. kxy4j3x)(4xzi3y)(4yza ++++=  

17. k)zy2x(jyzizxa 2322 −+−=  

18. kxz9jyz6izx5a 854 ++−=  

19. k01j)yx(sini)yx(sina ++−+−=  

20. kj)yx(osci)yx(osca ++−+−=  

21. ( ) )kzjyi(xea
222 zyx5 ++= ++  

22. kxy4j)y5(4xziyz)4(2xa 4 ++++=  

23. )kxy3j3xzi(3yzea xyz7 ++=  

24. ( )3 5222 zyx

kz8j8yi8x
a

++

++=  

25. )kxy2jxz2izy2()xyz2(sina ++⋅=  

26. kx)(y jz)(xi)xz(ya 2 −+++−−=  

27. ( ) kxy9j9xzi2x9yza +++=  
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28. k)2zyx(jyz2i3zxa 2322 −+−=  

29. kxy7j9y)(7xzi9x)(7yza +−+−=  

30. kxy)2(yj2xz)yz(iyza 2 −+−+−=  

Задача 12. Установить потенциальность поля z) y, (x, a   и найти его потенциал. 
 

1. kxyj5x)(xzi5y)(yza +−+−=  

2. kxy5j2y)(5xzi2x)(5yza +−+−=  

3. k)4zyx2(jyz4i6zxa 2322 −+−=  

4. ( ) kxy2j2xzi2x2yza +++=  

5. kx)(y 3jz)(x3i)xz(y3a 2 −+++−−=  

6. ( ) ( ) ( )kz)2sin(yxy3jz)2sin(y3xzi2x3yza +++++++=  

7. )kxy2j2xzi(2yzea xyz2 ++=  

8. )kxyjxzi(yz2ln2a xyz ++=  

9. )kz2j2yi(2xea
222 zyx ++= ++  

10. kxy4j))yx(cosy5(4xzi))yx(cosyz4(2xa 4 ++−+++−+=  

11. kxy5j))yx(osc(5xzi))yx(osc(5yza ++−++−=  

12. kxyj))yx(sin(xzi))yx(sin(yza ++−++−=  

13. kz9jy6ix5a 854 ++−=  

14. k)zy2x(2jyz4izx6a 2322 −+−=  

15. )kxyjxzizy()xyz(sina ++⋅=  

16. kxy)2(3yj2xz)yz6(i2yza 2 −+−+−=  

17. )k3j3i(3ea z3y3x3 ++= ++  

18. k)4e(j)3e(i)2e(a zyxzyxzyx +++++= ++++++  

19. k)2xyy2(j2xz) yz4(iyz2a 2 −+−+−=  

20. k)6zyx3(jyz6i9zxa 2322 −+−=  
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21. k)zy01x5(jyz10izx51a 2322 −+−=  

22. )kzjxi(y)zxy2cos(6a 2 ++⋅+=  

23. )kxy2jxz2iyz2()xyz(cosa ++⋅=  

24. k)zy28x2(j)yx8zy21(i)yx6z2(a 33334242 ++−+−=  

25. k)xzy2(jyz2izx3a 3222 −−−=  

26. k)3xyy3(jy)23z(xiyz3a 2 −−−+=  

27. kzy4j)yx4zy3x2(i)yx3y2(a 33334242 +−++−=  

28. k)z5yxz2(jyz2i)zx6(a 4222 +++++=  

29. )k)xy9e2(j)xz9e2(i)yz9e2(a zyxzyxzyx −+−+−= ++++++  

30. )kyjzix2()yzx(cos2a 2 ++⋅+=  
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