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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА НА МНОЖЕСТВЕ ωωωω И ЕГО СВОЙСТВА 

 

Пусть задано множество ω, элементы этого множества обозначим М. Пусть в 

каждой точке М множества ω определена функция U=f(M). Проделаем следующие 

операции: 

   1)разбиваем множество ω произвольным образом на n подмножеств величиной 

∆ω1, ∆ω2,…, ∆ωn; обозначим наибольший диаметр этих подмножеств через λ: λ=max 

diam ∆ωi – ранг дробления; 

   2)на каждом из n подмножеств выберем произвольным образом по точке Мi и 

вычислим значение функции в них Ui=f(M i); 

   3)составим интегральную сумму∑
=

∆
n

i
iiMf

1

)( ω ; 

   4)устремляя ранг дробления λ к нулю, найдем предел интегральных сумм:   

ω
λ iM if

n

i

∆∑
=→

)(lim
1

0

 

 Определение. Интегралом функции U=f(M i) на множестве ω называется предел 

последовательности интегральных сумм, когда ранг дробления λ стремится к нулю, 

и обозначается     

                                    ∑∫
=→

∆=
n

i
iiMfdMf

1
0

)(lim)( ωω
ω

λ
                                     (1) 

Определение. Функция U=f(M i), для которой существует интеграл (1), 

называется интегрируемой на множестве ω. 

Теорема. Достаточным условием интегрируемости функции является ее 

непрерывность. 

 Основные свойства интеграла.  

1. ∫ ∫=
ω ω

ωω dMfKdMKf )()(  , где K=const. 
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2. ( )∫ ∫∫ +=+
ω ωω

ωωω dMfdMfdMfMf )(2)(1)(2)(1  

3. если ω=ω1+ω2 , то  ( ) ∫∫∫ +=
ωωω

ωωω
21

)()( dMfdMfdMf  

4. ∫∫ ≤
ωω

ωω dMfdMf )()(  

5. ωω
ω

)()( MfdMf =∫  , где  12−=yx - некоторая определенная точка множества ω , а                  

ω  - величина ω (площадь, длина и т.д.) 

Элемент М множества ω геометрически изображается точкой с 

соответствующими координатами. Потому в зависимости от вида множества 

интегрирования ω, интегралы делятся на несколько классов, приведенных ниже в 

таблице: 

№             ω dω ∫
ω

ωdMf )(      название 

1  dx      ∫
b

a

dxxf )(  определенный 

2 
 dS      ∫∫

S

dxdyyxf );(  двойной 

3 
 dV   ∫∫∫

V

dxdydzzyxf );;(  тройной 

4 
 dδ    ∫ ∫∫∫

− +

=+=+
0

2

5

12

)()(
xS

dyyxdxdxdyyx   поверхностный 

(1-го рода) 

5 
 dl     ∫

l

dlzyxf );;(  криволинейный 

(1-го рода) 

 

 

ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

 

x  b а 

S 

y 

x  

z 

y x 

V 

z δ 

x y 

l z 

x y 
B 
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ba
S

y

x

y= ϕ 1(x)

y= ϕ 2(x)

область  1 -го  типа

b
S2S1

ca x

y
y= ϕ 3(x)y= ϕ 2(x)

y= ϕ 1(x)

Множество интегрирования ω изображается множеством точек плоскости (х;у), 

будем его обозначать S; подынтегральная функция является функцией двух 

аргументов U=f(M)=f(x;y) ; dω=dS – дифференциал площади (элемент площади); в 

декартовой системе координат dS=dxdy. По определению (1) 

  ∫∫∫ =
S

dxdyyxfdMf );()(
ω

ω  

При вычислении двойной интеграл заменяется повторным интегралом (интеграл 

от интеграла) по правилу: 

пусть область интегрирования S есть часть плоскости (x;y), ограничена линиями: 

x=a, x=b, (a<b) y=ϕ1(x), y=ϕ2(x), (ϕ1(x)≤ϕ2(x), ∀x∈[a;b]) , тогда 

 

                                                    ∫∫ ∫ ∫ 












=

S

b

a

x

x

dxdyyxfdxdyyxf
)(

)(

2

1

);();(
ϕ

ϕ

 

     Для удобства формулу записывают иначе 

          ∫∫ ∫ ∫=
S

b

a

x

x

dyyxfdxdxdyyxf
)(

)(

2

1

);();(
ϕ

ϕ

                  (2) 

Здесь интеграл по х называется внешним интегралом, интеграл по у – 

внутренним. При вычислении внутреннего интеграла аргумент х считается 

постоянным. Если область S сверху (или снизу) ограничена двумя линиями, то 

прямой х=с, проведенной через точку их пересечения перпендикулярно оси Оx, 

область разбивается на две области первого типа, и интеграл заменяется суммой 

интегралов на основании свойства интегралов:  

 

 

∫∫∫∫ ∫∫ =+=
SS S

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf
21

);();();(

∫ ∫∫ ∫ +=
b

c

x

x

c

a

x

x

dxdyyxfdxdxdyyxfdx
)(

)(

)(

)(

3

1

1

1

);();(
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
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x= ψ 1(y )

x= ψ 1(y )

c

d

 x

y

област ь  2 -го  типа

0-2

y=5

y=x2+1
1

5

x=0
S

 

 

 

Пусть область интегрирования S ограничена линиями: y=c, y=d, (c<d), x=ψ1(y), 

x=ψ2(y), (ψ1(y)≤ψ2(y), ∀y∈[c;d]). 

 Тогда 

                                                   Для удобства формулу записывают в виде  

           ∫∫ ∫ ∫=
S

d

c

y

y

dxyxfdydxdyyxf
)(

)(

2

1

);();(
ψ

ψ

          (3) 

Выбрать порядок интегрирования для вычисления двойного интеграла - это 

значит выбрать одну из двух формул (2) или (3). 

 

Пример. Вычислить ∫∫ +
S

dxdyyx )( , где S ограничена  линиями y=x2+1; y=5; x=0, 

(x>0). S – область 1-го типа, потому вычисляем по (2).  

 

∫ ∫∫∫
− +

=+=+
0

2

5

12

)()(
xS

dyyxdxdxdyyx                        ∫
+

=+
5

12

)(
x

dyyx  

5

12

2

2
+











+=

x

y
xy ( ) ( ) =













 +++−






 +=
2

1
1

2

25
5

2 2

2 x
xxx =−−−+

2
412

4
32 x

xxx  

=






 −−−+=






 −−−+= ∫
− −

0

2

0

2

543
2

4
32

1043
212

2
412 xxx

xxdxx
xxx  

( )
15

212
)

10

)2(

4

)2(

3

)2(
)2(2)2(12(0

543
2 =−−−−−−−+−− ; 

Пример. Изменить порядок интегрирования в интеграле ∫∫
+x

dyyxfdx

21

0

2

0

);(  

∫∫ ∫ ∫ 












=

S

d

c

y

y

dydxyxfdxdyyxf
)(

)(

2

1

);();(
ψ

ψ

Вычисляем 
внутренний 
интеграл; 
х=const. 
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 12+= xy

1

20

 y

 x

√5

 S1

 S2

 0

S

p=ρ1(ϕ)

p=ρ2(ϕ)

ϕ=α

ϕ=

По заданным четырем пределам интегрирования записываем уравнение четырех 

линий, ограничивающих область интегрирования S; x=0; x=2; y=0; xy 21+= . 

Строим эти линии 

 

   Разрешаем уравнение дуги гиперболы xy 21+=  

относительно абсциссы  12 −= yx . Область интегрирования S 

не принадлежит к 2-му типу, т.к. слева ограничена двумя 

различными линиями x=0 и  12 −= yx . Поэтому  прямой y=1 

разбиваем ее на две области 2-го типа: S1 и S2. Тогда по (3) 

=+== ∫∫∫∫∫∫∫∫
+

SSS

x

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfdyyxfdx
21

2

);();();();(
1

0

2

0

 

∫∫∫∫
−

+=
2

1

5

1

2

0

1

0 2

);();(
y

dxyxfdydxyxfdy  

Пределы интегрирования в повторном интеграле определяются уравнениями 

границ области интегрирования S. Потому, как правило, чем проще уравнения 

границ, тем проще вычисления интегралов. В разных системах координат уравнение 

одной и той же линии имеют различный вид. 

Например: окружность с центром в начале координат и радиусом R в 

декартовой системе координат задается уравнением x2+y2+R2, а в полярной системе 

координат ρ=R.  

Если область интегрирования S ограничена линиями, заданными в полярной 

системе координат ϕ=α, ϕ=β, ρ=ρ1(ϕ), ρ=ρ2(ϕ), то пределы интегрирования 

расставляются по правилу 

 

   ∫ ∫∫∫ Φ=Φ
β

α

ϕρ

ϕρ

ρϕρϕϕρϕρ
)(

)(

2

1

);();( dddd
S

                  (4) 
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x2+y2=4

p=2

 y

х

S

p=1

x2+y2=1

 0

 

При вычислении двойного интеграла удобно, чаще всего, переходить к 

полярным координатам, если область интегрирования ограничена окружностью. 

Для перехода к полярным координатам необходимо: 

1)записать уравнения границ в полярной системе координат, найти координаты 

точек их пересечения; 

2)в подынтегральной функции декартовы координаты х и у заменить полярными 

по формулам х=ρcosϕ, у=ρsinϕ; 

3)элемент площади в декартовых координатах заменить по формуле 

dS=dxdy=ρdρdϕ; 

4)расставить пределы интегрирования по (4). 

∫∫∫∫ =
SS

ddfdxdyyxf ϕρρϕρϕρ )sin;cos();(                             (5) 

 

Пример. Вычислить, перейдя к полярным координатам интеграл 

∫∫ −−
S

dxdyyx
224 , где область интегрирования S: 1≤x2+y2≤4. 

1. Уравнения границ   x2+y2=1  и   x2+y2=4.  В полярной         

 системе координат: (ρcosϕ)2+(ρsinϕ)2=1 и   

(ρcosϕ)2+(ρsinϕ)2=4,   или ρ=1  и   ρ=2; 0≤ϕ≤2 π  

2. ρϕρϕρ 22222 4)sin()cos(44);( −=−−=−−= yxyxf  

∫ ∫∫∫∫∫ =−=−=−−
π

ρρρϕϕρρρ
2

0

2

1

2222 444 ddddydxdyx
SS

 

 

         ∫ =−
2

1

24 ρρρ d                    

 3
3

2

2

1

2

1
0

3

0

3

2

3

=−=






−= ∫ tdtt  = = 323
2

0

πϕ
π

=∫ d  

 

Вычисляем 
внутренний 
интеграл 

t=4-ρ2; dt=-2ρdρ; ρdρ=-0.5dt 
ρ=1 ⇒ t=3  
ρ=2 ⇒ t=0 
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S

S

yx

z
 z=f(x;y)

 

Приложения двойного интеграла. 

 

1. Площадь плоской фигуры 

 

                ∫∫=
S

dxdys                                       (6) 

 

 

2. Объем цилиндрического тела, снизу ограниченного частью S плоскости (ху), 

сверху – поверхностью z=f(x;y), а с боков 

цилиндрической поверхностью, образующие 

которой параллельны оси Oz: 

                       ∫∫=
S

dxdyyxfV );(                          (7) 

 

3. Масса плоской пластинки, занимающей область S и плотность которой 

задается функцией µ=µ(х;у): 

                                    ∫∫=
S

dxdyyxm );(µ                                                   (8) 

4. Координаты центра тяжести плоской пластины С(хс;ус) 

                    
∫∫

∫∫
=

S

S

dxdyyx

dxdyyxx

cx
);(

);(

µ

µ
;              

∫∫

∫∫
=

S

S

dxdyyx

dxdyyxy

cy
);(

);(

µ

µ
                 (9) 

5. Момент инерции плоской пластины относительно координатных осей  

                             ∫∫=
S

ox
dxdyyxyI );(2 µ ;             ∫∫=

S
oy

dxdyyxxI );(2 µ               (10) 

Пример. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной линиями: х=0, 

у=5, у=х2+1.  
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0-2

y=5

y=x2+1 1

5

x=0S

y

x

0

y=1-x2

y=0

x=0

 x

y

S

0

y=1-x2

y=0

x=0

 x

y

S

( ) =−=+−===== ∫ ∫∫∫∫
− +

+
+

0

2

5

1

225

1

5

1 2

2

2

415
x

x
xS

xxydydydxdxdyS  

 

        ( )
3

16

3

)2(
)2(40

3
44

0

2

30

2

3
2 =








 −−−−=






 −=−= ∫
− −

xxdxx ; 

Пример. Вычислить массу плоской пластины ограниченной линиями x=0, y=0, 

y=1-x2, если ее плотность в каждой точке равна абсциссе этой точки, µ=х;  

 

( ) =











−=−===== −

−−

∫∫ ∫∫∫ xxxxyxxdyxdydxxdxdy x
xx

S

m 321

0

1

0

1

0

1

0

1
2

22

 

       ( )
4

1

4

1

2

1

42

1

0

41

0

2
3 =−=



−


=−= ∫
xxdxxx ; 

Пример. Вычислить координаты центра тяжести однородной пластинки, 

ограниченной линиями x=0, y=0, y=1-x2,µ=const. 

=−==== −
−−

∫∫∫ ∫ ∫ xydydydxdxdy x
x

S

x
21

0

1

0

1

0

1

0

1
2

22

µµ   ( ) µµµ
3

2

3
1

1

0

31

0

2 =






 −=−∫
xxdxx ; 

( ) =−==== −
−−

∫∫∫ ∫ ∫ xxxyxdyxdydxdxdyx x
x

S

x
21

0

1

0

1

0

1

0

1
2

22

µµ µµµ
4

1

42
)(

1

0

421

0

3 =






 −=−∫
xxdxxx ; 

 

( ) µµµµµ
15

4

102

1

22

1

22

1

2
1

2

1

0

5
2

1

0

4
2

4
2

2 21

0

21

0

1

0

1

0

2
22

=






 +−=






 +−=













+−=−==== ∫∫∫ ∫∫∫

−−−
x

xxdxx
x

x
x

xy
ydyydydxdxdy

xxx

S

; 

8

3

3

2
4

1

);(

);(

===
∫∫

∫∫

µ

µ

µ

µ

S

S

dxdyyx

dxdyyxx

cx  ;            
5

2

3

2
15

4

);(

);(

===
∫∫

∫∫

µ

µ

µ

µ

S

S

dxdyyx

dxdyyxy

cy ; 

 

C 








5

2
;

8

3 . 
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V

y
x

z

Vxy

ТРОЙНОЙ ИНТЕРГРАЛ 

Пусть в ограниченной замкнутой пространственной области V задана 

непрерывная функция f(x;y;z). Тогда тройной интеграл от этой функции 

определяется как 

                                 ∑∫∫∫
=→

∆=
n

i
iiii

V

VfdVzyxf
1

0
),,(lim),,( ζγξ

λ
                         (11) 

Пусть область V снизу ограниченна поверхностью z=ψ1(x;y), а сверху – 

поверхностью z=ψ2(x;y), причем ψ1(x;y)≤ψ2(x;y). Проекция Vxy области V на 

плоскость хОу ограничена линиями: x=a, x=b, y=ϕ1(x), y=ϕ2(x), где а>b ϕ1(х)≤ϕ2(х) 

∀х∈[a, b]. 

y=ϕ2(x)

y=ϕ1(x)

ba x

y

Vxy

 

Тогда тройной интеграл вычисляется по формуле 

                                  ∫∫∫ ∫ ∫ ∫ 


























=

V

b

a

x

x

yx

yx

dxdydzzyxfdVzyxf
)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(
ϕ

ϕ

ψ

ψ

              (12)     

Элемент объема dV в декартовой системе координат равен произведению 

дифференциалов декартовых координат dV=dxdydz. Формула (12) обычно 

записывается в виде 

                                  ∫∫∫ ∫ ∫ ∫=
V

b

a

x

x

yx

yx

dzzyxfdydxdVzyxf
)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(
ϕ

ϕ

ψ

ψ

                    (13) 

При вычислении интеграла по одной из переменных все другие считаются 

постоянными 

Пример. Вычислить ∫∫∫
V

zdxdydzx2 , где V ограничена поверхностями: x=0, y=0, 

y=3x, z=0, z=xy. 
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z=xy

2

V

 x

 y

 z

0
x=2

 x=ψ1(y,z)

 x=ψ1(y,z)
 y

 x

 z

Первые четыре уравнения в пространстве задают плоскости, пятое – 

гиперболический параболоид.  

y=3x

y=0  2  x

 y

0

Vxy

x=2

 

По формуле (13) расставляем пределы интегрирования: 

∫ ∫ ∫∫∫∫ =
2

0

3

0 0

22
x xy

V

zdzxdydxzdxdydzx  

Последовательно вычисляем три определенных интеграла: 

( )
22

0
22

2422
2

0

2
2

0

2

0

2 yxxy
x

z
xzdzxzdzx

xyxyxy

=








−=== ∫∫ ; 

2
9

3
27

23222

734
3

0

343

0

2
43

0

24
xxxyxdyyxdy

yx
xxx

==== ∫∫ ; 

144
8

256

2

9

82

9

2

9

2
9

2

0

82

0

7
2

0

7

==== ∫∫
xdxxdxx ; Таким образом: 

                        1442 =∫∫∫
V

zdxdydzx . 

Часто бывает удобным при вычислении тройного интеграла применять другой 

порядок интегрирования. Так, если V ограничена поверхностями x=ψ1(y;z) и 

x=ψ2(y;z), а ее проекция Vyz на координатную плоскость yOz ограничена линиями: 

y=a, y=b, z=ϕ1(y), z=ϕ2(y), то вычисление тройного интеграла удобнее проводить по 

формуле: 

 z=ϕ1(y)

 z=ϕ2(y)

 0  b a  y

 z

Vyz
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 0  z
 ρ

 M(ρ,ϕ,z)

ϕ
 y x

 z

                                   ∫∫∫ ∫ ∫ ∫=
V

b

a

y

y

zy

zy

dxzyxfdzdydVzyxf
)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(
ϕ

ϕ

ψ

ψ

                    (14) 

 

Приложения тройного интеграла 

1. Объем тела, занимающего пространственную область V: 

                                   ∫∫∫=
V

dxdydzV                                                             (15) 

2. Масса тела плотностью µ=µ(x;y;z):   

                                   ( )dxdydzzyx
V

m ,,∫∫∫= µ                                               (16) 

3. Статические моменты тела с плотностью µ=µ(x;y;z) относительно 

координатных плоскостей: 

             ∫∫∫=
V

dxdydzzxyM µ ;  ∫∫∫=
V

dxdydzyxzM µ ;   ∫∫∫=
V

dxdydzxyzM µ   (17) 

4. Координаты центра тяжести объемного тела C(xc; yc; zc):  

            
m

x V

dxdydzx

c

∫∫∫
=

µ
;       

m
y V

dxdydzy

c

∫∫∫
=

µ
;       

m
z V

dxdydzz

c

∫∫∫
=

µ
     (18) 

Часто для вычисления тройного интеграла удобнее перейти к другой системе 

координат. 

 

Цилиндрическая система координат 

 

Цилиндрические координаты точки М: ρ,ϕ,z. 0<ρ≤+∞; 

−π<ϕ<π (или  0≤ϕ≤2π),  −∞≤z≤+∞.  Декартовы и 

цилиндрические координаты связаны соотношениями:   

x=ρcosϕ, y=ρsinϕ, z=z.                                             (19) 

Элемент объема dV в цилиндрической системе координат: 

dV=ρdρdϕdz.                                                              (20) 

Для перехода в тройном интеграле к цилиндрическим координатам необходимо: 
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 0  y

 x

 z

1)записать уравнения границ области V в цилиндрических координатах; 

2)в подынтегральной функции f(x;y;z) декартовы координаты заменить 

цилиндрическими по (19); 

3)заменить элемент объема dV по (20). 

Тогда тройной интеграл перепишется в виде: 

                               ( )∫∫∫ ∫∫∫=
V V

dzddfdxdydzzyxf ϕρρϕρϕρ sin,cos),,(             (21) 

Цилиндрические координаты удобно вводить, как правило, в тех случаях, когда 

область интегрирования V ограничена круговыми цилиндрами, образующие которой 

параллельны координатной оси. 

Пример. Вычислить массу тела ограниченного поверхностями x2+y2=z2, 

x2+y2=R2, z=0, (z≥0), если его плотность в каждой точке равна 

аппликате этой точки. x2+y2=z2 есть коническая поверхность с 

вершиной в начале координат и осью симметрии Oz; x2+y2=R2 

есть цилиндрическая поверхность с образующей параллельной 

оси Oz.  

Плотность тела µ=z согласно (16),  масса тела m равна: 

                                  dxdydzz
V

m ∫∫∫=  

Перейдем к цилиндрическим координатам: 

x2+y2=R2 ⇒ ρ2cos2ϕ+ρ2sin2ϕ=R2  ⇒ ρ=R; 

x2+y2=z2 ⇒ ρ2cos2ϕ+ρ2sin2ϕ=z2  ⇒ z=ρ; 

=








==







=== ∫∫ ∫∫ ∫∫∫∫∫ ∫ ∫∫∫∫ −
−−−

RRR

V

R

V

dddzddzdzdddzddzdxdydzz
0

3

0

3

0

2

000 222
π

π

π

π

ρπ

π

ρπ

π

ϕρρϕρρρϕρρϕρϕρρ  

44

4

0

4

0

3 Rd

RR πρπρρπ === ∫ ; 

 

Сферическая система координат 

 



 

15 
 
 
 

M(r,ϕ,θ)

 r

θ

ϕ

 0  y

 x

 z

 x2+y2=z2

 x2+y2+z2=R2

 0  y
 x

 Z

Сферические координаты точки М: r,ϕ,θ. 0≤r≤+∞; −π≤ϕ≤π 

(или 0≤ϕ2π), 0≤θ≤π. Декартовы координаты выражаются 

через сферические по формулам:  

           x=rsinθcosϕ,  y=rsinθsinϕ,  z=cosθ        (22) 

Элемент объема dV в сферической системе координат:    

           dV=r2sinθdrdϕdθ                                                                            (23) 
      ∫∫∫ ∫∫∫=

V V

ddrdrrrrfdxdydzzyxf θϕθθϕθϕθ sin)cos,sinsin,cossin(),,( 2     (24) 

Сферические координаты удобны в тех случаях, как правило, когда область 

интегрирования V ограничена сферическими поверхностями. 

Пример. Вычислить объем тела ограниченного поверхностями x2+y2+z2=R2,  

x2+y2=z2, (z≥0). 

Записываем уравнения поверхностей в сферической 

системе координат; сфера: x2+y2+z2=R2 ⇒  

r2sin2θcos2ϕ+r 2sin2θsin2ϕ+r 2cos2θ=R2 ⇒ r=R;  

конус: x2+y2=z2 ⇒ r2sin2θcos2ϕ+r 2sin2θsin2ϕ=r 2cos2θ ⇒ tg2θ=1 

⇒ θ=π/4. 

Согласно (15) и (16) имеем: 

( ) ∫ ∫∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
−− −

=








+−=−===

R

V V

R R

rddrrddrdrddrddrdrdxdydz
0

2

0

4

0 0

4

0

222 1
2

2
cossinsin

π

π

π

π

π π

π

π
ϕθϕθθϕθϕθ  

( ) ( )
3

22

3
222

2

22

2

22

2

2
1

3

0

3

0

2

0

2

0

2 −=−=−=−=









−= ∫∫∫∫ −

−

Rrdrrdrrddrr

RRRR πππϕϕ π
π

π

π

; 

 

 

ПОВЕРХНОСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ ПЕРВОГО РОДА 

 

Пусть U=f(x;y;z) – непрерывная функция, определенная в точках некоторой 

гладкой поверхности δ. Тогда поверхностным интегралом I рода, или интегралом по 
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γ

 0
 y x

 z

δδδδ

δδδδxy

n

площади поверхности, называется предел интегральных сумм 

                                ( ) ( ) δζυξδ
δ

λ i

n

i
iiifdzyxf ∆=∫∫ ∑

=→
1

0
;;lim;;                              (25) 

При вычислении поверхностный интеграл заменяется двойным интегралом. 

Пусть поверхность δ задана уравнением z=z(x;y) и однозначно проецируется на 

плоскость хОу. Вектор нормали n   к поверхности δ  образует угол γ с осью Oz. Тогда 

                         
γ

δ
cos

dxdy
d =                                         (26) 

               










∂
∂+









∂
∂+

=

y

z

x

z
22

1

1
cosγ                                  (27) 

                              

∫∫ ∫∫ 








∂
∂+









∂
∂+=

δ δ
δ

xy

dxdy
y

z

x

z
yxzyxfdzyxf

22

1));(;;();;(                                       (28) 

Если поверхность δ задана уравнением x=x(y;z), δyz – ее проекция на плоскость 

yOz, α - угол между нормалью к поверхности δ и осью Ох, то  

                                             
α

δ
cos

dydz
d =  и                                                  (29) 

                       dydz
z

x

y

x
zyzyxfdzyxf

yz










∂
∂+









∂
∂+=∫∫ ∫∫

22

1););;(();;(

δ δ
δ           (30) 

Если поверхность δ задана уравнением y=y(x;z), то получается третья форма для 

вычисления поверхностного интеграла 

                       dxdz
z

y

x

y
zzxyxfdzyxf

xz










∂
∂+









∂
∂+=∫∫ ∫∫

22

1));;(;();;(

δ δ
δ           (31) 

Площадь S поверхности δ вычисляется 

                       ∫∫=
δ

δdS                                                                              (32) 

Масса материальной поверхности, плотность которой равна µ=µ(x;y;z) 
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 x
 y

 z δ

δxy

вычисляется как    

                      ∫∫=
δ

δµ dzyxm );;(                                                                  (33) 

Координаты центра тяжести С(xc;yc;zc) вычисляются по формулам  

               
m

x
dx

c

∫∫
= δ

δµ
;        

m
y

dy

c

∫∫
= δ

δµ
;        

m
z

dz

c

∫∫
= δ

δµ
                    (34) 

 

Пример. Вычислить площадь части сферы x2+y2+z2=5, расположенной выше 

плоскости хОу внутри цилиндра x2+y2=1. 

 x2+y2=1

 y

 xδxy

 

Проекция δxy части сферы δ на плоскость хОу есть круг с границей х2+у2=1.  

Уравнение δ разрешится относительно z однозначно: yxz 225 −−=   

            
yx

x

x

z
225 −−

−=
∂
∂ ;        

yx

y

y

z
225 −−

−=
∂
∂ ;     по формуле  (28) 

        =
−−

=
−−

+
−−

+== ∫∫ ∫∫ ∫∫
δ δ δ

δ
xy xy

yx

dxdy
dxdy

yx

y

yx

xdS
2222

2

22

2

5
5

55
1  

 

=                                                                            = =
−

=
−

∫∫ ∫ ∫
δ ρ

ρρϕ
ρ

ϕρρ π

xy

d
d

dd 2

0

1

0
22 5

5
5

5  

( ) ( ) ( )πϕρϕ
ρ

ρϕ
πππ

255225555
5

5
5

2

0

2

0

1

0

2
2

0

1

0
2

2
2

1

−=−=






 −−=
−

−−
= ∫∫∫ ∫ dd

d
d . 

 

Пример. Вычислить массу поверхности х
2+у2=1, (у≥0), вырезаемую 

плоскостями y=0, z=0, z=1, если ее плотность в каждой точке равна аппликате этой 

Для вычисления 
двойного интеграла 
перейдем к полярным 
координатам  

x=ρcosϕ    dxdy=ρdρdϕ 
y=ρsinϕ  x2+y2=1 ⇒ ρ=1 
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 δδδδ

 0

 z

 y
 x

x=-1
x=1

z=1

0-1 1

z

x
δδδδxz

точки. 

Проекция на плоскость хОу есть линия, поэтому проецируем ее 

на плоскость xOz и вычисления ведем по (31)  

µ=z;    xy 21−=  

x

x

x

y
21−

−=
∂
∂ ; 0=

∂
∂
z

y  

    ( )
x

dxdy
dxdy

x

x
d

2

2

2

2

1
0

1
1

−
=+















−
−+=δ ; 

=
−

== ∫∫ ∫∫ dxdz
x

z
d

xz

m
δ δ

δµ
21

=
−∫ ∫

−

dz
x

z
dx

1

1

1

0
21

             

2
arcsin

2

1

1

1

1

1

1
2

2
1 π==

−
=

−
−
∫ x

x

dx ; 

 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

Пусть функция U=f(x;y;z) определена и непрерывна в точках гладкой линии l. 

Тогда криволинейным интегралом по длине дуги, или интегралом первого рода, 

называется предел интегральных сумм 

                                       lfdlzyxf i

n

i
iii

l

∆= ∑∫
=→

);;(lim);;(
10

ζυξ
λ

                         (35) 

Пусть линия l задана параметрическими уравнениями  

 x=x(t), y=y(t), z=z(t), α≤t≤β   

Тогда дифференциал дуги dl равен 

                                              dtzyxdl ••• ++=
222

                                      (36) 

Здесь точкой обозначено дифференцирование по параметру t. Тогда 

криволинейный интеграл (35) заменяется определенным интегралом 

                              ∫ ∫
••• ++=

l

dtzyxtztytxfdlzyxf
β

α

222
))();();(();;(                  (37) 
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 A
 y

 x

 z

 0

 B

Если линия интегрирования l задана уравнением у=у(х), то  

                                                   ( ) dxydl /
2

1+=  

                                        ( ) dxyxyxfdlyxf
l

/
2

1))(;();( += ∫∫
β

α

                       (38) 

При задании линии l уравнением в полярной системе координат ρ=ρ(ϕ) 

получаем следующую форму для вычисления криволинейного интеграла.  

                                                  ( ) ϕρρ ddl /
22 +=  

                                  ( )∫ ∫ +=
l

dfdlyxf
ϕ

ϕ

ϕρρϕρϕρ
2

1

/
22)sin;cos();(               (39) 

Приложения криволинейного интеграла I рода аналогичны другим видам 

интегралов. 

Длина дуги линии l равна 

                                 ∫=
l

dll                                                                          (40) 

Масса m дуги материальной линии с плотностью µ=µ(x;y;z) 

                                 ∫=
l

dlm µ                                                                      (41) 

Координаты центра тяжести линии С(xc;yc;zc) 

                         
m

x l

c

dlx∫
=

µ
;      

m
y l

c

dly∫
=

µ
;        

m
z l

c

dlz∫
=

µ
                        (42)     

Пример. Вычислить длину дуги линии x=cost, y=sint, z=t, 0≤t≤2π (винтовая 

линия).  

  tx sin−=
•

; ty cos=
•

; 1=
•
z ; 

   

dtdtttdl 21cossin 22 =++= ; 
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∫ ∫ ===
l

dtdll
π

π
2

0

222 . 

Пусть  функции  P(x;y;z), Q(x;y;z;), R(x;y;z) непрерывны в точках дуги АВ 

гладкой линии l. Интеграл вида ∫ ++
l

RdzQdyPdx   называется криволинейным 

интегралом по координатам или второго рода. При вычислении он заменяется 

определенным интегралом с помощью уравнений линии l. Пусть линия l задана 

параметрическими уравнениями x=x(t), y=y(t), z=z(t), значение параметра tA 

соответствует точке А, tB – точке В. Тогда  

 ∫∫ 




 ++=++
•••t

tl

B

A

dtztxtytxRytxtytxQxtztytxPRdzQdyPdx ))();();(())();();(())();();((    (43) 

Здесь нижний предел интегрирования tA, в отличие от криволинейного интеграла 

первого рода, всегда определяется начальной точкой А. Поэтому он может быть и 

больше верхнего предела tB. 

Если линия l задана уравнением y=y(x), A(xA;yA), B(xB;yB), то  

                                 [ ]∫∫ +=+
X B

X Al

dxyxyxQxyxPQdyPdx /))(;())(;(                    (44) 

Пример. Вычислить ∫ ++
AB

xzdzyzdyxydx , где AB – четверть окружности x=cost, 

y=sint, z=1, проходимая в положительном направлении. 

[ ]∫∫ =⋅⋅+⋅+−=++
2

0

01cos)(cos1sin)sin(sincos

π

dtttttttxzdzyzdyxydx
AB

 

[ ] [ ] ( )
6

1

2
sin

3
sinsinsinsincossincossin

2

0

22

0

2

0

3
22 =



+


−=+−=+−= ∫ ∫
ππ π

tt
tdttdttttt . 

Пусть функции P=P(x;y), Q=Q(x;y)  вместе со своими частными производными 

первого порядка непрерывны в односвязной области χ и линия l целиком находится 

в этой области. Тогда необходимым и достаточным условием независимости 

криволинейного интеграла ∫ +
l

QdyPdx  от линии интегрирования является  
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C(xC;yC)

B(xB;yB)

A(xA;yA)

y=y(x)

y

 x

выполнение в области χ тождественного равенства 

                                           
x

Q

y

P

∂
∂=

∂
∂                                                         (45) 

В этом случае линию интегрирования можно заменить любой другой, 

проходящей через точки А и В. Удобно выбирать ломаную АСВ, состоящую из 

отрезков прямых, параллельных осям координат. 

 

 

 

    ∫ ∫ ∫ =+++=+
AB AC CB

QdyPdxQdyPdxQdyPdx  

 

             =                                               =    

 

           ∫ ∫+=
x

x

y

y

BA

B

A

B

A

dyyxQdxyxP );();(                                                             (46) 

Интеграл, не зависящий от линии интегрирования, часто обозначается как  

                                          ∫ +
);(

);(

yx

yx

BB

AA

QdyPdx  

Условие (45) является одновременно условием того, что дифференциальное 

выражение Pdx+Qdy является полным дифференциалом некоторой функции двух 

аргументов U=U(x;y):    

                  dU=Pdx+Qdy          т.е. P
x

U =
∂
∂ ;      =

−∫ ∫
−

dz
x

z
dx

1

1

1

0
21

.                        (47)  

Тогда             );();( yxUyxUdUQdyPdx AA

l l
BB∫ ∫ −==+                               (48) 

Выбирая некоторую фиксированную точку (х0;у0), переменную точку (х;у) и, 

обозначая U(x0;y0)=C, получаем с помощью (46) и (48) правило нахождения 

функции U(x;y) по ее полному дифференциалу: 

Уравнение АС: у=уА; dy=dyA=0 
Уравнение СВ: x=xB; dx=dxB=0 
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                              ( )∫ ∫ +=
l

dfdlyxf
ϕ

ϕ

ϕρρϕρϕρ
2

1

/
22)sin;cos();(                              (49) 

Пример. По дифференциальному выражению   dye
y

x
eydx

y
ey yxx











+−+








++

2

2 22
1    

восстановить функцию. 

Здесь 2
12 ++=
y

eyP x ;          δδδδ

 0

 z

 y
 x

; 

           e
y

x
eyQ yx +−=

2
2 ;      

y
ey

x

Q x
2

1
2 −=

∂
∂ ; Следовательно, 

x

Q

y

P

∂
∂=

∂
∂ ; (у≠0). 

Выбираем начальную точку (0;1), конечную точку (перемен.) (х;у). Согласно (49)   

              ( ) =+









+−++= ∫ ∫ Cdye

y

x
eydxeyxU

x y
yxx

0 1
2

23);(                                = 

        =−−−+
2

412
4

32 x
xxx  

  =
−

=
−

∫∫ ∫ ∫
δ ρ

ρρϕ
ρ

ϕρρ π

xy

d
d

dd 2

0

1

0
22 5

5
5

5 . 

 

 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 

 

1. Определение двойного интеграла; его геометрический и физический смысл. 

2. Определение тройного интеграла; его геометрический и физический смысл. 

3. Основные свойства интегралов. 

4. Формулы вычисления двойного и тройного интегралов. 

5. Двойной интеграл в полярных координатах. 

6. Цилиндрические координаты. Тройной интеграл в цилиндрических координатах. 

7. Сферические координаты. Тройной интеграл в сферических координатах. 

8. Криволинейный интеграл I рода, его вычисление. 

Во втором интеграле             
аргумент х считается 
постоянным 
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9. Приложения криволинейного интеграла I рода. 

10. Криволинейный интеграл II рода, его вычисление. Физический смысл. 

11. Независимость криволинейного интеграла II рода от формы линии 

интегрирования. 

12. Восстановление функции двух переменных по ее полному дифференциалу 

               

 

 

 

 

Задача 1 
 

Определить порядок интегрирования: 
 

∫ ∫∫ ∫
− −−

−

− +−

+
0

1

01

2

0

2

),(),(   1.1
yy

dxyxfdydxyxfdy

 

∫ ∫∫ ∫
−−−

+
2

1

0

2

1

0

0

2

),(),(2.1
yy

dxyxfdydxyxfdy

 

∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

2

),(),(   3.1
yy

dxyxfdydxyxfdy
 

∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

),(),(   4.1
yy

dxyxfdydxyxfdy
 

∫ ∫∫ ∫
−

−

− −−

+
0

1

01

2

0

2

),(),(   5.1
2 xx

dyyxfdxdyyxfdx

 

∫ ∫∫ ∫
−

−−

−

+

+
0

1

1

0

1

2

2

0

),(),(   6.1
yy

dxyxfdydxyxfdy
 

∫ ∫∫ ∫
−

−−

+
e y

y

dxyxfdydxyxfdy
1
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1

1

0

0

),(),(   7.1

 

∫ ∫∫ ∫
−

−

−

−

+
0

1 0

1

2

2

0

22

),(),(   8.1
xx

dyyxfdxdyyxfdx

 

∫ ∫∫ ∫
− −−

−

− −−

+
0

3

0

24

3

2

0

4 22

),(),(   9.1
xx

dyyxfdxdyyxfdx

 

∫ ∫∫ ∫
−

+
e

xx

dyyxfdxdyyxfdx
1

1

ln

1

0

1

1

),(),(   10.1
2

 

∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

),(),(  11.1

3 yy

dxyxfdydxyxfdy
 

∫ ∫∫ ∫ +
2

4

cos

0

4

0

sin

0

),(),(  12.1

π

π

π
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dxyxfdydxyxfdy

 

∫ ∫∫ ∫
−

−

− +−

+
e

xx

dyyxfdxdyyxfdx
1

01

2

0

)2( 3

),(),(   13.1

 

∫ ∫∫ ∫ +
e

y

y

dxyxfdydxyxfdy
1

1
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1

0 0
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+
2

1

0
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1

0

0
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−−−

+
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1

0

2

1

0

0

2
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dxyxfdydxyxfdy
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∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

),(),(  17.1

2 yy

dxyxfdydxyxfdy
 

∫ ∫∫ ∫
−−−−

+
2

3

0

4

3

0

0

24 22

),(),(  18.1
xx

dyyxfdxdyyxfdx

 

∫ ∫∫ ∫
−

−

− +−

+
0

1

01

2

0

)2( 3

),(),(  19.1
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dxyxfdydxyxfdy

 

∫ ∫∫ ∫ +
e

y

y

dxyxfdydxyxfdy
1

1

ln

1

0 0

),(),(  20.1

 

∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

22

),(),(  21.1
xx

dyyxfdxdyyxfdx
 

∫ ∫∫ ∫ +
2

4
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0

4

0
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0

),(),(  22.1

π

π

π
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dyyxfdxdyyxfdx

 

∫ ∫∫ ∫
−

−

− −−

+
0

1

01

2

0

2

),(),(  23.1
2 yy

dxyxfdydxyxfdy

 

∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

),(),(  24.1
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dyyxfdxdyyxfdx
 

∫ ∫∫ ∫
−−−

+
2

3

4

0

3

0
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0
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),(),(  25.1
xx

dyyxfdxdyyxfdx

 

∫ ∫∫ ∫
−−−

+
2

1

0

2

1

0

0
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∫ ∫∫ ∫
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+
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1

2

0

1

0 0

2
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dyyxfdxdyyxfdx
 

∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

2

),(),(  28.1
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dxyxfdydxyxfdy
 

∫ ∫∫ ∫
−

+
2

1

2

0

1

0 0

),(),(  29.1
xx

dyyxfdxdyyxfdx
 

 

∫ ∫∫ ∫
−

−−−

−

−

+
0

3

22

0

3

2

4

0

22

),(),(  30.1
xx
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Задача 2 

Вычислить: 

  .;;1:

    ;1612  1.2

2

3322

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

   .;;1:

;489  2.2

2

3322

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;9636  2.3

33

3322

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

   .;;1:

;32182.4

33

3322

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

 

 

.;;1:

;4827  2.5

32

3322

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

   .;;1:

;3218  2.6

23

3322

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;3218  2.7

3

3322

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

   .;;1:

;4827   2.8

3

3322

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫
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.;;1:

;34   2.9

2

22

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

    .;;1:

;912   2.10

2

22

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;98   2.11

33

22

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

    .;;1:

;1824  2.12

33

22

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;2712  2.13

32

22

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

   .;;1:

;188  2.14

23

22

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

 

       .;;1:

;9
5

4
  2.16

3

22

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;4824  2.17

2

33

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

−∫∫

   .;;1:

;2462.18

2

33

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;164  2.19

33

33

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

   .;;1:

;164  2.20

33

33

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;1644  2.21

32

33

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

   .;;1:

;1764  2.22

23

33

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;4  2.23

3

33

xyxyxD

dxdy)yx(xy
D

−===

−∫∫

    .;;1:

;1764  2.24

3

33

xyxyxD

dxdy)yxxy(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:

;
3
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2
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xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

    

.;;1:

;
3
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3  2.27

33

4422

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

   .;;1:

;259  2.28

33

4422

xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

 

.;;1:
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xyxyxD

dxdy)yxyx(
D

−===

+∫∫

   .;;1:
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23
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xyxyxD

dxdy)yxy(x
D

−===

−∫∫

 

 

Задача 3 
 

.;;1:

;
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9

5

4
  15.2

3

D
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xyxyxD

dxdyyxxy

−===








 +∫∫

( )
.;;1:
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2

D

4422

xyxyxD

dxdyyxyx

=−==

+∫∫
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Найти площадь фигуры, перейдя к полярной системе координат: 

.3,3      

,04      

,02  1.3
22
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xyxy

xyy

xyy

==

=+−
=+−

     

.3,3      
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27 
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Задача 4 
 

Найти центр тяжести пластинки D, ограниченной кривыми с поверхностной 

плотностьюµ :    
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2

2

63

);0(,0,1:11.4

y.x

yxyyxD

+=
≥===

µ  
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≥===
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≥===
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µ
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µ
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≥≤==

=+=+

µ
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+−=
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=+=+

µ

.)()3(        

);0,0(0,0        
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2222
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yxyxD

++=
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=+=+

µ
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2222
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++=
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=+=+

µ
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+−=
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µ
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.827

);0(2,0,2:32.4
2

2

yx

yxyyxD

+=
≥===

µ  

 

 

.36         

);0(  4,0,1:   52.4
2

2

yx

yxyyxD

+=
≥===

µ  

 

 

.64         

);0(  2,0,2:   72.4
2

2

yx

yxyyxD

+=

≥===

µ  

 

 

.94         

);0(  2,0,
2

1
:   92.4

2

2

yx

yxyyxD

+=

≥===

µ  
 

 

Задача 5 
 

С помощью тройного интеграла вычислить объем тела, ограниченного данными 

поверхностями: 

.2,0,2,216  1.5 =+=== zxzxyxy  

.3/55,0,
3

5
,5  2.5 xzz

x
yxy +====

  

.15,0,0,,2  3.5 22 xzzyxyyx =====+  

.0,12,,2  4.5 ====+ zyzxyyx  

.21,0,25,220  5.5 =+=== yzzyxyy
 

.30,0,6/5,2/5  6.5 yzzyxyx ====  

.30,0,0,,2  7.5 22 yzzxyxyx =====+
 

.0,512,,2  8.5 ====+ zxzyxyx
 

.
2

1
,0,22,217  9.5 xzzxyxy −====

 

.)()4(        

);0,0(0,0        

,25,1:  24.4

22

2222

yxyx

yxyx

yxyxD

+−=
≤≥==

=+=+

µ

.)()3(        

);0,0(0,0        

,16,4:  26.4

22

2222

yxyx

yxyx

yxyxD

+−=
≥≥==

=+=+

µ

.)()4(        

);0,0(0,0        

,9,4:  28.4

22

2222

yxxy

yxyx

yxyxD

+−=
≥≤==

=+=+

µ

.)()2(        

);0,0(0,0        

,9,4:  30.4

22

2222

yxxy

yxyx

yxyxD

+−=
≥≤==

=+=+

µ
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.9)3(5,0,95,35y  10.5 xzzxyx +====  

.115,0,0,2,8  11.5 22 xzzyxyyx =====+  

.0,3,2,4  12.5 ====+ zyzxyyx  

( ).3
18

5
,0,

18

5
,

6

5
  13.5 yzzyxyx +====

 

.2,0,24,219  14.5 =+=== yzzyxyx
 

.
11

30
,0,0,2,8  15.5 22 yzzxyxyx =====+

 

.0,
5

3
,2,4  16.5 ====+ zxzyxyx

 

.3,0,3,36  17.5 =+=== zxzxyxy  

( ).3
18

5
,0,

18

5
,

6

5
  18.5 xzzxyxy +====

 

.
11

5
,0,3,18  19.5 22 xzzxyyx ====+

 

.0,4,3,6  20.5 ====+ zyzxyyx  

.3,0,32,37  21.5 =+=== yzzyxyx
 

( ) .935,0,
9

5
,

3

5
  22.5 yzzyx

y
x +====

 

.
11

10
,0,0,3,18  23.5 22 yzzxyxyx =====+

 

.0,
5

4
,3,6  24.5 ====+ zxzyxyx

 

( ).115,0,15,15  25.5 xzzxyxy +====  

 

 

Задача 6 
 

В тройном интеграле по области V, заданной неравенствами, перейти к 

сферическим координатам и расставить пределы интегрирования: 

.
335

   ,0   ,491  1.6
2222

222 yx
z

yx
yxzyx

+≤≤+−≤≤−≤++≤
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315
  ,03  ,644  2.6

2222
222 yx

z
yx

yxzyx
+≤≤+≤≤−≤++≤

 

3
  ,0

3
  ,644  3.6

22
222 yx

zy
x

zyx
+≤≤≤−≤++≤

 

.
63

  ,
3

0  ,364  4.6
22

222 yx
z

x
yzyx

+−≥−≤≤≤++≤
 

.
99

  ,33   ,361  5.6
22

222 yx
zxyxzyx

+≥≤≤−≤++≤
 

 

. 
99 

   , 3 3     , 100 25    6 . 6 
2 2 

2 2 2 y x 
z x y x z y x 

+ ≤ − ≤ ≤ ≤ + + ≤ 
 

.
24

0  ,3  ,
3

  ,491  7.6
22

222 yx
zxy

x
yzyx

+≤≤−≤−≤≤++≤
 

.0
24

  ,3  ,3  ,12125  8.6
22

222 ≤≤+−≥−≥≤++≤ z
yx

xyxyzyx
 

 

. 
3 35 

   , 0    , 64 4    9 . 6 
2 2 2 2 

2 2 2 y x 
z 

y x 
y x z y x 

+ ≤ ≤ 
+ − ≤ ≤ ≤ + + ≤ 

 

.
315

  ,03  ,10016  10.6
2222

222 yx
z

yx
yxzyx

+≤≤+≤≤≤++≤
 

.
3

  ,
3

3  ,10016  11.6
22

222 yx
z

x
yxzyx

+≤−≤≤−≤++≤
 

.3
3

  ,
63

  ,6416  12.6
22

222 xy
xyx

zzyx −≤≤−+−≥≤++≤

 

. 
99 

   , 3 y    , 0    , 49 4    13 . 6 
2 2 

2 2 2 y x 
z x y z y x 

+ ≥ ≤ ≤ ≤ + + ≤ 
 

.
99

  ,0  ,3  ,12136  14.6
22

222 yx
zyxyzyx

+−≤≥≥≤++≤
 

.
24

0  ,
3

  ,3  ,644  15.6
22

222 yx
z

x
yxyzyx

+≤≤≤≤≤++≤
 

.0
24

-  ,
3

  ,3  ,14436  16.6
22

222 ≤≤+≥≥≤++≤ z
yxx

yxyzyx
 

.
353

  ,0  ,819  17.6
2222

222 yx
z

yx
xyzyx

+≤≤+−−≤≤≤++≤
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.
153

  ,30  ,14436  18.6
2222

222 yx
z

yx
xyzyx

+≤≤+−−≤≤≤++≤
 

.
3

 ,
3

3  ,14436  19.6
22

222 yx
z

x
yxzyx

+≤≤≤≤++≤
 

.
63

  ,3
3

  ,10036  20.6
22

222 yx
zxy

x
zyx

+−≥≤≤≤++≤
 

.
99

  ,
3

  ,
3

  ,649  21.6
22

222 yx
z

x
y

x
yzyx

+≥−≤≤≤++≤
 

.
99

  ,
3

  ,
3

  ,14449  22.6
22

222 yx
z

x
y

x
yzyx

+−≤−≥≥≤++≤
 

.
24

0  ,
3

  ,0  ,819  23.6
22

222 yx
z

x
yyzyx

+≤≤≤≤≤++≤
 

.0
24

  ,
3

  ,0  ,16949  24.6
22

222 ≤≤+−≥≥≤++≤ z
yxx

yyzyx
 

.
353

   ,0  ,10016  25.6
2222

222 yx
z

yx
xyzyx

+≤≤+−≤≤≤++≤
 

 

Задача 7 
 

Вычислить массу тела V с плотностью µ, ограниченного данными поверхностями.  

( ) ( ) ( ).
4

5
  ,0,0  ,0  ,0   ,4   ,64   1.7 2222222 yxzyzyyxzyx +=≥≥===+=+ µ

 

( ).1,0   ,4  ,0   ,1   ,4   2.7 2222222 ≤+≥⋅===+=++ yxxzxyxzyx µ
 

( ).0,0  ,10 ,0  ,0  ,0  ,2   ,1   3.7 2222 ≥≥=====+=+ yxxzyxxyxyx µ  

( ).0,0  ,80  ,0  ,0  ,
7

4
   ,

49

16
   4.7 22222 ≥≥====+=+ yxyzyxzyxzyx µ

)0,0,0(   ,20  ,0  ,0   ,4   ,1    5.7 222222 ≥≥≥====+=++ zyxzyxzyxzyx µ  

( ) ( ) ( ).0,0  ,y
6

5
 ,0z  ,0  ,1   ,36   6.7 2222222 ≥≥+====+=+ zxxxyxzyx µ

 

( ).4  ,2  ,4   ,16   7.7 2222222 ≤+==+=++ yxzyxzyx µ
 

( ).0,0  ,5 ,0  ,0  ,0  ,8   ,4   8.7 2222 ≥≥=====+=+ yxxzyxxyxyx µ  
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( ).0,0  ,28  ,0  ,0  ,
5

2
   ,

25

4
   9.7 22222 ≥≥====+=+ yxxzyxzyxzyx µ

 

( ).0,0,0  ,6 ,0  ,0  ,   ,4   10.7 222222 ≥≥≥====+=++ zyxzyxzyxzyx µ  

( ) ( ) ( ).0,0,0  ,y2 ,0z ,0 ,0  ,4   ,25   11.7 2222222 ≥≥≥+=====+=+ zyxxyxyxzyx µ  

( ).4,0 , ,0 ,4   ,9   12.7 2222222 ≤+≥===+=++ yxyzyyxzyx µ
 

( ).0,0  ,90 ,0  ,0  ,0  ,6   ,1   13.7 2222 ≥≥=====+=+ yxyzyxzyxyx µ  

( ).0,0  ,14  ,0  ,0 ,
5

   ,
25

   14.7 22
2

22 ≥≥====+=+ yxyzyx
z

yx
z

yx µ
 

( ).0,0,0 ,10 ,0,0 ,9   ,4   15.7 222222 ≥≥≥====+=++ zyxzyxzyxzyx µ  

( ) ( ) ( ).0,0,0  ,
3

5
 ,0z ,0 ,0  ,4   ,9   16.7 2222222 ≥≥≥+=====+=+ zyxyxyxyxzyx µ

 

( ).1  ,6  ,1   ,4   17.7 2222222 ≤+==+=++ yxzyxzyx µ
 

( ).0,0  ,10 ,0  ,0  ,0  ,   ,1   18.7 2222 ≥≥=====+=+ yxyzyxzyxyx µ  

( ).0,0  ,10  ,0  ,0  ,
7

   ,
49

   19.7 22
2

22 ≥≥====+=+ yxxzyx
z

yx
z

yx µ
 

( ).0,0,0  ,10  ,0,0,4   ,4   20.7 222222 ≥≥≥====+=++ zyxzyxzyxzyx µ  

( ) ( ) ( ).0,0,0  ,5,0 ,0  ,1   ,16   21.7 2222222 ≥≥≥+====+=+ zyxyxyxyxzyx µ  

( ).4  ,  ,4 ,16  22.7 2222222 ≤+==+=++ yxzyxzyx µ
 

( ).0,0  ,5,0,0,0  ,4 ,4  23.7 2222 ≥≥=====+=+ yxyzyxzyxyx µ  

( ).0,0  ,35,0,0  , ,  24.7 22222 ≥≥====+=+ yxyzyxzyxzyx µ  

 ( ) . 0 , 0 , 0    , 32 , 0 , 0    ,   , 1    25 . 7 
2 2 2 2 2 2 ≥ ≥ ≥ = = = = + = + + z y x z y x z y x z y x µ  

 

Задача 8 
 

Вычислить площадь поверхности σ, лежащей внутри поверхности P: 

.4:   ;4 :   1.8 2222 =+=+ yxPzyxσ  

).0(   ,:   ;2 :   2.8 222222 ≥=+=++ zzyxPzyxσ  

.3:   ;4z :   3.8 2222 =+−−= yxPyxσ  

).0(   ,2:   ;3 :   4.8 22222 ≥=+=++ zyxPzyxσ  

.3:   ;4 :   5.8 22222 zyxPzyx =+=++σ  
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);;( xyF −
r

).0(   ,:   ;2 :   6.8 222222 ≤=+=++ zzyxPzyxσ  

.2:   ;3 :   7.8 2222 =+−−−= yxPyxzσ  

).0(  ,2:   ; :   8.8 22222 ≤−−==+ zyxzPzyxσ  

.1:   ; :   9.8 2222 =+=+ yxPzyxσ  

.2:   ;8:   10.8 2222 yxzPyxz +=−−=σ  

.22:   ;22:   11.8 22222 yxzPzyx ++==++σ  

.4:   ;z:   12.8 2222 =++= yxPyxσ  

.1:   ;224z:   13.8 2222 =+−−= yxPyxσ  

( ) .16:   ;
8

1
z:   14.8 2222 =++= yxPyxσ

 

.22:   ;26:   15.8 22222 −+==++ yxzPzyxσ  

.04:   ;32:   16.8 2222 =−+−−= zyxPyxzσ  

.8:   ;2:   17.8 2222 =++= yxPyxzσ  

).0(  ,4:   ;32:   18.8 22222 ≤−−==++ zyxzPzyxσ  

.16:   ;04:   19.8 2222 =+=++ yxPyxzσ  

.:   ;8:   20.8 22222 zyxPyxz =+−−−=σ  

.9:   ;1:   21.8 2222 =+++= yxPyxzσ  

.4:   ;1:   22.8 2222 =+−−= yxPyxzσ  

.4:   ;12:   23.8 2222 yxzPyxz −−=−−−=σ  

.2:   ;18:   24.8 2222 =+−−= yxPyxzσ  

.:   ;32:   25.8 22222 zyxPyxz =+−−=σ  

Задача 9 
 
 

Вычислить работу, совершаемую переменной силой на линии l: 

 

9.1 l – верхняя половина эллипса x=2cost, y=3sint, проходимая в  

 (P,Q)F
r
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);;( 2 yxyxF +−
r

);2;( xyF
r









−+

2

2

;
1

y

x

y

y
F
r

( )223 3;2 yxxyF
r










+
−

+ 2222
;

yx

x

yx

y
F
r

( )xyyxF −− 22 ;
r 2

9
16

xy =










y

x
yF ;

r

( )yxyxF +− ;
r

( )2;3 32 −xyxF
r

( )2222 ; yxyxF −+
r

( )xyF ;−
r

положительном направлении. 

 

9.2   l – треугольник с вершинами A(0,0), B(1,0), C(0,1) 

обходимый в положительном направлении. 

 

9.3   l – дуга y=x2 от A(1,1) до B(4,2). 

 

9.4 ; l – отрезок прямой от A(1,2) до B(2,4). 

 

 

9.5 ;  l – отрезок прямой от A(1,2) до B(2,4). 

9.6 

 l – окружность x=cost, y=sint, проходимая в 

отрицательном направлении. 

 

9.7   ; l – дуга от A(0,0) до B(3,4). 

 

9.8   ; l - окружность x=cost, y=sint, проходимая в  

 

отрицательном направлении. 

 

9.9   ; l - дуга y=e-x от A(0,1) до B(-1,e). 

 

9.10 , l – отрезок прямой от A(1,1) до B(2,4). 

 

9.11 , l – y=|x| от A(-1,1) до B(2,2). 

 

9.12;                l –дуга циклоиды x=t - sint, y=1 - cost  от A(2π,0) до B(0,0). 
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( )yxyxF −+ ;
r

( )xyyxF ++ 22 ;
r

( )xyF ;−
r

( )3

; xxeyF
r

( )2;2 xxyF −
r
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yx
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F
r

( )xyyxF ;22 −
r

( ) ( )( )22 ; yxyxF +−
r








 −
y

x
yF ;

r

( )1;13 32 −+ xyxF
r

( )223 3;2 yxxyF
r










+
−

+ 2222 ;
yx

x

yx

y
F
r

( )223 3;2 yxxyF
r

 

9.13 ;                         l - окружность x = 4cost, y = 4sint, обходимая в 

положительном направлении. 

9.14 ;          l – ломаная ACB, где A(1,2), B(3,5), C(3,2).  

 

9.15 ; l – треугольник с вершинами A(-2,0), B(2,0), C(0,2), обходимый в 

положительном направлении. 

 

9.16 ; l - дуга y=x2 от A(0,0) до B(1,1). 

 

9.17 ; l - дуга x=2y2 от O(0,0) до A(2,1). 

 

9.18   ; l –дуга астроиды x=8cos3t, y=8sin3t  от  

A(8,0) до B(0,8). 

 

9.19 ; l – отрезок прямой от A(1,1) до B(3,4). 

 

9.20 ; l – ломаная OAB, где O(0,0), A(2,0), B(4,2). 

 

9.21 ; l - дуга x=2e-x от A(0,2) до B(-1,2e). 

 

9.22     ; l – ломаная OAB, где O(0,0), A(2,0), B(4,2). 

 

9.23 ; l - дуга y=x2 от O(0,0) до A(1,1).  

 

9.24 ; l - дуга x=y2 от A(1,1) до B(4,2). 

 

9.25       ;  l – линия y = |x| от A(-2;2) от B(1;1). 
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Задача 10 
 

Вычислить массу дуги материальной линии l с плотностью µ: 

 

10.1 l:   y=x3/2 от x=0 до x=5; µ=2. 

( ) . ;1 до 0от  
2

1
    :   2.10 xxx exxeeyl ===+= − µ

 

.3  ;
2

 до 0от    cos8sin6 ,cos6sin8    :   3.10 ===−=+= µπ
ttttyttxl

 

.94  ;1 до 0от        :   4.10 3 xxxxyl +==== µ  

 

.1  ;2 до 0от    ,cos1,sin    :   5.10 ===−=−= µπtttyttxl

.y  ,y    :   6.10 2222 +==+ xxxl µ  

.y  );
3

232
;8( до )32;3(от   

9
4

   :   7.10 2232 +== xBAxyl µ
 

.  );1;( до )0;1(от   ln   :   8.10 2xeBAxyl == µ  

.  ; до 0от   sin,cos   :   9.10 2xtttytxl ===== µπ  

.
2

1
  ;1 до 0от    ,2   :   10.10 3 xxxxyl ==== µ

 

.  ;
2

 до 0от    sin,cos  :   11.10 2ytttytxl ===== µπ
 

.  ;2 до 1от    ln2   :   12.10 4xxxxyl ==== µ  

( ) .  ;1 до 0от    
2

1
   :   13.10 x-xx exxeeyl −===+= µ

 

.
2

3
  ; до 0от    sin2,cos2  :   14.10 xtttytxl ===== µπ

 

.1  ; до 1от    ln3   :   15.10 2 +===−= xexxxyl µ  

.  ;
2

 до 0от    sin,cos2  :   16.10 xytttytxl ===== µπ
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.
9
1

  ; до 0от    sin3,cos3  :   25.10 2xtttytxl ===== µπ

.  ;2 до 1от    ln2
2
3

   :   17.10 2xxxxyl ===+= µ
 

.
1

  ;4 до 0от    2
2
1

   :   18.10
yx

xxxyl
−

===−= µ
 

.  ;
2

 до 0от    sin2,cos  :   19.10 ytttytxl ===== µπ
 

( ) .  ;1 до 0от    
2
1

   :   20.10 2 x-xx exxeeyl ===−= µ
 

.sin  ;
2

 до 0от    sin,cos  :   21.10 33 ttttytxl ===== µπ
 

( ).91  ;1 до 0от    2   :   22.10 3 xxxxyl +==== µ  

.2  ; до 1от    ln
2
3

1   :   23.10 2xexxxyl ===−= µ
 

.
12

1
  ;3 до 2от    58   :   24.10

−
===−=

x
xxxyl µ

 

 

Задача 11 

Восстановить функцию по ее полному дифференциалу, предварительно убедившись, 

что она существует:  
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xdx
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