
Министерство образования и науки Российской Федерации 
 

Омский государственный технический университет 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 

И КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ ПО ИНТЕГРАЛЬНОМУ ИСЧИСЛЕНИЮ 
 

 Для студентов заочного отделения экономических специальностей.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Омск-2004 
 



 2 

 
      
 
       Составители: Фирдман Александр Исаевич, доцент 
                              Батехина Наталья Викторовна, доцент 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Печатается по решению 
Редакционно-издательского совета 

Омского государственного технического университета 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Редактор Г. М. Кляут 
ИД 06039  от 12.10.01 
Сводный темплан 2004г. 

Подписано в печать  05.04.04 . Бумага офсетная.Формат 60х84/16   
Отпечатано на дупликаторе. Усл. печ. л. 4,0  Уч.-изд. л.  4,0  

Тираж 100 экз. Заказ 303 
 

Издательство ОмГТУ. 644050, Омск, пр-т Мира, 11 
Типография ОмГТУ 

 
 



 3 

   НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ   ИНТЕГРАЛ 
 

       Функция )x(F  называется первообразной  функции  )x(f , если  )x(f)x(F =′ . 

Так, для функции 2x)x(f =  первообразной будет функция 3/x)x(F 3= , так как  

2
3

x
3

x =
′









. Но первообразными будут также функции  C

3

x
...,,5

3

x
,1

3

x 333

+−+ , 

так как производные от этих функций совпадают с  2x . Таким образом, если функ-
ция  )x(f  имеет первообразную )x(F , то она имеет бесконечно много первообраз-
ных вида C)x(F + , где  constC = . Множество всех первообразных для )x(f  иначе 
называется неопределенным интегралом  от функции )x(f  и обозначается симво-

лом ∫ dx)x(f . Итак, C)x(Fdx)x(f +=∫ . Например,         

            ∫ ∫ ∫ ∫ +=+=+−=+= Cxln
x

dx
,Cedxe,Cxcosdxxsin,C

3

x
dxx xx

3
2 . 

      Теорема существования:  всякая непрерывная в промежутке  [ ]в,a  функция 
)x(f  имеет на этом  промежутке первообразную )x(F . 

 
Свойства неопределенного интеграла 

 

     1. ( ) )x(fdx)x(f /=∫ .          2. ∫ += C)x(f)x(df .         3. [ ] dx)x(fdx)x(fd =∫ .     

    

     4. ∫ ∫ ==⋅ constc,dx)x(fcdx)x(fc .         5. [ ] ∫ ∫∫ ϕ+=ϕ+ dx)x(dx)x(fdx)x()x(f . 

 
 

Таблица неопределенных интегралов 
 
 

1.  )1(,C
1

u
duu

1

−≠α+
+α

=
+α

α∫ .                   5. ∫ += Cutg
ucos

du
2

. 

 

2. ∫ += Culn
u

du
.                                         6. ∫ +−= Cuctg

usin

du
2

.    

 

3. C
aln

a
dua

u

+=∫ α .                                      7. ∫ +=
−

C
a

u
arcsin

ua

du
22

. 

 

4.  ∫ += Cedue uu .                                       8.  ∫ +=
+

C
a

u
arctg

a

1

ua

du
22

.    
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9. ∫ +−= Cucosduusin .                              11. Cauuln
au

du 22

22
+±+=

±∫ . 

 

10. ∫ += Cusinuducos .                                12. C
au

au
ln

a2

1

au

du
22

+
+
−=

−∫ . 

 
      Фактически 10 первых табличных интегралов могут быть получены из таблицы 
производных, читаемой справа налево. Здесь u  может быть как  независимой пе-
ременной, так  и  дифференцируемой  функцией  от  х:  )x(uu = , С – произвольное 
число. 
      Кроме этих 12 интегралов желательно знать наизусть несколько легко вычис-
ляемых интегралов. 
 

1. Cudu +=∫ .                                    4. ∫ += Cusinlnduuctg .   

 

2. ∫ += Cu2
u

du
.                              5. ∫ += C

2

u
tgln

usin

du
.          

  

3. ∫ +−= Cucoslndutgu .                 6. ∫ +






 π+= C
42

u
tgln

ucos

du
. 

 
      При вычислении интегралов они сводятся к одному или нескольким табличным 
с помощью методов интегрирования. При этом произвольная постоянная ставится 
после последнего взятого интеграла. 
 

 
 

Методы и приемы интегрирования 
 
      Один из наиболее часто используемых приемов интегрирования основан на 
следующем замечании: переменная u в таблице интегралов может быть как незави-
симой, так и являться функцией аргумента х:   )x(uu ==== . 
 

Примеры  
 

      1. C
3

x
arcsin

2

1

)x(3

)x(d

2

1

x9

xdx 2

222

2

4
+=

−
=

−∫ ∫ . 

Здесь в качестве переменной интегрирования выступает функция  2xu ==== . Так как 
dx2)x(d 2 ==== ,  сделаем поправку на 1/2. 
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      2. ∫ xdxsine xcos5 . 

 
      Применим формулу (4) из таблицы  интегралов.  Так как  ( ) xdxsin5xcos5d −= , 
сделаем поправку на минус 1/5. 

Тогда ( ) ( ) =−=−−= ∫∫∫ xcos5de
5

1
dxxsin5e

5

1
xdxsine xcos5xcos5xcos5  

                                   Ce
5

1 xcos5 +−= . 

      3. ( ) ( ) ∫∫∫ ===== )x17(xd17tg17/1dx17x17ddx17x17tg17/1xdx17tg  

 
                             ( ) .Cx17cosln17/1Cx17cosln17/1 +−=+−⋅=  

 

      4. ∫
+

dx
x

x2ln1
. Применим формулу (1) из таблицы интегралов.  

     Так как  ( )
x

dx
x2ln1d =+ , получим 

( ) ( ) ( ) ( )
.C

3

x2ln12
x2ln1dx2ln1

x

dx
x2ln1dx

x

x2ln1 2/3
2/12/1 ++=++=⋅+=+

∫∫∫  

 
     Решить самостоятельно: 

1. ∫ ;
x

xdx2ln3

 

 

Ответ: .C
8

x2ln4

+  

2. ( )∫ −

−

+
;

e5

dxe
3x

x

 

 

Ответ: ( ) .C
e52

1
2x

+
+ −

 

3. 
( )

∫ ++
+

;
5x2x

dx1x
2

 

 

Ответ: .C5x2x2 +++  

4. ;
x2sin37

xdx2cos
3∫ −

 

 

Ответ: ( ) .Cx2sin374/1 3 2 +−−  

5. 
( )
∫ −

+
;dx

x1

xarcsin1
2

2

 

 

Ответ: 
( )

.C
3

xarcsin1 3

++
 

6. 
( )
∫

−
2/xcos

dx2/tgx53
2

3 4

; Ответ: C
2

x
tg53

35

6
3

7

+






 −− . 
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7.  ∫ ;dx
x

e x

 

 

Ответ: .Ce2 x +  

8.  ∫ ;dx2 x5  
Ответ: .C

2ln5

2 x5

+  

 

9.  ∫ +
;
вax

kdx
 Ответ: .Cвaxln

a

k ++  

 

10. ;
x4

xdx
2∫ +

 Ответ: ( ) .Cx4ln
2

1 2 ++  

 

11. ;
x4

dx
2∫ +

 Ответ: .C
2

x
arctg

2

1 +  

 

12. ∫ −
;

x49

xdx
4

 Ответ: .C
3x2

3x2
ln

24

1
2

2

+
+
−−  

 

13. ∫ ;dx
3

x
sin  Ответ: .C

3

x
cos3 +−  

 
14. ∫ ⋅ ;dx3xcos xsin  

Ответ: .C
3ln

3 xsin

+  

 

15. ∫
−⋅ ;dx
3

x1
sinx

2

 Ответ: .C
3

x1
cos

2

3 2

+






 −
 

      С помощью этого же приема вычисляются интегралы вида 
 

                        ∫∫ ++++ cbxax

mdx
;

cbxax

mdx
22

. 

 
Эти интегралы сводятся к табличным интегралам 9-12 путем выделения полного 
квадрата в квадратном трехчлене. 
      Примеры 
 

      1. 
( ) ( )

C2x4x2xln
22x

dx

2x4x

dx 2

222
++−+−=

−−
=

+−∫ ∫ . 



 7 

2. 

     2. ( )
( )

( )∫ ∫ ∫ =
++

+=
+−+⋅+

=
++ 2/112/5x

2/5xd

94/254/252/5x2x

dx

9x5x

dx
222

 

 

                                     
(((( )))) ====++++====

2/11

2/5x
arctg

2/11

1
.C

11

5x2
arctg

11

2 ++
 

 
 

     3. Интегралы  
( ) ( )
∫ ∫ ++

+
++

+
cвxax

dxnmx
;

cвxax

dxnmx
222

. В числителе - линейная функ-

ция, в знаменателе - квадратный трехчлен или корень квадратный из квадратного 
трехчлена. Чтобы такой интеграл привести к последней группе формул, надо в 
числителе выделить дифференциал квадратного трехчлена; разбить интеграл на 

сумму интегралов; первый интеграл будет типа ∫ v

dv
 или  ∫ v

dv
, а второй – 1-го 

типа. 
 
     Примеры 
 

1. ( ) ( ) ( )[ ] =
++

−+=+=++=
++ ∫∫ 5x2x2

dx22x4

4

3
dx2x45x2x2d

5x2x2

dxx3
2

2
2

 

 

( ) ( )

( )
( ) ( )

.C
3

1x2
arctg

2

1
5x2x2ln

4

3

2/3

2/1x
arctg

2/3

1
5x2x2ln

4

3

2/32/1x

2/1xd
5x2x2ln

4

3

2/5xx

dx

2

1
2

5x2x2

5x2x2d

4

3

5x2x2

dx2

5x2x2

dx2x4

4

3

22

22
2

22

2

22

++−++=


+−++



=

=




++
+−++




=

=




++
⋅−

++
++





=





++
−

++
+





=

∫

∫ ∫∫ ∫

 
     

( ) [ ]
( ) =

−−=+−−+−−
−+−−−=

+−−
+

∫ ∫ dx)2x2(8x2xd
dx

8x2x2

5/62)2x2(5

8x2x

dx3x5
222

 

                                      
( )
∫ ∫ =





+−
+

+−−
−−




−=
)x2x(8

dx

5

4

8x2x

dx2x2

2

5
22
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( )
( )

( )

.C
3

1x
arcsin28x2x5

1x9

dx

5

4
8x2x2

2

5

11x2x8

dx

5

4

8x2x

8x2xd

2

5

2

2

2

22

2

++−+−−−=

=












+−
++−−−=

=




−++−
+

+−−
+−−





−=

∫
∫∫

 

 
 Интегрирование рациональных дробей 

 
      Рациональной дробью ( )xR  называется отношение двух многочленов, т. е. 

( )
n

1n
1

n
0

m
1m

1
m

0

n

m

a...xaxa

в...xвxв

)x(P

)x(Q
xR

+++
+++== −

−

. Если nm < , то дробь ( )xR  называется  пра-

вильной; если же  nm ≥ , то эта дробь неправильная.  Приведем примеры. Сле-
дующие дроби правильные: 

2n,1m,
1x5x

3x2
)x(R;2n,0m,

1x

1
)x(R

2221 ========
−−−−++++

++++============
−−−−

==== . 

Следующие дроби неправильные: 

2n,2m,
1x

4x
)x(R;2n,4m,

5x2x

1x2x
)x(R

2

2

42

34

3 ========
++++
−−−−============

++++++++
++++−−−−==== . 

      Если дробь ( )xR  неправильная, т. е. nm ≥ , то, разделив числитель на знамена-
тель, можно выделить целую часть – многочлен х   в степени  nm − . Другими сло-
вами, всякую неправильную дробь ( )xR  можно представить  в виде  

)x(R)x(S)x(R 1nm += − , где  )x(S nm− - многочлен ( nm − )-й степени  и  ( )xR1  - пра-
вильная дробь. 

      Пример.  Выделить целую часть дроби  
1x4x2x

7x5x4x
)x(R

23

235

++−
−+−= . 

)частное(4x2xxx4x2x

1x4x2x7x5x4x
22345

23235

−+++−
++−−+−

    

         
x2x8x4x2

7x4x8x2_
234

234

++−
−+−

 

                   
4x16x8x4

7x2x4x4_
23

23

−−+−
−−−−

 

                               3x14x12 2 −+−     (остаток) 
 

                       
1x4x2x

3x14x12
)4x2x(

1x4x2x

7x5x4x
)x(R

23

2
2

23

235

++−
−+−+−+=

++−
−+−= . 
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      Определение.  Следующие рациональные дроби называются простейшими 
дробями  первого, второго, третьего типов: 
 

                  
qpxx

BAx
)x(R,

)xx(

A
)x(R,

xx

A
)x(R

23k
0

2
0

1 ++
+=

−
=

−
= . 

 
Здесь  q,p,k,x,B,A 0  -  заданные константы, причем k - натуральное число. Квад-

ратный трехчлен  qpxx2 ++  имеет только комплексные корни. 
 
      Теорема о разложении рациональной дроби. Правильная  рациональная 
дробь  

)x(P

)x(Q
)x(R

n

m=  разлагается в сумму простейших дробей  1-3 типов в зависимости от 

корней знаменателя )x(Pn . При этом возможны следующие случаи: 
      а) если знаменатель  )x(Pn  имеет простой вещественный корень  0xx = , то в 
разложении ему соответствует дробь первого вида:  )xx/(A 0− ; 
      б) если 0xx =  - вещественный корень кратностью k  знаменателя )x(Pn , то в 
разложении ему соответствует сумма  k  дробей 1-2 типов: 
 

                                         ( )k
0

2
00 xx

C
...

)xx(

B

xx

A

−
++

−
+

−
; 

 
      в) если  ( )ix 2,1 β±α=  - простые комплексные корни )x(Pn ,  то в разложении им 

соответствует дробь третьего вида  
qpxx

BAx
2 ++

+
, причем  1x  и  2x  - суть корни 

трехчлена  qpxx2 ++ . 
      Разложение дроби на простейшие рекомендуется проводить по следующей схе-
ме. 
      1. Найти все корни знаменателя )x(Pn  и определить их кратность. 
 
      2. Разложить знаменатель )x(Pn  на множители.   
 
      3. Написать сумму простейших дробей, соответствующих корням    знаменате-
ля )x(Pn . 

      Пример.  Написать разложение дроби  
xx2x

3x3x2
)x(R

23

2

+−
+−= . 

 
Здесь ( ) ( )2223

3 1xx1x2xxxx2x)x(P −=+−=+−= . Таким образом, 0x1 =  -   про-
стой корень,   ему  соответствует  дробь   1x,x/A 2 =  -  двукратный  корень,   ему  
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соответствует сумма  
( )

;
1x

C

1x

B
2−

+
−

    ( )223

2

1x

C

1x

B

x

A

xx2x

3x3x2

−
+

−
+=

+−
+−

. 

      Пример.  Написать разложение дроби  
1x

1
)x(R

3 +
= . 

Здесь   ( )( )1xx1x1x)x(P 23
3 +−+=+= .  Корни  знаменателя:  1x1 −=  - простой  

вещественный,   i
2

3

2

1
x 3,2 ±=  - комплексные;      

                            ( )( ) 1xx

CBx

1x

A

1xx1x

1

1x

1
223 +−

++
+

=
+−+

=
+

. 

 
Нахождение неопределенных коэффициентов 

      Коэффициенты  А,  В,  С, . . . разложения можно находить двумя способами. 
      Первый способ.  Приведем правую часть равенства  
 

                                
22

2

)1x(

C

1x

B

x

A

)1x(x

3x3x2

−
+

−
+=

−
+−

                                                (1) 

 

к общему знаменателю: 
( ) ( )

( )2

2

2

2

1xx

Cx1xBx1xA

)1x(x

3x3x2

−
+−+−=

−
+−

. 

 
Отсюда следует, что  ( ) ( ) Cx1xBx1xA3x3x2 22 +−+−=+− . Придавая аргументу 
значения  1x,1x,0x −−−−============ , получим систему трех уравнений с тремя неизвест-
ными:  А, В, С. 
 

                      

1x

1x

0x

−=
=
=

     








−=
=
=

⇒








−+=
=
=

.1B

2C

3A

CB2A48

C2

A3

 

 

Разложение дроби имеет вид    ( )22

2

1x

2

1x

1

x

3

)1x(x

3x3x2

−
+

−
−=

−
+−

. 

 
      Замечание. В качестве значений   х  удобно брать корни знаменателя. 
 
      Второй способ. После приведения равенства (1) к целому виду  

( ) ( ) Cx1xBx1xA3x3x2 22 +−+−=+−  получим равенство двух многочленов вто-

рой степени  ( ) ( ) AxCBA2xBA3x3x2 22 ++−−++=+− . Приравнивая коэффи-

циенты при  x,x2 и свободные члены, получим 
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0

1

2

x

x

x

 

3A

3CBA2

2BA

=
−=+−−

=+
       или   









=
=

−=

3A

2C

1B

 

      Упражнение.  Разложите на простейшие следующие дроби: 
 

                         
xxxx

5x3
)x(R;

xx2

2xx
)x(R;

1x

1
)x(R

234332

2

231 +++
+=

+
+−=

−
= . 

 
      Разложив данную правильную рациональную дробь на простейшие, можно 
взять интеграл от обеих частей полученного равенства. Таким образом, интегриро- 
вание всякой рациональной дроби сводится в конечном счете к интегралам  
                   

                      ( )∫ ∫ ∫ ++
+=

−
=

−
= dx

qpxx

BAx
J,dx

xx

A
J,dx

xx

A
J

23k
0

2
0

1 . 

 

     Пример.  Найти интеграл  ∫ −+−
+= dx

1xxx

1x
J

23

4

. Разделив числитель на знаме-

натель, получим  
1xxx

2
1x

1xxx

1x
2323

4

−+−
++=

−+−
+

.  

 

Поэтому ∫∫ ∫ ++=
−+−

++= 1

2

23
J2x

2

x

1xxx

dx
2dxxdxJ . Разложим знаменатель 

на множители: ( )( )1x1x1xxx 223 +−=−+− .  Корню    1x1 =    соответствует     

дробь 
1x

A

−
,  корням  ix 3,2 ±=   соответствует  дробь 

1x

CBx
2 +

+
,  

т. е.      ( )( ) 1x

CBx

1x

A

1x1x

1
22 +

++
−

=
+−

      или      ( ) ( )( )1xCBx1xA1 2 −+++= . 

      При   2/1A,A211x ============ , при ,2/1C,CA10x −−−−====−−−−========  при ,1x −−−−====    
2/1B,C2B2A21 −−−−====−−−−++++==== . 

 

( )( )
( )

( )

( ) .Carctgx1xln
2

1
1xlnx

2

x
J

.Carctgx
2

1
1xln

4

1
1xln

2

1

1x

dx

2

1

1x

dxx

2

1

1x

dx

2

1
dx

1x

2/1x2/1
dx

1x

2/1

1x1x

dx
J

2
2

2
2

2221

+−+−−++=

+−+−−=
+

=

−
+

−
−

=
+

−−+
−

=
+−

=

∫
∫∫ ∫ ∫ ∫
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Примеры для самостоятельного решения 
 

      Найти следующие интегралы: 
 

( )( )∫ ++
=

1x21x

xdx
J1 .          Ответ: C1x2ln

2

1
1xlnJ1 ++−+= . 

 
( )
∫ −

+=
23

3

2 xx

dx1x
J .                 Ответ: Cxln1xln2

x

1
xJ2 +−−++= . 

 

∫ −
=

1x

xdx
J

33 .                       Ответ: C
3

1x2
arctg

3

1
1xxln

6

1
1xln

3

1
J 2

3 +++++−−= . 

  
Интегрирование по частям 

 
       Если )x(VVи)x(uu ==  - дифференцируемые функции, то справедлива 

следующая формула интегрирования по частям:  ∫ ∫−⋅= vduvuudv . При нахожде-

нии  ∫ dx)x(f   подынтегральное выражение  dx)x(f   разбивают на два сомножите-

ля  (u  и dv)  таким образом, чтобы вновь образованный интеграл  ∫ vdu   был таб-

личным или сводился к табличному. 
 

Основные классы функций, интегрируемых по частям 
 

     1. Интегралы вида  ∫ ∫ ∫
α=α=α= dxe)x(PJ,dxxsin)x(PJ,dxxcos)x(PJ x

n3n2n1 . 

Здесь  n
1n

1
n

0n a...xaxa)x(P +++= − - многочлен  n-й степени. Во всех случаях в ка-
честве функции u(x) берется многочлен )x(Pn . 
 
      Пример.  Найти ∫ xdx3cosx . Здесь  u = x,   dv = cos 3x dx. 

∫ == xdx3cosxJ

x3sin3/1v,dxdu

dxx3cosdv,xu

==
== ∫ =−= xdx3sin

3

1
x3sinx

3

1
 

                             Cx3cos
9

1
x3sinx

3

1 ++= . 

    
В общем случае, если  многочлен  k-й степени, формулу интегрирования по частям 
следует применить  k раз. 
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     Пример. ( )∫ =−= dxe1xJ x22

,dxedv,u1x x22 ==−
= x2e2/1v,xdx2du ⋅==  

                        ( ) =−−= ∫ dxxee1x
2

1 x2x22 ( ) .Je1x2/1 1
x22 −−=  

                 ∫ == dxxeJ x2
1

x2

x2

e2/1v,dxdu

dxedv,xu

⋅==
==

;e
4

1
ex

2

1
dxe

2

1
ex

2

1 x2x2x2x2 −⋅=−⋅= ∫  

 

( ) .Ce
4

1
ex

2

1
e1x

2

1
J x2x2x22 ++⋅−⋅−=  

     2. Интегралы, содержащие обратные тригонометрические функции или лога-
рифмы:     .dxxln)x(PJ,dxxarctg)x(PJ,dxxarcsin)x(PJ n3n2n1 ∫ ∫ ∫=α=α=  

Здесь в качестве функции u(x) следует взять обратную тригонометрическую функ-
цию или логарифм. 

     Пример.  =⋅= ∫ arctgxdxxJ
dxxdv,

2

x
v,

x1

dx
du,xarctgu

2

2
==

+
==

= 

 

                         =
+

−= ∫ 2

22

x1

dxx

2

1
xarctg

2

x
 1

2

J
2

1
arctgx

2

x −= . 

 
( )

.Carctgx
2

1
x

2

1
arctgx

2

x
J

;arctgxx
1x

dx
dxdx

1x

1
1dx

1x

11x
J

2

222

2

1

++−=

−=
+

−=








+
−=

+
−+= ∫ ∫ ∫ ∫

 

 
     Примеры для самостоятельного решения 

1. ( )∫ + dxx5sin2x 2 .           Ответ: ( ) ( ) x5cos
125

2
x5sin2x

25

2
x5cos2x

5

1
C 2 ++++− . 

2. ∫ dxx3lnx .                       Ответ: C
4

x
x3ln

2

x 22

+− . 

3. ∫ dx2x x33 .                          Ответ: ( ) ( ) C
2ln9

2

2ln3

x2

2ln

x
x

2ln3

2
32

2
3

x3

+







−+− . 

4. ( )∫ + dx
3

x
cos1x 2 .              Ответ: ( ) C

3

x2
cos

8

9

3

x2
sin1x

4

3
x

2

1
x

4

1 2 +++++ . 
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 Интегрирование тригонометрических функций 
 

      Рассмотрим интеграл вида  ( )∫= dxxsin,xcosfJ , где f - рациональная функция 

относительно cos x и  sin х. Такой интеграл с помощью так называемой универ-
сальной тригонометрической подстановки  t)2/x(tg =  приводится к интегралу от 
рациональной дроби относительно t. Замена переменных выполняется по следую-
щим формулам: 
 

                          
22

2

2 t1

t2
xsin,

t1

t1
xcos,

t1

dt2
dx,t

2

x
tg

+
=

+
−=

+
== . 

 

     Пример. Найти интеграл ∫ +−
=

xcos7xsin48

dx
J .  

После замены переменных получим         
                

                      ( ) =
−−

=
+−

=

+
−⋅+

+
−

+= ∫ ∫∫ 14t

dt
2

15t8t

dt2

t1

t1
7

t1

t2
48

t1

dt2

J 22

2

2

2

2

 

 

                             C
3t

5t
lnC

14t

14t
ln

2

1
2 +

−
−=+

+−
−−⋅=  

 

Так как  )2/x(tgt = ,   C
3)2/x(tg

5)2/x(tg
lnJ +

−
−= . Подстановка   t)2/x(tg =   из-за уни-

версальности приводит, как  правило, к сложным рациональным дробям, поэтому 
эту подстановку используют только в крайних случаях. Многие интегралы можно 
найти проще. Рассмотрим примеры. 
 
      1. Интегралы  ∫ ∫ β⋅α=β⋅α= ,dxxsinxsinJ,dxxcosxcosJ 21  

 

                                               ∫ β⋅α= xdxcosxsinJ3 . 

Здесь достаточно использовать школьные формулы: 
 
                           ( ) ( )[ ]β+α+β−α⋅=β⋅α coscos)2/1(coscos , 

                           
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ].sinsin)2/1(cossin

,coscos)2/1(sinsin

β+α+β−α⋅=βα
β+α−β−α⋅=βα
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 Пример.   ( )∫ ∫ ∫ ∫ =+=+== dxx5sin
2

1
xdxsin

2

1
dxx5sinxsin

2

1
dxx2cosx3sinJ  

                                                             .Cx5cos
10

1
xcos

2

1 +−−=  

     2. Интеграл ( )∫= ,dxxsin,xcosfJ  где подынтегральная функция четная относи-

тельно синуса и косинуса, т. е. ( ) ( )xsin,xcosfxsin,xcosf =−− . Для рационализа-
ции применяется подстановка txtg = , 

тогда                               ;
t1

1

tg1

1
xcos

22 +
=

α+
=  

      

                                         ;
t1

t

xtg1

tgx
xsin

22 +
=

+
=

2t1

dt
dx

+
= . 

Эта же подстановка приводит к цели, если    ( )∫= dxtgxfJ . 
 
     Примеры 

1. ∫ ===
−

= ttgx
xsin2

dx
J

2
 ∫

+
−

+

2

2

2

t1

t
2

t1

dt

 = 

 

    .C
2

tgx
arctg

2

1
C

2

t
arctg

2

1

2t

dt
2

+=+=
+

=∫    

2. =
−⋅+∫ dx

xcos5xcosxsin2xsin

1
22

 

22

2

t1

dt
dx,

t1

1
xcos

;
t1

t
xsin,ttgx

+
=

+
=

+
== = 

 

     
( )

( ) ( ) =
−+

+=
−+

=

+
−

+
⋅

+
+

+

+= ∫∫∫ 222

2222

2

2

61t

1td

5t2t

dt

t1

1
5

t1

1

t1

t
2

t1

t
t1

dt

 

 
 

    .C
61tgx

61tgx
ln

62

1

61t

61t
ln

62

1 +
++
−+=

++
−+=  
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      3. Интеграл вида  xdxcosxsinJ nm ⋅= ∫ . Здесь возможны следующие случаи: 

     a) если  m  и  n – четные и неотрицательные числа , то для вычисления интегра-
ла используются  формулы понижения степени:  
 

                             
2

x2cos1
xsin;

2

x2cos1
xcos 22 −=+= . 

 
     Пример.  Найти интеграл  ∫= xdxcosJ 4 . 

 

( ) =






 +++=++=






 +=
2

x4cos1
x2cos21

4

1
x2cosx2cos21

4

1

2

x2cos1
xcos 2

2
4  

                                     ( );x4cosx2cos43
8

1 ++=   

              ( ) =++= ∫ dxx4cosxcos43
8

1
J 2 Cx4sin

4

1
x2sin2x3

8

1 +






 ++ ; 

 
     б) если одно из чисел  m  и  n  - нечетное натуральное число, то используем 
формулы xsin1xcos,xcos1xsin 2222 −=−= . 
 

     Пример. Найти интеграл ∫ ⋅= dxxcosxsinJ 23 . 

 
( ) ( ) .xsinxcosxcosxsinxcosxcos1xsinxcosxsinxcosxsin 42222223 −=⋅−=⋅⋅=⋅  

( )∫ =−= xdxsinxcosxcosJ 42

dtdxxsin,txcos =−=
= =    

    = ( )∫ =++−=−− C
5

t

3

t
dttt

53
42 .Cxcos

3

1
xcos

5

1 35 +−  

 

      4. Интегралы вида  ∫ ∫== ,dxxeccosJ,dxxsecJ mn  где n  и  m – нечетные по-

ложительные числа, можно найти по частям следующим образом. 
      Пример.  

∫ == dxxsecJ 3

xtgv,dxxtgxsecdu,dxxsecdv,xsecu 2 =⋅===
=    

   = ∫ =⋅−⋅ dxxtgxsecxtgxsec 2 ( )∫ −−⋅= .dx1xsecxsecxtgxsec 2  
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Итак, ∫ ∫ 






 π++−⋅=
42

x
tglndxxsecxtgxsecdxxsec 33 . 

 

Отсюда ∫ +






 π++= .C
42

x
tglnxtgxsecxdxsec2 3  

 

                  ∫ +






 π++⋅= .C
42

x
tgln

2

1
tgxxsec

2

1
xdxsec3  

 
Примеры для самостоятельного решения 

1. ∫ ;dxxcosxsin 42              Ответ:   .Cx2sin
48

1
x4sin

64

1
x

16

1 3 ++−  

 

2. ∫ ;dxxcosxsin3             Ответ:   .C
3

1
xcos

7

1
xcos2 23 +







 −  

 

3. ∫ ⋅ dxx6sinx4sin ;         Ответ: Cx10sin
20

1
x2sin

4

1 +− . 

 

4. ∫ + xsin45

dx
;                     Ответ:  C

3

4
2

x
tg5

arctg
3

2 +
+

. 

 
 Интегрирование иррациональных функций 

 
      1. Тригонометрические подстановки. 

Если интеграл имеет вид   ( )dxxa,xfJ 22
1 ∫ −= ,   то ;tcosadx;tsinax ==  

 

tcosatsin1atsinaaxa 222222 ⋅=−=−=− . 
 

Если интеграл имеет вид   ( )dxxa,xfJ 22
2 ∫ += , то  ,dttsecadx,tatgx 2==  

 

tsecattg1attgaaxa 222222 ⋅=+=+=+ . 

 

Если интеграл имеет вид   ( )dxax,xfJ 22
3 ∫ −= , то  dtttgtsecadx,tsecax ⋅⋅== , 

 

.gtta1tsecaatsecaax 222222 =−=−=−  
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     Примеры 

      1.   =−= ∫ dx
x

x4
J

2

 

dttcos2dx

tsin2x

=
=

=  == ∫∫ dt
tsin

tcos
2dttcos2

tsin2

tcos2 2

 

             ( ) .Ctcos
2

t
tgln2dttsinectcos2dt

tsin

tsin1
2

2

+






 +=−=−= ∫∫  

Возврат к старой переменной  х  проще выполнить с помощью треугольника. 
 
           2         х 
                  
               
              t 

        2x4 −  
                   
    
 
    
 

      2. =
−∫ 2xx

dx
23

dtttgtsec2dx

,tsec2x

⋅⋅=

⋅= ( ) =
−⋅

⋅⋅= ∫ 2tsec2tsec2

dtttgtsec2
23

 

 

( ) =
−⋅

⋅⋅= ∫ 2tsec2tsec2

dtttgtsec2
23

==
⋅⋅

⋅⋅
∫∫ tsec

dt

22

1

ttg2tsec22

dtttgtsec2
23

 

 

( )

.
x

2
arccost;

x

2
1tcos1tsin

,x/2tcostsec
2

x
tsec2xиподстановкИз

.Jtcostsint
24

1
t2sin

2

1
t

24

1
dt

2

t2cos1

22

1
dttcos

22

1

2
2

2

=−=−=

=⇒=⇒=

=+=






 +=+⋅=⋅= ∫ ∫

 

       Тогда   

  =







−⋅+=

−∫ 223 x

2
1

x

2

x

2
arccos

24

1

2xx

dx
.C

x

2x2

x

2
arccos

24

1
2

2

+












 −+  

 

.Cx4
x

x42
ln2J

;
x

x42

2

t
tg

;
tsin

tcos1

tcos1

tcos1

2

t
tg

,
2

x4
tcos,2/xtsin

2
2

2

2

+−+−−=

−−=

−=
+
−=

−==
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      2. Интегралы вида  ∫ 












= ,dxx,...,x,x,xRJ e

r
q

p

n

m

1  содержащие дробные степе-

ни  х,  приводятся к интегралам от рациональных функций с помощью подстанов-
ки ktx = , где k - наименьший общий знаменатель дробных показателей  х. 

      Интегралы вида  ∫ 












+++= ,dx)ваx(,...,)вax(,)ваx(,xRJ e

r
q

p

n

m

2  содержащие 

дробные степени линейного двучлена  вax + , приводятся к интегралам от ирра-
циональных функций с помощью подстановки  ktвax =+ , где k - наименьший об-
щий знаменатель дробных показателей  вax + . 
 
      Примеры 
 

1.  .
)1t(t

dtt6

)1x(x

dx
3 66

5

3 ∫∫ +
=

+
 

 

.dtt6dx;tх

уподстановкприменим,xиxпоказателидробныеимеетхкакТак

56

3

1

2

1

==












 

 

      Тогда  ( ) =
+∫ 1tt

dtt6
23

5 ( ) =
+

−+=
+ ∫∫ dt

1t

11t
6

1t

dtt
6

2

2

2

2

 

 

                     ( )arctgtt6
1t

dt
dt6

1t

dt
dt

1t

1t
6

222

2

−=








+
−=









+
−

+
+= ∫ ∫∫∫ , 

 
66 xttx:хквернемся =⇒=      .Cxtgarc6x6 66 +⋅−  

2.
( )

.
1x21x2

dx
3 2∫ +−+

     

             
( ) ( ) .dtt3dx;t1х2уподстановкПрименим.1х2и1х2Здесь 562/13/2 ==+++   

 

Тогда  
( )

=
−∫ 63 26

5

tt

dtt3 =
−

=
−∫ ∫ 1t

dtt
3

tt

dtt
3

2

34

5

=








−
++∫ dt

1t

1
1t3  

                                                  = 6
2

t1x21tlnt
2

t
3 =+=








−++ . 
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Следовательно, ∫ +−+ 1x2)1x2(

dx
3

( ) .C11x2ln31x231x2
2

3 666 2 +−+++++=  

 
 

Примеры для самостоятельного решения 
 

 

1. ∫ + 22 x1x

dx
.                 Ответ:  

x

x1
C

2+− . 

 

2. ∫
−
x

dx1x 2

.                 Ответ:   .C
x

1
arccos1x2 +−−  

 

3.  ∫ − 43 2 xx

dxx
 .               Ответ:   ( ) C1xln2x2x

5

6 12 512 56 5 +−++ . 

 

4.  dx
xlnx

xln1

∫
+

.              Ответ:   C
xln11

xln11
lnxln12 +

+−
++−+ . 

 
 

Определенный интеграл и его приложения 
 

      Пусть функция  )x(f  определена на отрезке [ ]b,a . Разобьем этот отрезок про-
извольно на  n  частей точками  bx...,,x,x,ax n210 == . В каждом из образовав-
шихся отрезков [ ]i1i x,x − возьмем произвольную точку  ix  и вычислим значение 
функции )x(f i . Обозначив длину соответствующего отрезка   ,xxx 1iii −−=∆  со-

ставим сумму  ∑
=

∆⋅
n

1i
ii x)x(f , которая называется  интегральной  суммой функции 

)x(f  на отрезке [ ]b,a . 
 
      Определение.  Предел интегральной суммы при условии, что число частичных 
отрезков неограниченно увеличивается, а длина наибольшего из них стремится к 
нулю, называется определенным интегралом от функции )x(f  на отрезке [ ]b,a ,  
 

                                    т. е. ∫ ∑
=

→∆
∞→

∆⋅=
b

a

n

1i
ii

0xmax
n

x)x(fdx)x(f lim
i

. 
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Заметим, чтобы существовал предел, т. е. чтобы существовал определенный ин-
теграл, достаточно, чтобы подынтегральная функция )x(f  была на отрезке интег-
рирования [ ]b,a  непрерывной. 
 

Свойства определенного интеграла 
 

      1. ∫ ∫−=
b

a

a

b

dx)x(fdx)x(f . 

 

      2. [ ] ∫ ∫∫ −±=±
b

a

b

a
21221122

b

a
11 )постоянныеcиc(,dx)x(fcdx)x(fcdx)x(fc)x(fc . 

 

      3. ∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c

dx)x(fdx)x(fdx)x(f , где bca ≤≤ . 

 

      4. Если [ ]( ) )x()x(fb,ax ϕ≤∈∀ , то  ∫ ∫ϕ≤
b

a

b

a

dx)x(dx)x(f . 

 
      5. Теорема об оценке определенного интеграла. Если  m - наименьшее, М – 

наибольшее значения )x(f  на [ ]b,a , то    ∫ −≤≤−
b

a

)ab(Мdx)x(f)ab(m . 

 
      6. Теорема о среднем  значении  )x(f  на [ ]b,a . Если )x(f  непрерывна на [ ]b,a , 

то на этом отрезке существует такая точка ( )bcac ≤≤ , что   ∫ −=
b

a

)ab)(c(fdx)x(f . 

 
      7. Геометрический смысл определенного интеграла: если [ ]b,ax ∈∀   0)x(f ≥ , 

то ∫
b

a

dx)x(f  численно равен площади криволинейной трапеции, ограниченной гра-

фиком функции )x(f , отрезком [ ]b,a  оси ОХ и прямыми  bx,ax == . 
 
     Задание: попробуйте самостоятельно дать геометрическую интерпретацию 
свойств 3 - 6 определенного интеграла. 
 

Формула Ньютона-Лейбница 
 
      Чтобы вычислить определенный интеграл на отрезке  [ ]b,a  от непрерывной на 
этом отрезке функции  )x(f , надо найти первообразную этой функции с помощью 
неопределенного интеграла, а затем вычислить разность значений этой первооб-
разной на верхнем и нижнем пределах интегрирования, т. е. следует воспользо-
ваться формулой Ньютона-Лейбница: 
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                                        )a(F)b(F
a

b
)x(Fdx)x(f

b

a

−==∫          

      Пример. Вычислить ∫ −

е

1
2 xln1x

dx
. 

      ( ) ( ) ( )
6

0arcsin
2

1
arcsin1lnarcsinelnarcsin

1

e
xlnarcsin

xln1x

dx
e

1

2

π=−=−==
−∫      

       Пример. Вычислить ∫ ⋅
3

0

dxxarctgx . Применяем формулу определенного интег-

рирования по частям: ∫ ∫−=
b

a

b

a

duv
a

b
uvudv . 

                      ∫ =
==

+
==

=⋅

3

0

2
2

x
2

1
v;xdxdv;

x1

dx
du;arctgxu

arctgxdxx  

                          =
+

−+−= ∫ dx
x1

11x

2

1

0

3
arctgxx

2

1
3

0

2

2
2 =







 +−
0

3
arctgx

2

1
x

2

1
arctgxx

2

1 2  

                          .
2

3
3arctg53arctg

2

1

2

3
3arctg

2

9 −=+−=  

      Пример. Вычислить dxxRJ
R

0

22∫ −= . Найдем первообразную подынтеграль-

ной функции с помощью тригонометрической подстановки: 
dttcosRdt,tsinRx == .  Найдем новые границы: .0ttsinR0;0x 11 =⇒==  

.
2

t;1tsintsinRR;Rx 22

π==⇒==    

.
4

R
0sin

2

1
0sin

2

1

2
R

2

1

0

2/
t2sin

2

1
tR

2

1

dt
2

t2cos1
RdttcosRdttcosRtsinRRdxxRJ

2
22

2/

0

2

2/

0

22

2/

0

22

R

0

22

π=






 −−π+π=
π







 +=

=+=−=−= ∫∫∫∫
πππ

 

 
Несобственные интегралы    

  
      В задачах, связанных с понятием определенного интеграла, речь идет о непре-
рывных функциях, заданных в конечном  замкнутом промежутке [ ]b,a . Наруше- 
ние одного из этих требований: функция )x(f  терпит  разрыв  внутри  отрезка  ин- 
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тегрирования [ ]b,a  или на одном из его концов  или промежуток интегрирования 
бесконечен   ] ] [ [ ] [( )∞+∞−∞+∞− ,,,a,a,  - приводит к понятию несобственных ин-
тегралов.  
      Определение 1. Если )x(f непрерывна в интервале [ [∞+,a , то несобственным 

интегралом 1-го рода называют интеграл ∫∫
+∞→

+∞

=
b

aba

dx)x(fdx)x(f lim . При этом, не-

собственный интеграл сходится, если предел существует и конечен. Если этот пре-
дел не существует или бесконечен, то несобственный интеграл расходится. 

Аналогично      .dx)x(fdx)x(f,dx)x(fdx)x(f
t

tt

b

aa

b

limlim ∫∫∫∫
+

−

+∞

∞− ∞→−∞→∞−
==  

 

      Пример.  Вычислить     ( ) =






−==
+∞→

−

+∞→

∞+

∫∫ 22
b

b

e

3

be
3 e

b

xln2

1
)x(lndxln

xlnx

dx
limlim

22

 

 

                                   
8

1

4

1
0

2

1

eln

1

bln

1

2

1
222

b
lim =




 −−=




 −−=
+∞→

. 

 Следовательно,  интеграл сходится. 
 

     Пример.    ( ) =
−

+=
++

=
++ ∞→

−
∞→

+∞

∞−
∫∫ t

t

2

1x
arctglim

2

1

21x

dx
lim

5x2x

dx
t

t

t

22t2
 

 

                        .
2222

1

2

t1
arctg

2

1t
arctglim

2

1
t

π=




 π+π=




 −−+=
∞→

 Интеграл сходится. 

     Пример. 
 

( ) bsinlim0sinbsinlim
0

b
xsinlimdxxcos

xb

0

b +∞→+∞→

+∞

+∞→
=−==∫  , предел не существует, следо-

вательно, интеграл расходится. 
 
     Определение 2. Если )x(f  терпит бесконечный разрыв в точке  ax =  или  

bx = , или ( )bcacx <<= , то ∫
b

a

dx)x(f  называется несобственным интегралом II-го 

рода. Вычисляют такие интегралы следующим образом: 
 
 

а) ∫∫
ε+→ε

=
b

a

b

a 0
,dx)x(fdx)x(f lim         если  x = a – точка разрыва;     
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б) ∫∫
ε−

→ε
=

b

a

b

a 0
,dx)x(fdx)x(f lim         если  х = b – точка разрыва; 

 

с) ∫ ∫ ∫
ε−

ε+→ε→ε
+=

b

a

c

a

b

c00

1

221

,dx)x(fdx)x(fdx)x(f limlim  если  х = с  - точки разрыва. 

 

     Пример.  ∫ ∫
ε−

=
−

=
− +→ε

ε−

+→ε

1

0 0

1

0
202 0

1
xarcsin

x1

dx

x1

dx
limlim = 

                    = ( )[ ]
2

0arcsin1arcsinlim
0

π=−ε−
+→ε

 . Интеграл сходится. 

 

     Пример. ( ) =ε+−=
ε+

==
+→ε+→ε

ε+
+→ε ∫∫ 1lnlnlim2lnln

1

2
xlnlnlim

xlnx

dx
lim

xlnx

dx
00

2

1

0

2

1

 

 
1lnln2lnln −= , предел  не существует, т. е.  данный интеграл расходится. 

 
 

     Пример. .
1

x

1
lim2

x

dx
lim2

x

dx
2

x

dx
0

1

20

1

0

2

1

1

2
∞=

ε







−===
+→ε

ε
→ε

−
∫∫∫     Интеграл расходится. 

 
 

Приложения определенного интеграла 
 

1. Площадь плоской фигуры. 
На основании свойства 7 определенного интеграла (см. его  геометрический 
смысл) площадь криволинейной трапеции вычисляется по формуле 
 

                                         .ydxSилиdx)x(fS
b

a

b

0
∫∫ ==  

 
 
 
                    У   
                                        )x(fy =  
 
 
                                                                 х 
                    О        а                    в  
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     Пример.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
 
                                                                                        
             y    
                      x2y =  
                         
           1 
 
                            C 
                     2xx2y −=  
            О                      (2,0)    х      
    
     Пример.  Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями      
 
 
 
                                                                                 
                           y                                

                            1 
         1xy +=                                  xcosy =  
                

1S              2S       
                                                             

            (-1,0)    О                     ( )0,2/π      х 
 
      
           
     Пример. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями    ;xy −=  
 
 
 
               у 
 
                              С(1, 1)   
  
                                         2xx2y −=  
 
                 О                              (3,0)     х 
 
                       
 
                           xy −=             
 
                                     A(3, -3) 
 
 
 
 
 
 
 

.2x;0x;xx2y;2y 2x ==−==  Для построения 

параболы   2xx2y −=  приведем ее уравнение 

к каноническому виду:  ( ) ( )1y1x 2 −−=− . 
Вершина параболы:  С (1, 1). 

=−= 21 SSS ( )[ ]∫ −=−−
2

0

2x .
3

4

2ln

3
dxxx22  

( )

.2/3
0

2/
xsin

1

0
x

2

x

xdxcosdx1xSSS

.0y;xcosy;1xy

2

0

1

2/

0
21

=
π

+
−






+=

=++=+=

==+=

∫ ∫
−

π

 

2xx2y −= . Для определения пределов ин-
тегрирования найдем точки пересечения 
параболы 2xx2y −=  и прямой :xy −=  





−=
−=

xy

xx2y 2

⇒  





=
=

⇒




−=
=−

⇒
0y

0x

xy

0x3x

1

1
2

 




−=
=

3y

3x

2

2  

( ) ( )[ ] ( )∫∫ =−=







−=−=−−−=

3

0

32
2

3

0

2 .5,49
2

27
0

3

3

x

2

x3
dxxx3dxxxx2S
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     Пример.  Найти площадь фигуры, ограниченной лемнискатой Бернулли 
 
 

                                          
4

π
                               

                                                   
 
                                                                       ρ  

                               O                  
4

π−  

                                           
     
      2. Площадь поверхности вращения, образованной вращением дуги линии 

)x(fy =   от  ax =   до  bx =    вычисляется по формуле  ( ) dxf1)x(f2Q

b

a

2/
x∫ +π= . 

     Пример.  Размеры параболического зеркала АОВ  указаны на чертеже. Найти 
                                                                               
               у           А 
                              
 
                                   8а 
                   а            
       о                                   х 
 
                               
                       В 
 
      
        3. Объем тела вращения, образованного вращением криволинейной трапеции, 
ограниченной кривой )x(fy =  и прямыми  ax =  до  bx = ,  вокруг оси  ОХ , вы-

числяется по формуле  ∫π=
b

a

2 dx)x(fV . 

     Пример . Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ части 
плоскости, ограниченной параболами x2y2 =  и y2x2 = . 
    у 
                               x2y2 =  
 
                              (2,0) 
  О                                      х 
               
                               y2x2 =  

ϕ=ρ 2сosа 22 . Формула для вычисления 
площади плоской фигуры в полярной 

системе координат: ϕρ= ∫
β

α

d
2
1

S 2 ;  

2

4/

0

2
2 aS;

4
a

d2cosa
2
1

S
4
1 ==ϕϕ= ∫

π

. 

площадь поверхности этого зеркала. Уравнение 
параболы  АОВ   в  общем  виде:  px2y = , точка  

А (а, 4а),   a8ppa2a16px2y 22 =⇒=⇒= .  

Уравнение АОВ: ;
x

a
2y;ax4yax16y2 =′=⇒=   

( ).855a
3

16

dxa4xa8dx
x

a4
1ax42Q

2

a

0

a

0

−π=

=+π=+⋅π= ∫∫  

( ) ( ) ∫ ∫
π=π−π=−=

==

2

0

2

0

4

y2xx2y 5

12
dx

4

x
xdx2VVV 22
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      Пример 7.  Найти объем тела, образованного вращением одной «арки»  цик-
лоиды вокруг ее основания   
 
         у 
 
 
 
    О                      a2π         х 
       
        
      Пример.  Найти объем тела, образованного вращением дуги синусоиды 

xsiny = , заключенной между началом координат и ближайшей вершиной, вокруг 
оси  ОУ. 
 
 
                        у                                                                   
 
                                   
                           1 
 
 
                                       
 

                           О                 






 π
0,

2
  х 

 
Упражнения 

 
      1. Вычислить определенные интегралы 

а) ∫
−

2

1

2dxx ;      б) ∫
π 2/

0

3 xdxsin ;      в) ∫ ++

1

0

2 5x4x

dx
;    г) ∫ −

1

0

22 dxx1x ;     д) dxex

1

0

x∫ −⋅ . 

 
      2. Вычислить несобственные интегралы 

а) ∫
∞

+
0

2
dx

x1

arctgx
;     б) ∫

+∞

∞−
++ 9x4x

dx
2

;     в)  ∫
∞−

+

0

2x1

dx
;     г) ∫

π 4/

0

ctgxdx ;         д) ∫ −

1

5,0

2x1

xdx
. 

      3. Вычислить площади фигур, ограниченных данными линиями: 
а) xey = ;  1x;ey x == − .  б) tcosax = ; tsinby = .   в) ϕ=ρ a , ( )π≤ϕ≤ 20 . 
 
      Ответ: а) ( ) e/1eS 2−= .   б)  abS π= .   в) 3/a4S 23π= . 

( )
( )




−=
−=

,tcos1ay

,tsintax
    π≤≤⇒π≤≤ 2t0a2x0 . 

( ) ( ) ( ) =−π=π=π= ∫∫ ∫
ππ π

dttcos1atdxtydxyV
2

0

33
a2

0

2

0

22  

= ( )∫
π

π=−+−π
2

0

23323 a5dttcostcos3tcos31a . 

( ) ∫∫ =π=π=

≤≤π≤≤

1

0

2

y

y

2 ydyarcsindyyxV

:дваждычастямпомИнтегрируе

;1y0;
2

x0

2

1

 

[ ]
.2

4

a

0

1
y2yarcsiny12yarcsiny

3

22

π−π=

=−−+⋅π=
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      4. Найти площадь сферического пояса: дуга окружности с центром в начале ко-
ординат и радиусом  r   вращается вокруг оси  ОХ, высота пояса Н. 
     Ответ: rH2Q π= . 
 
      5. Вычислить объем тела, образованного вращением площадки, ограниченной 
линиями оси ОХ: 

а) .0y,x0,xsiny =π≤≤=             Ответ: 
2

V
2π= . 

 
б) .0y,1x,exy x ==⋅=                  Ответ: ( ) 4/1eV 2 −⋅π= . 
 
в)  0y,1x,0x,xarcsiny ==== .   Ответ: ( )24/V 2 −ππ= . 
 
 

Контрольные работы 
 

В а р и а н т   1 
 
       1. Найти неопределенные интегралы 

1) ∫ 






 + dx
x

1
x5

2
2 .    2) ∫ +− 2x6x9

dx
2

.        3) ∫ +
dx

x1

xarctg
2

2

.          4) ∫ dxxlnx4 . 

 

5) 
( )
∫ +−

−
xxx

dx1x
23

.          6) ∫ +++ 1xxx

dx
23

.        7) ∫ + xcos1

dxxcos
.             8) ∫ ++ 1x1

dx
. 

       2. Вычислить определенные интегралы 

                                             1) ∫ +
1

0

xdx1 .        2) ∫
e

1

x2 dxex3
3

. 

 
       3. Вычислить несобственные интегралы 

                                            1) ∫
∞

0

dxxsinx .    2) ∫
π

−

4/

0

2xctg1

dxxtg
. 

       4. Построить   фигуру,   ограниченную   следующими   линиями   ,2y x=    
2x,0x == , и  вычислить ее площадь. 

 
В а р и а н т  2 

 
       1. Найти неопределенные интегралы 

1) 
( )

dx
x

1x
2

∫
−

.       2) ∫ +− 2xx25

dx
.     3) ∫ dxecose x2x2 .             4) ∫ dxx4arctg . 
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5) 
( )

∫ +−
−

x4x2x

dxx1
23

.    6) ∫ +− x4xx

dx
23

.      7) ∫ ++ 2xcosxsin2

dx
.   8) ∫ −1x

xdx
. 

 
        2. Вычислить определенные интегралы 

                                       1) ( )∫
−

−
+

1

2

3x511

dx
.   2)  ∫

e

1

2

dx
x

xln
. 

 
       3. Вычислить несобственные интегралы 

                                      1) ∫
∞

+
1

3xx

dx
.        2)  ∫ −

2

1

2 1xx

dx
. 

 
      4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-

ниями  0yгде,0y,1
9

y

4

x 22

≥==+ ,  вокруг оси ОХ. 

 
 

В а р и а н т  3 
 

       1. Найти неопределенные интегралы 

1) dx
x

x2x 34

∫
+

.    2) ∫ +− 7x4x

dx
2

.        3) dx
x

xcos

∫ .            4) ∫ dxx2arcsin . 

 

5) 
( )
∫ −

+
23 xx

dx1x
.           6) ∫ +++ 2x4x3x

dx
23

. 7) ( ) dx
1xtg3xcos

dx
2∫ +

. 8) ∫ +1xx

dx
. 

 
       2. Вычислить определенные интегралы 

                                   1)  
( )∫

−
−

2

13

5 4
dx

x3

dx
.   2) ∫

−

2

13

x4 dxex5
5

. 

 
       3. Вычислить несобственные интегралы 

                                  1)  ∫
∞−

2

xdxex .             2) ∫
2/1

0

2 xlnx

dx
. 

       4. Построить фигуру, ограниченную следующими линиями: 5yx,4xy =+= , и 
вычислить ее площадь. 
 



 30 

В а р и а н т   4 
 

     1. Найти неопределенные интегралы 
 

1) 
( )
∫

−
dx

x

x1 3

.        2) ∫ +
dx

x8x

dx
2

.   3) ∫ − xarcsinx1

dx
2

.  4) ( )∫ − dxxsin1x 2 . 

 

5) 
( )
∫ −+

+
x3x2x

dxx2x
23

.  6) ∫ −+ 2xx

dxx
23

.     7) ∫ dxxsin4 .               8) 
( )
∫ −

+
2xx

dx1x
. 

 
     2. Вычислить определенные интегралы 

                                        1) dx
1x

1x
9

4
∫ +

−
.    2) ( )∫

−

+
1e

0

dx1xln . 

 
     3. Вычислить несобственные интегралы 

                                        1) ∫
+∞

∞−
++ 9x4x

dx
2

.       2) 
( )∫

− −

2

1
3 21x

dx
. 

 
     4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-
ниями  3х,х4у2 == , вокруг оси ОХ. 
 

В а р и а н т  5 
 

       1. Найти неопределенные интегралы 

   1) dx
2

x7x4
3

2

∫
−

. 2) ∫ −− 1x4x4

dx
2

.   3) ∫ −−− 4x2x4x

dxx
23

. 4) ( )∫ + dxxcos1x 2 . 

 

   5) 
( )

∫ +−
−

x8x6x

dx1x
23

. 6) ∫ xlnx

dx
5

.             7) ∫ dxxtg3 .                  8) ∫ + x1

dx
. 

 
       2. Вычислить определенные интегралы 

                                  1) ∫ −+

16

0
x9x

dx
.         2) ∫

π

+

4/

0

2

2

dx
x1

xarctg
. 

       3. Вычислить несобственные интегралы 

                                 1) ∫
+∞

∞−
++ 1xx

dx
2

.             2) ∫
π

π
+

3/2

2/

dx
xcos21

dxxsin
. 
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       4. Построить фигуру, ограниченную следующими линиями x3y,1xy 2 =+= ,  
и вычислить ее площадь. 
 

В а р и а н т  6 
 

       1. Найти неопределенные интегралы 

  1) dx
x

1
x3x75 2∫ 







 −+ .     2) ∫ ++ 5x10x

dxx
2

.             3) ∫ xcosxtg

dx
2

.  

 

  4) ( )∫ − dxx3sinx5 .                5) ∫ +−− 1xxx

dxx
23

2

.             6) 
( )

∫ ++
+

x5x4x

dx1x
23

.    

 

  7) ∫ xsin

dx
6

.                              8) ( )∫ +1xx

dxx
. 

 
        2. Вычислить определенные интегралы 
 

                                   1) ( )∫ −
1

0

x4x dxe1e .      2) ∫
3e

e

3 xlnx

dx
. 

 
       3. Вычислить несобственные интегралы 
 

                                  1) ( )∫
∞

+
0

23

2

x1

dxx
.               2) ( )∫ −−

1

0
x1x2

dx
. 

 
       4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной 
линиями xy,xy 2 == ,   вокруг оси ОХ. 
 

В а р и а н т   7 
 

       1.Найти неопределенные интегралы 
 

   1) ∫ 






 − dx
x

1
x3

2
5 2 .  2) 

( )
∫ +−

+
12x2x

dx11
2

.   3) ∫ dxex
3x2 .   4) ∫ 







 − dxx4cosx
2

1
. 

 

   5) ∫ +−− 4x4xx

dxx
23

.  6) ∫ +1x

dxx
.       7) 

( )
∫ +−

−
x5x4x

dx1x
23

.  8) ∫ − xcos1

dx
. 
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       2. Вычислить определенные интегралы 

                                  1) ∫ −

2

0
x4

dx3
.          2) ∫

2

1

2 dxxlogx . 

       3. Вычислить несобственные интегралы 

                                 1) ∫
∞

+
1

2x1x

dx
.   2) ( )∫ −−

2

1

2

1x1x

dxx
. 

       4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями   0y,0x,xy 3 === . 
 

В а р и а н т  8 
 

       1. Найти неопределенные интегралы 

   1) ( )∫ + dxx1x105 2 .   2) ∫ −+ 2xx22

dx
.         3) ∫ dxxcosx 43 .   

   4) ∫ dxx4arctg2 .         5) 
( )

∫ −+
+

x6xx

dx1x
23

2

.           6) ∫ ++ x3x3x

dx
23

.      

   7) ∫ + xsin1

dx
.                 8) ∫ ++ 3 1x1

dx
. 

 
       2. Вычислить определенные интегралы 

                            1) ( )∫ +

1

0

22 1x

dxx
.     2) ∫ −

1

0

xdxex . 

       3. Вычислить несобственные интегралы 

                            1) dx
x

xln

1

3∫
∞

.       2) ∫
π

π
−

3/

4/

2 1tgxxcos

dx
. 

       4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной 
линиями  0y,0x,ey x === ,  вокруг оси ОУ. 
 

В а р и а н т  9 
 

       1. Найти неопределенные интегралы 

   1) ( )dxxx5x43∫ − .    2) ∫ −− 2xx45

dxx
.         3) ∫ dx

2

xlnx 23

.      

 

   4) ( )∫ − dx5xsinx 2 .       5) 
( )
∫ −−

−
x6xx

dx1x
23

2

.          6) 
( )
∫ +−

−
3x3x

dx3x
23

.      
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   7) 
( )
∫ −

−
3 xx

dxxcos1
.          8) ∫ − 3 xx

dxx
. 

 
        2. Вычислить определенные интегралы 

                           1) ∫ −

e

1

2 xln1x

dx
.    2) ∫

π 2/

0

dxxcosx . 

     
        3. Вычислить несобственные интегралы 

                          1) ∫
∞

−

0

x dxex
2

.         2) ∫ −

1

0

2x1

dxx
. 

       4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  xy,xy 23 == . 
 

В а р и а н т  10 
 

       1. Найти неопределенные интегралы  

 1) ∫ 






 +− dx2x7
x

5
4 3 .  2) 

( )
∫ −+

−
2xx625

dx1x
.     3)  ∫ −

dx
x1

xarccos
2

4

. 

 

 4) ( )∫ − dx
2

x
sin5x3 .       5) 

( )
∫ −

+
xx

dx1x
3

2

.             6) 
( )

∫ ++
−

x10x6x

dx3x
23

2

.     

 

 7) 
( )
∫ +

+
xcos1

dxxsin1
.            8) ( )∫ −1xx

dx
33

. 

 
       2. Вычислить определенные интегралы 

                         1) ∫
+

e

1

dx
x

xln1
.         2) ∫

1

0

x3 dxex20
4

. 

 
       3. Вычислить несобственные интегралы 

                        1) ∫
∞

+
1

6

2

x1

dxx
.                2) 

( )∫ −

6

2

3 2x4

dx
. 

 
     4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-
ниями  1x,0y,0x,ey x ==== ,  вокруг оси ОХ. 
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В а р и а н т   11 
       1. Найти неопределенные интегралы 

  1) dx
x

2xx7x4 3

∫
+−

.  2) 
( )

∫ −−
+

2xx224

dx1x2
.        3) dx

xsin

1xctg
2

3

∫
+

. 

 

  4) ∫ 






 + dxx
9

4
cos4

3

x
.    5) 

( )
∫ −

+
x4x

3x
3

.                   6) ∫ dxx3cos2 .       

    

  7) ∫ −+− 2x2xx

dxx
23

.     8) ∫ + 4 xx

dx
. 

 
        2. Вычислить определенные интегралы 

                                1) dx
x

e
2

1

2

x/1

∫ .         2) ∫ −
4

0

2 dxx16 . 

 
       3. Вычислить несобственные интегралы 

                               1) ∫
∞

−
2

2 1xx

dx
.     2) ∫

e

1
xlnx

dx
. 

 
      4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  8yx,4xy =+= . 
 

В а р и а н т  12 
      1. Найти неопределенные интегралы 

   1) ∫ 







−+ dxx6

x

x2

x

5 2

3
.  2) 

( )
∫ −−

−
2xx613

dxx42
.       3) ∫ dx5xsin xcos .   

 

   4) ∫ dxxarctg
5

x
.                  5) 

( )
∫ −

−
x9x

dx4x
3

.              6) ∫ dxx3sin2 .         

 

   7) ∫ −+− 6x3x2x

dxx
23

2

.         8) ∫ + 4xx

dx
22

. 

 
      2. Вычислить определенные интегралы 

                        1) ∫ +

3e

1
xln1x

dx
.              2) ( ) ( )∫ +−−

2

1

1xx dxe1x2
2

. 
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      3. Вычислить несобственные интегралы 

                        1) ( )∫
∞

+
1

2 xarctgx1

dx
.       2) ∫ +

+
1

0

4

xx

x1
. 

 
     4. Вычислить объем тела образованного вращением фигуры, ограниченной ли-
ниями  0x,1y,xy 3 === ,  вокруг оси ОХ. 
 

В а р и а н т  13 
 

      1. Найти определенные интегралы 

   1) ∫ 







+− dx5

x

x
x

6

11 3
6 5 .   2) 

( )
∫ −−

−
12xx8

dxx21
2

.      3) ∫ − 2

2

x9

dxx
.   

 

   4) ∫ dxx2sinx2cos5 .           5) ∫ dxx4arcctg4 .        6) 
( )
∫ −

+
x16x

dx5x
3

.   

 

   7) ∫ +++ 4x2x2x

dx
23

.        8) ( )∫ + dxxtgxtg 42 . 

 
      2. Вычислить определенные интегралы 

                         1) ∫ −+

3

2

2 2x3x2

dx
.        2) ( )∫

π

+
4/

0

dxx2sin1x . 

 
     3. Вычислить несобственные интегралы 

                        1) ∫
∞−

+

0

x3

x3

1e

dxe
.                   2) dx

x1

xarccos
1

1

2

2

∫
−

−
. 

 
     4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  02yx,xy 2 =++−= . 
 

В а р и а н т  14 
 

      1. Найти неопределенные интегралы 

   1) ∫ 






 −− dx
x

5
xx7x3 32 .      2) ∫ −− 8xx6

dxx
2

.       3) ∫ −16xx

dx
22

.  

 

   4) 
( )

∫ +−−
+

1xxx

dx2x
23

.                5) ∫ dxex5cos x5 .         6) ∫ dxx3arcsinx4 .     
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   7) ∫ +++ 4x4xx

dxx
23

.          8) ∫ dxx3sinxcos . 

 
      2. Вычислить определенные интегралы 

                             1) ∫ ++

1

0

2 5x4x

dx
.     2) dx

x

xln
e

1
∫ . 

 
     3. Вычислить несобственные интегралы 

                            1) ∫
∞

+
0

2
dx

1x

xarctg
.       2) ∫ −

−
2

1

dx
1x

2x
. 

 
      4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-
ниями  0x,1y,xy 3 === ,  вокруг оси ОХ. 
 

В а р и а н т  15 
      1. Найти неопределенные интегралы 

      1) ∫ 







+− dx

x2

1

x3

16
x145 2 . 2) 

( )
∫ −+

−
2xx820

dxx47
.    3) ( )∫ +

23

2

2x

dxx
.  

 

      4) ( )∫ − dxx5cos3x4 2 .           5) ∫ −−− 1xxx

dxx
23

.    6) ∫
+

4

2

x

dxx1
.      

 

      7) 
( )

∫ −+−
+

4x4xx

dx1x
23

2

.             8) ∫ dxx3cosx2cos . 

 
      2. Вычислить определенные интегралы 

                          1)  ∫ +

2

1

2xx

dx
.       2) ∫ −

1

0

2

3

dx
x1

xarcsin
. 

 
     3. Вычислить несобственные интегралы  

                          1) ∫
∞

+
1

1xx

dx
.     2) ∫ dx

xsin

xcos
2

3

. 

 
     4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями   ,xln2y,xlny ==  

ex = . 
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В а р и а н т  16 
 

      1. Найти неопределенные интегралы 
 

    1) ∫ 






 +− dxxx5
x

4

x

4
5

.     2) 
( )

∫ −+
−

2xx421

dxx23
.     3) ∫ + 5x

dxx
6

5

.   

 

    4) ( )∫ − dxx2sinx1 2 .           5) ∫ −+ 1x3x2

dxx
23

.       6) dx
x

x25
2

2

∫
−

.       

 

    7) 
( )

∫ ++
+

x5x4x

dx1x
3

.                  8) ∫ dxx5sinx2sin .  

 
      2. Вычислить определенные интегралы 

                                  1) ∫
2

1

xdxe .     2) ∫
π 2/

0

3 dxxcosxsin . 

 
     3. Вычислить несобственные интегралы 

                                 1) ∫
∞

+
1

6

2

x1

dxx
.     2) ( )∫ −−

1

0
x1x2

dx
. 

 
      4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-
ниями  0y,2y,4yx 22 ===− ,  вокруг оси ОХ. 
 

В а р и а н т  17 
 

     1. Найти неопределенные интегралы 
 

   1) 
( )

dx
x

4x4
3

23

∫
+

.            2) ∫ −− 24x2x

dx
2

.    3) dx
x

xln3
∫ .   

 

   4) ( )∫ + dx
2

x
cosx3x4 2 .    5) ∫ +− 6x7x

dxx
3

.          6) ∫ +
+−

dx
x2x

3x2x
3

2

.   

   

   7) ∫ x2cos

dx
.                      8) 

( )∫ + 32x36

dx
. 

 



 38 

      2. Вычислить определенные интегралы 

                          1) ( )∫ −
2

0

2 dx1x3 .        2) ∫ +

1

0

2
dx

x1

xarctg
. 

 
      3. Вычислить несобственные интегралы 

                         1) ∫
∞

+
1

2x4x

dx
.            2) ∫ +

1

0

4 xx

dx
. 

 
      4. Вычислить   площадь  фигуры,   ограниченной    линиями  ,ey,ey x2x ==  

3lnx = . 
 

В а р и а н т  18 
 

      1. Найти неопределенные интегралы 

     1) dx
x

2
x

2

3∫ 






 − .           2) ∫ ++ 16x10x

dxx
2

.     3) ∫ + x5

x5

e5

dxe
.      

 

     4) ( )∫ − dxx2cosx8x2 2 .    5) 
( )
∫ −−

−
x2xx

dx1x
23

2

.         6)  ∫ dx
xcos

xsin3

.      

          

     7) 
( )

dx
x3x

1xx
3

2

∫ +
−+

.         8) 
( )

dx
x

x9
6

32

∫
−

. 

 
      2. Вычислить определенные интегралы 

                      1) ∫
2e

e

2 xlnx

dx
.           2) 

( )
dx

x1

xarcsinсos
1

0

2∫ −
. 

 
       3. Вычислить несобственные интегралы 

                                        1) ( )∫
∞

+
1

xx1

dx
.      2) ( )∫ −

3

0

22x

dx
. 

 
       4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной 

линиями,  0y,4x,1x,
x

4
y ====  вокруг оси ОХ. 
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В а р и а н т  19 
 

      1. Найти неопределенные интегралы 
 

   1) dx
x

1
x235

3

3∫ 






 − .    2) 
( )

∫ +−
−

13x8x

dx1x
2

.          3) ∫ + 2x1x

dx
.     

 

   4) dx
x

xsin7

∫
+

.              5) ( )∫ + dxe4x 2/x .             6) 
( )
∫ +

+
23 xx2

dx5x
.      

       

   7) dx
x4x

1x2x
4

2

∫ +
−+

.             8) ∫ dx
xsin

xcos
4

3

. 

 
       2. Вычислить определенные интегралы 
 

                              1) ∫
π 2/

0

22 xcos

dxx
.    2) ∫

1

0

dxxarcsin . 

 
      3. Вычислить несобственные интегралы 

                             1) ∫
∞

1

dx
x

xln
.        2) ∫

−
−

2

2

2 1x

dxx
. 

 
      4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  1x,x1y,ey x =−== . 
 

В а р и а н т  20 
 

      1. Найти неопределенные интегралы 
 

   1) ∫ 






 + dx5
x

1
3

.     2) 
( )
∫ ++

+
9x10x

dx7x2
2

.     3) ∫
−

dx
xcos

5tgx3
2

.    

 

   4) ( )∫ − dxex25 x4 .    5) ∫ −− x20xx

dx
23

.       6) 
( )
∫ +

−−
x5x

dx1xx
3

2

.       

 

   7) ∫ xcos

dx
4

.               8) 
( )∫ − 32 4x

dx
. 
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       2. Вычислить определенные интегралы 

                        1) ∫ −

9

4

1x

dxx
.         2) ∫

4 e

2
xlnx

dx
. 

 
      3. Вычислить несобственные интегралы 

                       1) 
( )∫

∞

+
0

2x1

dx
.       2) ∫

1

0

3 dxxlnx . 

 
      4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-

ниями  0y,4x,1x,
x

4
y ==== ,  вокруг оси ОХ. 

 
В а р и а н т  21 

 
      1. Найти неопределенные интегралы 

   1) ∫ 






 − dx
x

2
x3

2

.        2) 
( )
∫ +−

+
14x2x

dx4x3
2

.      3) ∫ − x4cos2

dxx4sin
.    

 

   4) ( ) dxe1x 3/2∫ π− .       5) ∫ −− x6xx

dx
23

.         6) 
( )
∫ −−

−
x6xx

dx2x
23

2

.         

 

   7) ∫ dxxcosxsin 22 .    8) dxx4x 22 − . 

 
       2. Вычислить определенные интегралы 

                               1) ∫ +

1

0

x1

dxx
.             2) ∫

π 4/

0

2 xcos

dxxtg
. 

 
      3.Вычислить несобственные интегралы 
 

                              1) ∫
∞

∞−
++ 5x2x

dx
2

.     2) ∫
1

0

2 dxxlnx . 

 
      4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями .0x,0y,)1x(y 2 ==+=  
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В а р и а н т   22 
 

      1. Найти неопределенные интегралы 

   1) ∫ 






 − dx
x

1
x7

2

4
3 .    2) 

( )
∫ ++

−
17x8x

dxx25
2

.    3) ∫ + x2sin48

dxx2cos8
.   

 

   4) ( )∫ + dxexx2 x2 .      5) ∫ −− x2xx

dx
23

.        6) 
( )

∫ −+−
−

2x2xx

dx2x
23

2

. 

 

   7) ∫ dxxcosxsin 23 .    8) ∫ +4 x

x2

1e

dxe
. 

 
      2. Вычислить определенные интегралы 

                             1)   ∫ +

8

3
x1

dxx
.        2)  ∫

π 4/

0

2 xsin

dxtgx
. 

 
      3. Вычислить несобственные интегралы 

                            1)  
( )∫

∞

+
0

3x4

dx
.       2) ∫ −

1

2/1

2

3

x1

dxx
. 

 
      4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-

ниями  0y,1x,1x,
x1

1
y

2
=−==

+
= ,  вокруг оси ОХ. 

 
В а р и а н т   23 

 
     1. Найти неопределенные интегралы 

  1) 
( )
∫

−
dx

xx

1x3 2

.        2) ∫ +−− 2xx2x

dx
23

.     3) ∫ −4 4xlnx

dx3
.    

 

  4) ( ) dxex1 2/x2∫ − .  5) 
( )

∫ −+−
+

4x2x2x

dx4x
23

2

.   6) 
( )
∫ +−

−
9x14x

dxx58
2

.   

 

  7) dxxсos3 .                8) dx
xlnx

xln1

∫
+

. 
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      2. Вычислить определенные интегралы 

                              1) ∫ +

2

1

3xx

dx
.             2)  ∫ +

2

2

0

2 xsin4

dxxcos
. 

 
     3. Вычислить несобственные интегралы 

                               1) ∫
∞

∞−
++ 5x4x

dx
2

.     2) ∫ −

1

0

2
dx

x1

xarcsin
. 

 
     4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями  2yx,xy 2 =+= . 
 

В а р и а н т  24 
 

      1. Найти неопределенные интегралы 

     1) 
( )

∫
+
x2

5x29
22

.                  2) ∫ +− 2x8x16

xdx
2

.     3) ∫ + xx

x

e1e

dxe
.   

 

    4)
( )

dx
x251

2x5arcsin15
2

2

∫ −
+

.    5) ∫ −− x3x2x

dx
23

.       6) ∫ dxxtg4 .    

 

    7) ( )∫ +− dx
4

x
sin1x2x3 2 .     8) 

( )
∫ +++

−
2xx2x

dx1x
23

. 

 
       2.Вычислить определенные интегралы 

                              1) ∫ +−

2/1

0

2

3

2x3x

dxx
.  2) ∫

π

π
−

2/
xcos25

dxxsin
. 

 
       3. Вычислить несобственные интегралы 

                             1) ∫
∞

−
2

23 1xx

dx
.     2) ∫

π 2/

0

dxxctg . 

 
      4. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-

ниями  0y,1x,1x,
x1

1
y =−==

+
= , вокруг оси ОХ. 
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В а р и а н т  25 
 

      1. Найти неопределенные интегралы 

   1) ∫
+−

32

233 7

xx

x2xxx
.      2) 

( )
∫ ++

+
2x2x

dx3x
2

.   3) ∫ + 4x

dxx
8

3

.   

 

   4) ( )∫ − dxx2sinx9x4 2 .    5) ∫ dxxsin5 .           6) ∫ + x21

dxx
.     

 

   7) ∫ −−− 6x17x9x2

dxx
23

.    8 ∫ −+−
−

3x3xx

dx)4x(
23

. 

 
      2. Вычислить определенные интегралы 

                         1) ∫
−

2

1

2

dx
x

1x
.    2) 

( )
∫

−
e

1

2

dx
x

1xln
. 

 
     3. Вычислить несобственные интегралы 

                         1) ( )∫
∞

+
0

3x1

dxx
.         2) ( )∫ +

1

0

dx
x1x

xarctg
. 

 
     4. Вычислить   площадь   фигуры,   ограниченной   линиями   ,xcosy,1xy =+=  

0y = . 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 
      Обыкновенным дифференциальным уравнением (ДУ) называется уравне-
ние вида ( ) 0)y,...,y,y,x(F n =′ , где F – известная функция, х – независимая пере-
менная, )x(yy = - неизвестная функция. 
      Порядком дифференциального уравнения называется наивысший порядок про-
изводной, входящей в данное уравнение. 
      Решением ДУ называется функция, которая при подстановке в уравнение 
обращает его в тождество. 
      Решить уравнение – значит найти все его решения. 
      Если искомая неизвестная функция зависит от одной переменной, то ДУ назы-
вают обыкновенным; в противном случае – ДУ  в частных производных. Далее 
будем рассматривать только обыкновенные ДУ. 
     Процесс отыскания решения ДУ называется интегрированием, а график реше 
ния ДУ – интегральной кривой. 
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Дифференциальные уравнения первого порядка 
 

      Уравнение вида 0)y,y,x(F =′  называется ДУ первого порядка. Левая часть это-
го уравнения содержит независимую переменную х, неизвестную функцию )x(y , 
ее производную )x(y′ . Если это уравнение решить относительно y′ , то получим 
нормальную форму ДУ  первого порядка: )y,x(fy =′ . Интегрируем его и нахо-
дим решения. 
      Пример.  Условие, что при  0xx =   функция  у  должна быть равна заданному  
числу  0y ,  т. е. 0yy = , называется начальным условием. Начальное условие за-

писывается в виде 00 y)x(y =  или y
0xx = 0y= . 

     ДУ 1-го порядка вместе с начальными условиями называется начальной задачей 

или задачей Коши:  






 =′

= 0xx

y

)y,x(fy

.    

     Общим решением ДУ первого порядка называется функция )c,x(fy = , содер-
жащая одну произвольную постоянную и удовлетворяющую условиям 
     1. Функция )c,x(f  является решением ДУ при каждом фиксированном значе-
нии с. 
     2. Каково бы ни было начальное условие, можно найти такое значение постоян-
ной 0сс = , что функция )C,x(fy 0= будет удовлетворять данному начальному ус-
ловию. 
      Частным решением ДУ  первого порядка называется любая функция 

)c,x(fy 0= , полученная из общего решения )c,x(fy =  при конкретном значении 
постоянной 0сс = . 
 

Уравнения, интегрируемые в квадратурах 
 

      Рассмотрим ДУ 
x

xsin
y =′ . Его  решением  является  функция  ∫ += Cdx

x

xsin
y .  

Но этот интеграл относится к разряду «неберущихся», т.е. у функции 
x

xsin
)x(f =  

нет первообразной в классе элементарных функций. Иначе говоря, первообразная 
существует и даже задается табличным образом, т.е. ее значение можно вычислить 
приближенно. Но ведь и для функции  xsiny =  точные значения можно вычислить 
только в некоторых точках ( )ππ ,6/,0 . Но если считают, что функция xsin)x(f =  
является решением ДУ xcosy =′ , то разумно предположить, что и функция 

x

xsin
)x(f =  является решением ДУ 

x

xsin
y =′ . Ведь для уравнения 02x 2 =−  ре-

0y=  
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шениями являются числа ...56213414,12x ±=±= , т. е. точное решение тоже вы-
писать невозможно. 
      Исходя из этих соображений было введено следующее определение.   
      Определение. ДУ называется интегрируемым в квадратурах, если его решение 
может быть представлено в виде конечного числа интегралов от известных функ-
ций. 
      Далеко не все ДУ даже 1-го порядка интегрируемы в квадратурах. Еще сложнее 
обстоит дело с ДУ высших порядков. Ниже будут рассмотрены пять типов ДУ 1-го 
порядка, интегрируемых в квадратурах, и некоторые ДУ высших порядков, кото-
рые сводятся к ДУ 1-го порядка. 
      С геометрической точки зрения )c,x(fy =  есть семейство интегральных кри-
вых на плоскости ХОУ; частное решение )с,x(fy 0= - одна кривая из этого семей-
ства, проходящая через точку )y,x( 00 . 
      Задача отыскания решения ДУ 1-го порядка, удовлетворяющего заданному на-
чальному условию, называется задачей Коши. 
 
      Уравнения с разделяющимися переменными 
 
      Дифференциальное уравнение первого порядка  0dy)y(Qdx)x(P =+  называет-
ся уравнением с разделяющимися переменными. В нем одно слагаемое зависит 
только от х, а другое – только от  у. Дифференциальные уравнения вида 

0dy)y(Q)x(Pdx)y(Q)x(P 211 =⋅+⋅  приводятся к ДУ с разделяющимися перемен-
ными. 
 
      Пример 1.  Решить уравнение  0dyydxx =− . 
Это уравнение с разделяющимися переменными. Проинтегрируем его почленно: 

∫ ∫ =−=− 1

22

1 c
2

y

2

x
илиcdyydxx . Обозначим cc2 1 = , тогда cyx 22 =− - общий 

интеграл дифференциального уравнения. Выразим  у: cxy 2 −±= ,  получим об-
щее решение ДУ. 
      Пример 2. Решить уравнение: 0dy)xyx(dx)xyy( =−++ . 
      Это ДУ, приводящееся к уравнению с разделяющимися переменными. Преоб-
разуем левую часть уравнения: 0dy)y1(xdx)x1(y =−++ , разделив обе части урав-

нения на 0dy
y

y1
dx

x

x1
:0xy =−++≠ . Проинтегрируем почленно: 

∫ ∫ =−++
cdy

y

y1
dx

x

x1
,  получим  cyylnxxln =−++ . Решением данного ДУ яв-

ляется общий интеграл cyxxyln =−+ . Это уравнение имеет решения 0y,0x == , 

которые не входят в общий интеграл. Они являются особыми решениями ДУ. 
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       Однородные уравнения 

      Уравнение вида 






ϕ=′
x

y
y  называется однородным. Однородные уравнения 

преобразуются к уравнениям с разделяющимися переменными при помощи под-
становки ux/y =  или xuy = , тогда uxuy ′+=′ . 

      Пример 1. Решить уравнение ( ) 0dyxy2dxyx 22 =⋅+− . 
Данное уравнение однородное, т. к. все одночлены входят в уравнение во второй 
степени. Разделим почленно все члены уравнения на 2x , получим  

.0y
x

y
2

x

y
1,0

dx

dy

x

y
2

x

y
1,0dy

x

y
2dx

x

y
1

2

2

2

2

2

2

=′






+







−=







+







−=







+







−   

Произведем    замену    переменной : uxuy,xuy,ux/y +′=′⋅== , 

( ) ( ) ,0uxuu2u1 2 =+′+−  0xuu2u1 2 =′++ . Это уравнение с разделяющимися пере-

менными:   0
u1

duu2

x

dx
2

=
+

+ .   Интегрируем     ∫ ∫ =
+

+ ,c
u1

duu2

x

dx
2

 

( ) ,cu1xln,cu1lnxln 22 =+=++    ( )2c u1xe += .   Обозначим  

1
c ce =  и, заменяя  u  на x/y , получим общий интеграл уравнения  xcyx 1

22 =+ . 
     Пример 2. Решить уравнение ( ) ( ) 0dy4yxdx2yx =+−−−+ . Данное уравнение 

приводится к однородному. Приведем  его к  виду  
4yx

2yx
y

+−
−+=′ .  Пусть ,aux +=   

bvy += , тогда dvdy,dudx == . Подставим в уравнение и получим  

)4ba(vu

)2ba(vu

4bvau

2bvau

dv

du

dx

dy
y

+−+−
−+++=

+−−+
−+++===′ .  

Подберем  а  и  b  так, чтобы выполнялось 




+−
=−+
.4ba

,02ba
 

Решая систему, получим  1b,3a −== . Заданное уравнение примет вид  
vu

vu

du

dv

−
+= , 

где 1yv,3xu +=−= . Оно однородное. Введем замену tutv,utv +′=′⋅= , подста-
вим в уравнение и получим  

tuu

tuu
tut

−
+=+′ ,               t

t1

t1
ut −

−
+=′ ,                                

t1

t1
ut

2

−
+=′ ,    

 
( )

∫=
+
−

u

du

t1

dtt1
2

,               ∫ ∫ ∫=
+

−
+ u

du

t1

tdt

t1

dt
22

,        ( ) clnulnt1ln
2

1
arctgt 2 +=+− , 

 
2t1uclnarctgt += ,    ( ) ( )22 1y3xcln

3x

1y
arctg ++−=

−
+

. 

 



 47 

Линейные уравнения 
 

      Дифференциальное уравнение называется линейным,  если его можно запи-
сать в виде )x(gy)x(py =+′ , где  )x(gи)x(p  - заданные функции, в том числе и 
постоянные. Особенность ДУ: искомая функция и ее производная входят в уравне-
ние  в первой степени в виде слагаемых. Рассмотрим решение линейных ДУ пер-
вой порядка – метод Бернулли. 
 
      Метод Бернулли  заключается  в том, что ДУ решается с помощью подстанов-
ки vuvuy),x(uuгде,vuy ′+′=′=⋅= . 
 
      Пример. Решить уравнение  x2xy2y =+′ . 
Полагаем vuvuy,vuy ′+′=′⋅= . Тогда x2uvxy2vuvu =⋅+′+′ . Перегруппируем 
слагаемые ,x2)xuv2vu(vu =+′+′ x2)xv2v(uvu =+′+′ . Приравняем к нулю выраже-
ние, стоящее в скобках, и решим уравнение 0xv2v =+′ . Оно с разделяющимися 

переменными: 
2xev,dxx2

v

dv −=−= .  

Теперь решим уравнение ,x20uvu =⋅+′  ,x2eu
2x =′ −  

                       
2xex2

dx

du ⋅= , ∫ +=⋅= Ceu,dxex2du
22 xx . 

      Общее решение данного уравнения:   ( ) 222 xxx ec1eceuvy −− ⋅+=⋅+== . 
 

Уравнение Бернулли 
 

     Уравнение вида 1n,0n,Rn,y)x(Gy)x(Py n ≠≠∈=+′  называется уравнением 
Бернулли. Это уравнение можно решать как линейное, используя замену ,uvy =  а 
также можно свести его к  линейному  следующим  образом:   разделим  обе  части  

уравнения    на    0yn ≠ .    Получим   )x(G
y

)x(P

y

y
1nn

=+
′

− .   Обозначим   t
y

1
1n

=− ,  

тогда tyy)n1(;ty nn1 ′=′−= −− ,  
( )

dx)n1(

dt

y

y
;t

y

yn1
nn −

=
′′=

′−
.  

Данное уравнение примет вид ( ) )x(GtxPt
n1

1 =+′
−

. Последнее уравнение линейное 

относительно t . Решение его известно. 
 

Уравнение в полных дифференциалах 
 

      Уравнение вида 0dy)y,x(Qdx)y,x(P =+  называется уравнением в полных  
дифференциалах, если его левая часть dy)y,x(Qdx)y,x(P +  есть полный диффе-
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ренциал некоторой функции )y,x(f , т.е. )y,x(dfdy)y,x(Qdx)y,x(P =+ , и его ре-
шение имеет вид C)y,x(f = . 
      Для того  чтобы выражение dy)y,x(Qdx)y,x(P +  было полным дифференциа-
лом функции двух переменных )y,x(f , необходимо и достаточно, чтобы выполня-

лось условие 
x

Q

y

P

∂
∂=

∂
∂

, причем )y,x(Q,)y,x(P  и их частные производные - непре-

рывные функции своих аргументов в некоторой области Д. 
      Пример. ( ) ( ) 0dyxy6y2dxxy3 32 =++− . 
      Покажем, что данное уравнение является уравнением в полных дифференциа-

лах. Учитывая, что dy
y

f
dx

x

f

dx

df

∂
∂+

∂
∂=  и полагая, что 

y

f
)y,x(Q,

x

f
)y,x(P

∂
∂=

∂
∂= , 

получим xy6y2)y,x(Q,xy3)y,x(P 32 +=−= . 

       y6
x

Q
,y6

y

P =
∂
∂=

∂
∂

, т. е. левая часть данного уравнения есть полный дифферен-

циал некоторой функции )y,x(f . Тогда  xy6y2
y

f
,xy3

x

f 32 +=
∂
∂−=

∂
∂

.   Интегрируя 

первое равенство по х при условия, что у фиксировано, получим  

( ) =−= ∫ dxxy3)y,x(f 2  )y(
2

x
xy3

2
2 ϕ+− , т.е. )y(

2

x
xy3)y,x(f

2
2 ϕ+−= . 

Продифференцируем  последнее  равенство по у при условии, что  х  фиксировано: 

( )yyx6
x

f ϕ′+=
∂
∂

 с другой стороны, xy6y2
y

f 3 +=
∂
∂

. 

Приравнивая правые части, получим  xy6y2)y(yx6 3 +=ϕ′+ , 3y2)y( =ϕ′ . 
      Интегрируем при условии, что у – переменная, а  х – фиксированная величина. 

                 ∫ ++−=+==ϕ C
2

y

2

x
xy3)y,x(f.е.т,C

2

y
dyy2)y(

42
2

4
3 .  

Общим интегралом данного уравнения является 21
422 CCy

2

1
x

2

1
xy3 =++− . 

 Обозначим CCC 12 =− , тогда Cy
2

1
x

2

1
xy3 422 =+− . 

 
Дифференциальные уравнения высших порядков 

 
      Дифференциальные уравнения выше первого порядка называются ДУ высших 
порядков. В общем виде его можно записать как 0)y...,,y,y,x(F n =′ . Будем рас-
сматривать ДУ второго порядка, т. е. 0)y,y,y,x(F =′′′ . 
      Решением ДУ  называется всякая функция )x(y ϕ= , которая при подстановке в 
уравнение обращает его в тождество. 
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      Общим решением ДУ называется функция ( )21 C;C;xy ϕ= , где 21 CиC  не 
зависящие от х  произвольные постоянные, удовлетворяющие условиям: 
      1. )C;C;x( 21ϕ  является решением ДУ для каждых фиксированных значений 

21 CиC .   

      2. Каковы бы ни были начальные условия   1

xx

0

xx

y
y

;y
y

00

=
′

=
==

,   существу-

ют единственные значения постоянных 21 CиC , такие, что  функция ϕ  является 
решением ДУ и удовлетворяет начальным условиям. 
       Всякое решение, получаемое из общего решения ДУ при конкретных 

21 CиC , называется частным  решением ДУ. 
     Задача нахождения решения ДУ, удовлетворяющего  заданным начальным ус-
ловиям, называется задачей Коши. 
 

Уравнения, допускающие понижение порядка 
 
      В некоторых случаях, если в ДУ чего-то «не хватает», его порядок можно по-
низить. Если при этом получится ДУ, интегрируемое в квадратурах, то найти ре-
шение ДУ 2-го порядка можно. 
      Рассмотрим три типа уравнений, допускающих понижение порядка. 
      1. Уравнение вида  )x(fy =′′ решается непосредственным двукратным интегри-
рованием обеих частей уравнения: 

                            ∫ +ϕ==′ C)x(dx)x(fy , т. е. ,C)x(y +ϕ=′  

 

                    ( ) 2111 CxC)x(dxC)x(y ++ϕ=+ϕ= ∫ ,   211 C)x(C)x(y ++ϕ= . 

 
      Пример.  Найти частное решение ДУ x3cosy =′′ , удовлетворяющее начальным 
условиям 1)0(y,1)0(y =′= . Последовательно интегрируя два раза данное уравне-

ние,  получим  ∫=′ dxx3cosy ;   1C
3

x3sin
y +=′ ;  

 

∫ =






 += dxCx3sin
3

1
y 1 21 CxCx3cos

9

1 ++− ,   x3cos
9

1
xCCy 12 −+= . 

 
      Используем начальные условия: 








+⋅=′

−+=

1

12

Cx3sin3/1y
9

x3cos
xCCy

 ,       







+⋅=

−⋅+=

1

12

C0sin3/11
9

0cos
0CC1

. 
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      Из второго уравнения получим 1C1 = . Из первого уравнения 
9/10C;9/1C1 22 =−= . Следовательно, искомое частное решение имеет вид 

9/)x3(cosx9/10y −+= . 
      2. Уравнение вида )y,x(fy ′=′′   не содержит явно искомой функции у.  Реша- 
ется заменой неизвестной функции. Пусть zy =′  , где )x(zz =  - новая неизвестная 

функция. Тогда 
dx

dz
zy =′=′′ . 

      Пример. 
dx

dz
)x(zy),x(zy,0

x

y
y =′=′′=′=

′
−′′ . 

                           ∫ ∫ +==== 1Clnxlnzln;
x

dx

z

dz
;

x

dx

z

dz
;

x

z

dx

dP
. 

                                     11 xCz;Cxlnzln =⋅= , но yz ′= . 

Тогда xCy 1=′ .       ∫ +== 2

2

11 C
2

x
CdxxCy . 

2
2

1 CxC2/1y += - общее решение данного ДУ. 
     3. Уравнение вида )y,y(fy ′=′′  не содержит независимой переменной х. Реша-

ется введением новой функции, зависящей от у, т.е. P
dx

dy
y ==′ , где )y(PP= . То-

гда  дифференцируя, получим 
dy

dP
PP

dy

dP

dx

dy

dy

dP
yPy /

x
/
y ⋅=⋅=⋅=⋅=′′ . 

     Пример 1.  Найти решение уравнения 01yy 3 =+′′ , удовлетворяющее условиям 
1)1(y;1)1(y −=′−= . Введем замену )y(Py =′ ,  PPyPy ⋅′=′′=′′ .  

Подставим в уравнение: 1
dy

dP
Py;01yPP 33 −=⋅=+′⋅ . 

Разделим переменные. 
2

C

y2

1

2

P
;

y

dy
PdP 1

2

2

3
+=−= , тогда  12

2
12

2 C
y

1
y;C

y

1
P +=′+=     

 

Найдем 1C . ( ) ,0C;C11;C
1

1
)1( 1112

2 =+=+
−

=−  

                        т. е. 
y

1

y

1
yили,

y

1
y

22
2 ==′=′ . 

 

                 ∫ ∫ +==== ;
2

C
x

2

y
,dxdyy;dxdyy;

y

1

dx

dy 2
2

 

 

2
2 Cx2y += . Найдем 2C   используя начальное условие:  1C,C12)1( 22

2 −=+⋅=− . 

1x2y2 −= - решение уравнения, удовлетворяющее начальным условиям. 
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     Пример 2. yy)y1(y 2 ′+′=+′′ . 
 
Введем  замену  .PPyPy),y(Py ⋅′=′′=′′=′   Тогда  уравнение  запишется  в  виде 

PP)y1(PP 2 +=+⋅′  или .P1)y1(P +=+′  Разделим переменные:  

∫ ∫ +
=

++
=

+ y1

dy

P1

dP
;

y1

dy

P1

dP
;     )y1(CP1;Clny1lnP1ln 11 +=+++=+    

или  ;1)y1(C
dx

dy
;1)y1(Cy 11 −+=−+=′    ∫ ∫=

−+
=

−+
;dx

1)y1(C

dy
;dx

1)y1(C

dy

11

 

 

               )Cx(C1)y1(Cln;Cx1)y1(Cln
C

1
21121

1

+=−++=−+⋅ . 

 
Линейные дифференциальные уравнения высших порядков 

 
      Уравнение вида )x(fy)x(...y)x(y)x( n

)1n(
1

)n(
0 =α++α+α − , где ;00 ≠α  
)x(g),x(,...),x(),х( n21 ααα - заданные функции аргумента х, непрерывные на 

некотором интервале )b,a( , называется линейным ДУ n-го порядка.  
)x(...,),x(),х( n10 ααα - называются  коэффициентами, )x(g - свободным членом. 

      Если свободный член 0)x(g = , то уравнение 

0y)x(...y)x(y)х( n
)1n(

1
)n(

0 =α++α+α − - называется  однородным. 

      Если 1)x(0 =α , то уравнение )x(gy)x(...y)x(y n
)1n(

1
)n( =α++α+ −    называется 

приведенным. 
 

Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 
 

      Уравнение вида )x(fy)x(y)x(y 21 =α+′α+′′ называется линейным ДУ второ-
го порядка. 
      Уравнение 0y)x(y)x(y 21 =α+′α+′′ называется линейным однородным ДУ 
второго порядка. 
      Общее решение однородного уравнения имеет вид ),x(yC)x(yCy 2211.o.o +=  где 

)x(yи)x(y 21  являются частными решениями однородного уравнения,  21 CиC - 
произвольные постоянные. 

      Определитель /
2

/
1

21

yy

yy
)x(W =  называется определителем Вронского. 

      Если   )x(yи)x(y 21  - два линейно независимых решения однородного ДУ на 
)b,a( , то определитель Вронского на этом интервале отличен от нуля. Такие ре-

шения линейного однородного ДУ образуют фундаментальную систему реше-
ний этого уравнения. 
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      Пример. 0y6yx4yx2 =+′−′′  - линейное однородное ДУ второго порядка. Тогда 
его решение задается формулой 2211 yCyCy += . 

      Будем искать частные решения в виде nxy = . 

      0x6)x(x4)x(x nnn2 =+′−′′  

      0x6xnx4xx)1n(n n1n2n2 =⋅+⋅⋅−⋅⋅− −−  

      0x6xn4x)1n(n nnn =⋅+⋅⋅−⋅− ; разделим на 0xn ≠ . 

Получим 2
2

3
121

2 xy;xy.е.т,2n,3n;06n5n;06n4)1n(n =====+−=+−− . 
Проверим, образуют ли  21 yиy  фундаментальную систему решений. 

0xx3x2
x2x3

xx
)x(W 444

2

23

≠−=−== . Следовательно   21 yиy   образуют  фунда- 

ментальную систему решений и  2211 yCyCy += , т.е. 2
2

3
2 xCxCy += . Рассмотренное 

уравнение можно записать в общем виде. Оно называется уравнением Эйлера. 
Частное решение ищется в виде nxy = . 
 

Нахождение фундаментальной системы решений уравнений с 
 постоянными коэффициентами:  )x(fyyy =α+′α+′′   

 
      Можно доказать, что все решения линейного однородного ДУ задаются форму-
лой )x(Vyy .o.o += , где .o.oy - общее решение соответствующего однородного урав-
нения, )x(V - какое-нибудь частное решение линейного неоднородного уравнения. 
      Для отыскания .o.oy составим однородное уравнение 0yyy 210 =α+′α+′′α  и со-

ответствующее ему характеристическое уравнение 021
2

0 =α+λα+λα . Пусть 

21 и λλ - корни характеристического уравнения. Тогда возможны случаи: 
      1) 21 λ≠λ  - вещественные различные корни, 
      2) 021 λ=λ=λ  - совпадающие вещественные корни, 
      3) - невещественные сопряженные корни  ω±α=λ i2.1 , 0≠ω . 

      Тогда общее решение линейного однородного ДУ с постоянными коэффициен-
тами можно записать соответственно в виде 
     1) x

2
x

1
21 eCeCy λλ += , 

 
     2) x

2
x

1
00 exCeCy λλ ⋅⋅+= , 

 
     3) xsineCxcoseCy x

2
x

1 ω⋅+ω= αα . 
 
Указанное правило верно для линейных однородных ДУ любого порядка с посто-
янными коэффициентами. 
      Пример 1. 0y2y3y =+′+′′ . 
 



 53 

Составим характеристическое уравнение 1;2где,023 21
2 −=λ−=λ=+λ+λ  - два 

различных вещественных корня, тогда x2
2

x
1o.o eCeCy −− += . 

 
      Пример 2. 0y4y4y =+′+′′ . 
 
Составим характеристическое уравнение 2;0)2(,044 21

22 −=λ=λ=+λ=+λ+λ  - 

совпадающие корни,  и x2
2

x2
1o.o exCeCy −− ⋅⋅+= . 

     Пример 3. 0y10y2y =+′−′′ . 
 

i31
2

162

2

362

2

4042
2,1 ±=−±=−±=−±=λ . 

 
Тогда x3sineCx3coseCy x

2
x

1o.o ⋅+= . 
 

Понятие комплексного числа 
 

      Рассмотрим решение уравнений. 
      1. 04x 2 =− . 2x;4x;4x 2,12,1

2 ±=±== . 

2x,2x 21 −== - два вещественных корня данного уравнения. 

     2. 04x 2 =+ . 12x;4x;4x 2,12,1
2 −±=−±=−= . Решить данное уравнение на 

множестве действительных чисел нельзя. 

   Обозначим  1i,1i 2 −=−= , тогда 2
2,1 ix ±= , т.е. i2x;i2x 21 −== . Числа 

i2иi2 −  называются чисто мнимыми числами. 

     3. Решим уравнение 013x4x2 =+− : 36521613416Д −=−=⋅−= , тогда    

                      i32
2

i64

2

i64

2

164

2

364
x

2

2,1 ±=±=±=−±=−±= . 

 
Числа i32иi32 −+  называются комплексными сопряженными числами. В об-
щем виде комплексное число можно записать  как iилиiyx β+α+ . 
 

Нахождение частных решений линейного неоднородного уравнения 
2-го порядка методом вариаций (методом Лагранжа) 

 
      Рассмотрим уравнение )x(fqyypy =+′+′′ ,  где  q,p  - некоторые числа. Общее 
решение этого уравнения имеет вид   vyy o.o += ,где  .o.oy  - общее решение соот-
ветствующего однородного уравнения, а v – частное решение неоднородного урав- 
уравнения. 
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      Пусть найдено )x(yC)x(yCy 2211.o.o += , где функции )x(y),x(y 21  образуют 
фундаментальную систему решений однородного уравнения. Лагранж предложил 
искать частное решение неоднородного уравнения )x(v  в виде 
                                       )x(y)x(z)x(y)x(z)x(v 2211 += , 
где  )x(z),x(z 21 - неизвестные функции, выбираемые таким образом, чтобы функ-
ция )x(v  являлась решением неоднородного уравнения, т. е. частное решение 
ищется в том же виде, что и общее .o.oy , но произвольные постоянные 21 CиC   
«варьируют», заменяя их на функции )x(z),x(z 21 . Для того  чтобы таким образом 
введенная функция )x(v  являлась решением неоднородного уравнения, нужно, 
чтобы производные функций )x(zи)x(z 21  удовлетворяли следующей системе 
уравнений: 

                                             




=+

=+

.)x(fyzyz

,0yzyz
/
2

/
2

/
1

/
1

2
/
21

/
1  

      Определителем этой системы является вронскиан. Поэтому система имеет 
единственное решение { })x(z),x(z /

2
/
1 . Интегрируя  )x(z),x(z /

2
/
1 , находим 

)x(z),x(z 21 , затем частное решение неоднородного уравнения )x(v  и общее реше-
ние неоднородного уравнения )x(y . 
      Этот метод пригоден и для нахождения частных решений линейных уравнений 
n-го порядка. 
      Решение   ищется   в  виде  )x(y)x(z...)x(y)x(z)x(y)x(z)x(v nn2211 +++= , 

а функции /
n

/
2

/
1 z,...,z,z  удовлетворяют следующей системе уравнений: 

                                         













=+++

=+++

=+++

−−− .)x(fyz...yzyz

.......................................

,0yz...yzyz

,0yz...yzyz

)1n(
n

/
n

)1n(
2

/
2

)1n(
1

/
1

/
n

/
n

/
2

/
2

/
1

/
1

n
/
n2

/
z1

/
1

 

      Метод Лагранжа универсален, т. е. годится для правых частей )x(f  произволь-
ного вида. Но для нахождения функций )x(z),x(z 21   требуется вычислять инте-
гралы. Ниже будет рассмотрен метод, позволяющий обходиться без интегрирова-
ния, но пригодный лишь для функций )x(f  специального вида. 

      Пример.  Найти общее решение неоднородного уравнения 
x2cos

1
y4y =+′′ . 

Сначала находим общее решение однородного уравнения 0y4y =+′′ . Для этого 

составляем характеристическое уравнение 042 =+λ  и находим его корни 
i22,1 ±=λ . Тогда x2coscx2coscyиx2siny,x2cosy 21.o.o21 +=== . Частное 

решение неоднородного уравнения ищем в виде x2sin)x(zx2cos)x(z)x(v 21 += ,   

где /
2

/
1 zиz  удовлетворяют системе уравнений 
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=+−

=+

x2cos

1
x2cosz2x2sinz2

,0x2sinzx2cosz

/
2

/
1

/
2

/
1

x2cos

x2sin2
+  

                                           ( ) 1x2cosx2sinz2 22/
2 =+ . 

 

Отсюда 
x2cos

x2sin

2

1

x2cos

x2sin
zz,

2

1
z /

2
/
1

/
2 −=−== ,  ∫ == ,x

2

1
dx

2

1
z2  

                          ∫∫ ==−= x2cosln
4

1

x2cos

)x2(cosd

4

1
dx

x2cos

x2sin

2

1
z1 .  

      При вычислении интегралов считаем произвольные постоянные равными нулю. 

Функция x2sinx
2

1
x2cosx2cosln

4

1
)x(v += , а общее решение неоднородного 

уравнения имеет вид      x2sinx
2

1
x2cosx2cosln

4

1
x2sincx2coscy 21.o.o ⋅+++= . 

 
Интегрирование линейных неоднородных дифференциальных уравнений 

второго порядка с постоянными коэффициентами и правой частью  
специального вида 

 
      Рассмотрим уравнение )x(fqyypy =+′+′′ , где  qиp - некоторые числа. Общее 
решение этого уравнения имеет вид Vyy .o.o += , где .o.oy - общее решение соответ-
ствующего однородного уравнения, а V - частное решение неоднородного уравне-
ния. 
      Если функция f(x), стоящая в правой части уравнения, имеет так называемый 
«специальный вид»: ( )xsin)x(Qxcos)x(Pe)x(fилиe)x(P)x(f nn

xx
n β+β== αα , то 

среди решений ДУ содержится функция такого же вида. 
 
      1. Пусть )x(Pгде,e)x(P)x(f n

x
n

α= - многочлен n-й степени,  R∈α . В этом слу-

чае частное решение )x(V  имеет вид  rгде,e)x(QX)x(V x
n

r α=  - число, равное  

кратности α , как корня характеристического уравнения  0qp2 =+λ+λ  (число r по-
казывает, сколько раз число α  является корнем характеристического уравнения 

0qp2 =+λ+λ ). n
1n

1
n

0n A...XAXA)x(Q +++= −  - многочлен n-й степени, записанный 
с неопределенными коэффициентами n10 A,...,A,A . 
      1. Если α  не является корнем характеристического уравнения, то                        
                                                     x

n e)x(Q)x(V α= . 
      2. Если α  является корнем характеристического уравнения один раз, то       
                                                   x

n e)x(QХ)x(V α⋅= . 
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      3. Если α  является двукратным корнем характеристического уравнения, то 
x

n
2 e)x(QХ)x(V α⋅= . 

      Пример 1. 1xy2y3y 2 −=+′−′′ . 
Общее решение имеет вид Vyy o.o += . 
      1. Найдем o.oy . Для этого составим однородное уравнение: 0y2y3y =+′−′′ . 

Соответствующее ему характеристическое уравнение 0232 =+λ−λ  имеет корни 
1;2 21 =λ=λ . Следовательно x

2
x2

1o.o eCeCy += . 
     2. Найдем  V –  частное  решение  неоднородного  уравнения.  Правую  часть  
ДУ 1x)x(f 2 −=  запишем в виде AXAXAe)x(P)x(f 1

2
0

x0
2 ++== ⋅ . Причем 0=α , 

не является корнем характеристического уравнения. Частное решение )x(V будем 
искать методом неопределенных коэффициентов: 

( ) CBXAXeAXAXAX)x(V 2x0
21

2
0

0 ++=++= ⋅ . 

Подставим в данное уравнение   








=′′
+=′

++=

A2y

BAX2y

CBXAXy 2

  и получим 

                                 ( ) ( ) 1XCBXAX2BAX23A2 22 −=++++− . 
Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях  Х  и получим систему. 









−=+−
=+−

=

1C2B3A2

0B2A6

1A2

X

X

X

0

1

2

( ) ( ) .4/52/9112/1B3A212/1C

,2/3A3B

,2/1A

=+−−=+−−=
==

=
 

                   
4

5
x

2

3
x

2

1
)x(V 2 ++=   и  

4

5
x

2

3
x

2

1
eCeCy 2x

2
x2

1 ++++= . 

 
      Пример 2.  α   является  однократным корнем характеристического уравнения. 

xe5y2y3y +=+′−′′ . Решение ДУ: Vyy .o.o += . 
      1) Найдем .0.0y . 2211.0.0 yCyCy += . 

0y2y3y =+′−′′  - однородное уравнение. 

0232 =+λ−λ - характеристическое уравнение. 
x

2
x2

1.o.o21 eCeCy;1;2 +==λ=λ . 
 
     2) x1x

0
x e5e)x(Pe5)x(f ⋅α +=+=+= .  

Число 1=α   является корнем характеристического уравнения один раз, т.е. 1r = . 
Частное решение ДУ имеет  вид 
                                    xx11 XBeAeBXA)x(V +=⋅⋅+= ⋅ . 
     2. Пусть правая часть ДУ )x(f  имеет «специальный» вид: 

( )xsin)x(Qxcos)x(Pe)x(f mn
x β+β= α , где )x(Qи)x(P mn  -  многочлены степеней 
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mиn  соответственно. В этом случае решение следует искать в виде  

( )xsin)x(Nxcos)x(MeX)x(V xr β+β= α
ll

, где число r – число, равное кратности 
числа iβ+α , как корня характеристического многочлена, )x(Nи)x(M

ll
- мно-

гочлены l -ой степени с неопределенными коэффициентами и )m,nmax(=l . После 
подстановки функции )x(V  и ее производных )x(Vи)x(V ′′′  в уравнение прирав-
нивают многочлены, стоящие при одноименных функциях в левой и правой частях 
ДУ. 
 
      Пример. x2cosey3y2y x=−′−′′ . 
                                              2211o.o.o.o yCyCy,Vyy +=+= . 
 
      1. Решаем однородное ДУ.  

032,0y3y2y 2 =−λ−λ=−′−′′ . 

1,3 21 −=λ=λ , тогда   x
2

x3
1o.o eCeCy −+= . 

 
      2. Запишем правую часть в виде  
                      ( ) ( )x2sin0x2cos1exsin)x(Qxcos)x(Pe)x(f x1

nn
x ⋅+⋅=β+β= ⋅α . 

Составим число ;i21i +=β+α оно не является корнем характеристического урав-
нения. Следовательно 0r =  и частное решение будем искать с виде 
                     ( ) ( ).x2sinBx2cosAex2sinBx2cosAeX)x(V xx10 +=+⋅= ⋅  

                     
( ) ( )
( ) ( )( ).x2sinA2Bx2cosB2Ae

x2cosB2x2sinA2ex2sinBx2cosAeV
x

xx

−++=
=+−++=′

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ).x2cosA4B2x2sinB4A2ex2sinA2Bx2cosB2AeV xx −+−−+−++=′′  
Подставим полученные выражения в уравнение.  

Получим   

1

2

3

−
− ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ),x2sinB3A4x2cosA3B4e)x(V

,x2sinA2Bx2cosB2Ae)x(V

,x2sinBx2cosAe)x(V

x

x

x

−−+−=′′
−++=′

+=
 

 

( ) ( )( )
( ) .x2cosex2sinB8x2cosA8e

x2sinB3A4A4A2B2B3x2cosA3B4B4A2A3e

)x(V3)x(V2)x(V

xx

x

=−−=
=−−+−−−+−+−−−=

=−′−′′

 

 
Следовательно, 

8

1
A,x2cosex2coseA8 xx −==− . 
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Таким образом,  х2cose
8

1
)x(V x−= . 

 

x2cose
8

1
eCeCy xx

2
x3

1 −+= − . 

 
З А Д А Ч И 

 
     Задачи 1-5. Определить тип уравнений: с разделяющимися переменными и 
приводящиеся к ним, однородные и приводящиеся к однородным, линейные урав-
нения, уравнения Бернулли, уравнения в полных дифференциалах. Найти  общее 
решение или общий интеграл. Там, где указано, решить задачу Коши. 
     Задача 6. Уравнения, допускающие понижение порядка. 
     Задача 7. Однородные линейные ДУ. 
     Задача 8. Неоднородные линейные уравнения с постоянными коэффициентами 
с правыми частями специального вида. 

З а д а ч а  1 
 

1. 0dy)1x(dxyx =++ . 2. 1)0(y,0yx2y)1x( 22 ==+′− . 

3. dyxydx1y2 =+ . 4. 1)0(y,2yctgxy −==+′ . 

5. 2yyyx2 22 =+′ . 6. 0)2(y,y3y 3 2 ==′ . 

7. yx2yxy 2 =−′ . 8. 5,0)1(y,yyyx 2 ==+′ . 

9. ( ) 1dt/ds1e s =+− . 10. ( ) 1)0(y,1yy2x −==′+ . 

11. 1t
dt

dx
x =+ . 12. ( ) 1)2(y,dyyxdxy1 2 ==+ . 

13. )xycos(y −=′ . 14. 1)e(y,xlny2y ==′ . 

15. 
1x

1y
y

+
−=′ . 16. ( ) 1)0(y,xyx1yyx1 22 ==++′+ . 

17. ( ) ( ) 0dyxyxdxxyy 2222 =−++ . 18. 0)0(y,0)x1(yyxyx ==+′++ . 

19. 0dyycosxcosdxxsinxsin =+ . 20. 0)0(y,0yx1yy1x 22 ==′+++ . 

21. ( ) ( ) 0dyyxydxxxy 22 =−++ . 22. 0)1(y,x1yxy 2 =−=′ . 
23. ayxtgy =−′ . 24. 1)0(y,0dyx1ydxy1 22 ==−+− . 

25. 
xln

y
yx =′ . 
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З а д а ч а  2 
 

1. 0)0(y,x2y2yx 4 ==−′ . 2. ( ) y2x4y1x2 +=′+ . 

3. 1)0(y,xsectgxey ==+′ . 4. ( ) xeyyx −′ . 

5. 2)1(y,01xyyx 2 ==++′ . 6. ( )xcosxyxy −′= . 

7. ( ) 1)0(y,yxx2y 2 =+=′ . 8. ( ) y2xln1yx =−′ . 

9. 0)1(y,ex3y)1x(yx x2 ==++′ − . 10. ( )dxydyyx 2 =+ . 

11. 1)0(y,
yx3

y
y

2
=

−
=′ . 12. x/1x22 exyyx −=−′ . 

13. 0)2/(y,1xcosyxsiny =π=−′ . 14. 2xx/yy =+′ . 

15. ( ) 0)0(y,dxy2x2xdy 2 =−+= . 16. 
2yx2

1
y

−
=′ . 

17. 1)0(y,
xyylny2

y
y =

−+
=′ . 18. ( ) ( )x2 ex1yyx +=−′ . 

19. 0)0(y,0
yx

1
y

22
==

+
+′ . 20. ( ) [ ] 0dx)1x(y2dy1x 4 =++−+ . 

21. π=π=−′ )(y,xcosxyyx 2 . 22. 
2xexux2y −=+′ . 

23. 0)1(y,
x

a
y

x

n
y

n
==







+′ . 
24. xsin1yxcosy −=+′ . 

25. xeyy =−′ . 
 

   З а д а ч а  3 
 

1. ( ) 0dyxdxy2x =−+ . 2. ( ) ( ) 0dyyxdxyx =++− . 

3. ( ) 0dyxdxxy2y 22 =+− . 4. ( )223 yx2yyx2 −=′ . 

5. yyxyxy 22 ′=′+ . 6. ( ) xy2yyx 22 =′+ . 
7. ( )x/ytgxyyx +−′ . 8. x/yexyyx −=′ . 

9. ( )
x

yx
lnyxyyx

++=−′ . 10. 
x

y
lncosyyx =′ . 

11. ( ) xdydxxyy =+ . 12. yyxyx 22 +−=′ . 

13. ( ) ( ) 0dy3yx6y4x2 =−+++− . 14. .( ) ( ) 0dy3y2x4dx1yx2 =−+−++  
15. ( ) 0y2xy1yx =′+−+−− . 16. ( ) 5y3x2yy4x −+=′+ . 
17. ( ) ( )dy4yx2dx2y −+=+ . 18. yyxyx 22 ++=′ . 

19. ( ) xyyxy4 22 =′+ . 20. ( )x/ye1xyyx ++=′ . 
21. ( )x/ylncosyyx =′ . 22. ( )0xydydxyx 22 =−+  . 

23. x/yey х/у +=′ . 24. xy2yy −=′ . 

25. ( ) dxyx2dxyx 22 =+ .  
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  З а д а ч а  4 
 

1. 2yxyxy −=+′ . 2. 33yxyxy =−′ . 

3. ( )dxy2yxxdy 25 −= . 4. 0xyx4yy 2 =−−′ . 

5. 33yx2xy2y =+′ . 6. 0y
1x

y
y 2 =+

+
+′ . 

7. ( )dyyy/xxdx 32 −= . 8. xlnyyyx 2=+′ . 

9. 0xcosyxtgyy 2 =+−′ . 10. 3/42yx3
x

y2
y =+′ . 

11. 
1x

y

1x

y
y

2

−
=

−
−′ . 12. 

xcos

y2

x

y2
y

2
=+′ . 

13. 54x yxey3yx4 −=+′ . 14. yeyy 2/x=+′ . 

15. ( ) xsin1xy
1x

yx3
y 32

3

2

+=
+

+′ . 
16. ( ) 0dyyxxydx 22 =++ . 

17. 0xsinyxtgy2y 22 =+−′ . 18. 0xy2yx4y 33 =++′ . 

19. yyxyx 2 =+′ . 20. yxyyx2 32 +=′ . 

21. x2eyy2y =+′ . 22. xtgyxcosyy 4 +=′ . 

23. 0eyxy2yx x35 =++′ . 24. yx2y4yx 2=−′ . 

25. 3xyyy =+′ .  

 
  З а д а ч а  5 

 
1. ( ) 0dyyxdxyx2 22 =−+ . 2. ( ) ( ) 0dyyx6y4dxxxy92 322 =−+− . 

3. ( ) 0dyxey2dxe yy =+− −− . 4. ( ) 0dyxlnydx
x
y 3 =++ . 

5. 0dy
y

y5x2
dx

y

yx3
3

3

2

22

=+−+
. 6. ( ) 0dyyxdxyx1x2 22 =−−−+ . 

7. ( ) 0dyxcosy2dxx2xiny1 22 =−+ . 8. ( ) ( )dyy/xy2dxyln1x3 32 −=+ . 

9. 
( )
( ) 0dy

1y2cos

ycos1x
dx2

ysin

x 2

=
−

++






 + . 
10. ( ) ( ) 0dyysinycosxdxysinx =+++ . 

11. ( ) ( ) 0dyycosexdxysiney xx =+++ . 12.( ) 0dy)ycosxx5,0(dxysinyx 2 =+++ . 

13. ( ) ( ) 0dyexyx2dxyyx y22 =+++++ . 14. ( ) ( ) 0dyy/xedxylnxye2
2xx =+++ . 

15. ( ) ( ) 0dy1xy2/xdxylnxy 2 =++++ . 16. ( ) ( ) 0dyycosx1dxysinx 2 =+++ . 
 

17. ( ) ( ) 0dyycosxdxxsinyx3 32 =−++ . 18. ( ) ( ) 0dyy4edxx3e 3yx2yx =+++ ++ . 
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19.( ) ( ) 0dyy3yx6xdxy3yx2 222 =−+++ . 20.( ) ( ) 0dy1y6yx3dxxyx3 2222 =−−+− . 
 

21. ( ) 0dyy2
y

x
dxx2yln =








−+− . 22. 0dy

y

xsin
ydxx

y

x2
sin

2

2

=









−+








+ . 

 
23. ( ) ( ) 0yxyyx =′−−+ . 24. ( ) 0dyy2xedxe yy =−+  

25. ( ) ( ) 0dyyx3ydxxy3x 2323 =+++ .  

 З а д а ч а  6 
 

   Решить дифференциальные уравнения, допускающие понижение порядка. 
1. xy v/ = . 2. xcosxy +=′′′ . 

3. ( ) 12xy 5 =+′′ . 4. yyx ′=′′ . 

5. 0yyx =′+′′ . 6. ( )yx21yx 2 ′+=′′ . 

7. 2xyyx +′=′′ . 8. ( ) 2/32y1y3 ′+=′′ . 

9. ( ) 0yy2y 3 =′+′′ . 10. 0yyy 2 =′+′′ . 

11. ( )2yyy2 ′=′′ . 12. 2y1y ′+=′′ . 

13. yyxlnx ′=′′ . 14. x/ylnyyx ′′=′′ . 

15. 2y1y ′′−=′′′ . 16. 0yyx =′′−′′′ . 

17. 2y1y ′−=′′ . 18. y1y ′+=′′ . 

19. 0yy 2 =′′+′′′ . 20. ( )y1yy ′+′=′′ . 

21. 0yyy 2 =′+′′ . 22. 2yyyy ′+′=′′ . 

23. 2y1yy ′+=′′ . 24. 2y1yy2 ′+=′′ . 
25. yyx2 ′=′′ .  

 
  З а д а ч а  7 

 
   Проинтегрировать следующие однородные линейные уравнения с постоянными 
коэффициентами. 
 
1. 0y3y4y =+′+′′ . 2. 0y2y5y2 =+′−′′ . 
3. 0y10y2y =+′+′′ . 4. 0y8y =−′′′ . 
5. 0yy4y4 =+′+′′ . 6. 0yy v =−′  

7. 064y /v =+ . 8. 0y2y3y =+′−′′′ . 

9. 0y5y4y =+′−′′ . 10. 0y2yy =−′+′′ . 
11. 0yy2y =+′−′′ . 12. 0y13y6y =+′+′′ . 
13. 0yy =′+′′′ . 14. 0y10y2y =′+′′+′′′ . 
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15. 0y2y3y =−′−′′′ . 16. 0y901y v =+′′+′ . 

17. 0y81y18y v =+′′+′ . 18. 0yy =′′+′′′ . 

19. 0y2yy =−′−′′ . 20. 0y25y =+′′ . 
21. 0y4y4y =+′−′′ . 22. 0y6y5y =+′+′′ . 
23. 0y25y10y =+′−′′ . 24. 0y10y2y =+′−′′ . 

 
25. 0y16y v =−′ .  

 З а д а ч а  8 
      Решить следующие линейные неоднородные уравнения с постоянными коэф-
фициентами и  правой частью специального вида методом подбора частных реше-
ний по виду правой части, где указано, решить задачу Коши. 
 
1. ( )xcosxsine4y2y x +=′+′′ . 2. x6siney4y4y x2−=+′−′′ . 

3. ( )xcosxsine2y2y x +=′+′′ . 4. 9)0(y,3)0(y,ey3y4y x3 =′=−=+′−′′ . 
5. x2siny5y2y −=+′+′′ . 6. 1)0(y,0)0(y,ey16y8y x4 =′==+′−′′ . 

7. ( )xcosxsiney2y x +=′+′′ . 8. 6x18x10y10y2y 2 ++=+′−′′ . 

9. x4cosey13y6y x3−=+′+′′ . 10. x5sin3x5cos2yy +=+′′ . 

11. xsin2y5y2y −=+′+′′  12. ( )xcosxsine6y2y x +=′+′′  

13. ( )xcosxsine10y2y x +=′+′′ . 14. x5cosey13y6y x3−=+′+′′ . 
15. xcosy5y2y −=+′+′′ . 16. x2sin17y5y2y −=+′+′′ . 
17. x3cosxy9y =′+′′ . 18. x4siney4y4y x2=+′−′′ . 

19. )xcosx(sine3y2y x +=′+′′ . 20. ( )xcos5xsin3ey8y4y x +=+′−′′ . 

21. x8cosey13y6y x3−=+′+′′ . 22. ( ) xe14x8y3y2y −−=−′′−′′′ . 

23. x22exy17y8y =+′−′′ . 24. ( ) xe24x16y9y6y +=+′′+′′′ . 

25. )xcos2xsin(ey8y4y x +−=+′−′′ .  
 

З а д а ч а  9 
     Проинтегрировать методом вариации постоянных следующие уравнения: 

1. 
xsin

1
yy =+′′ . 2. 

1e

1
yy

x +
=′−′′ . 

3. 
xcos

1
yy

3
=+′′ . 4. 

1x

e
yy2y

2

x

+
=+′−′′ . 

5. 
xsin

2
yy

3
=+′′ . 6. 

xsine

2
y2y2y

x
=+′+′′ . 

7. xx2 ecoseyy =′−′′ . 8. 
2x

1x
yy

−=′′+′′′ . 

9. xlney4y4y x2−=+′+′′ . 10. 
xsin

1
y4y

2
=+′′ . 
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11. 
2

x

x4

e
yy2y

−
=+′−′′ . 

12. xe2yyy2 =−′+′′ . 

13. x2 eyay =+′′ . 14. xsiny6y7y =+′−′′ . 

15. x2cos
5

17
y5y2y −=+′+′′ . 16. 3xx2y9y6y 2 +−=+′−′′ . 

17. xe10y2y3y −=+′−′′ . 18. 
2

x
cose2y2y3y x=+′−′′ . 

19. xcos29y5y2 =′+′′ . 20. xsinx29y5y2 =′+′′ . 
21. x2cosxcosyy =+′′ . 22. xcosey5y6y5 x5/3=+′−′′ . 

23. x
5

4
siney5y6y5 x5/3=+′−′′ . 24. 

x

x

e1

e
yy

+
=′−′′ . 

25. xx2 ecoseyy =′−′′ .  
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