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Линейная алгебра 
 

 Матрицей  называется произвольная система элементов, расположенных в 
виде таблицы, имеющей m строк и n столбцов. 

Если элементы матрицы - числа, то матрица называется числовой. Обознача-
ется матрица  

                                     



















=

mn2m1m

n22221

n11211

a...aa

...

a...aa

a...aa

A    или    ( )ijaA = , 

где .столбцаномерj,строкиномерi,n...,,2,1j,m...,,2,1i −−==  
Матрица, имеющая m строк  и  n столбцов, называется  матрицей размером  
nm× . Если  nm ≠ , то матрица называется прямоугольной, а если   nm = , то мат-

рица называется квадратной. 
Матрица размером  1m×  называется матрицей-строкой; матрица размером 

n1×  называется матрицей-столбцом. 
Матрица, у которой все элементы равны нулю, называется нулевой. Ее обо-

значают О. 
Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме элементов, стоящих по 

главной диагонали равны нулю, называется диагональной. 
Диагональная матрица, у которой элементы, стоящие на главной диагонали 

равны единице, называется единичной. Ее будем обозначать буквой  Е. 
 

                                     



















=

1...00

......

0...10

0...01

Е . 

Матрица тA , полученная из данной матрицы А заменой каждой ее строки 
столбцом с тем же номером, называется транспонированной. Если матрица А раз-
мером  nm× , то матрица тA  будет размером  mn× . 

Чтобы сложить две матрицы одинакового размера, нужно сложить элементы, 
стоящие на одинаковых местах. Если  ( )ijnm aA =×   и  ( )ijnm bB =× , то CBA =+ , 

причем ( )ijijnm baC +=×  . 

Чтобы умножить матрицу на число, нужно каждый элемент этой матрицы ум-
ножить на это число. Если ( )ijnm aA =× , то BA =α⋅ , причем  ( )ijnm aB ⋅α=× . 

Умножить можно не любые две матрицы, а лишь такие, у которых количество 
столбцов первой матрицы равно количеству строк  второй матрицы. 

Если BACиB,A knnm ⋅=×× , то ( ) ( ) kmknnm.е.т,C km ×=×⋅×× . Пусть 
( )ijnm cC =× . Чтобы  получить  элемент ijc   в  матрице  произведения, надо элементы 
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 i-й строки первой матрицы умножить на элементы  j-го столбца  второй матрицы и 
полученные произведения сложить. 

Начнем с умножения матрицы-строки  )3201(A −=  на матрицу-столбец  

.

4

7

11

5

B



















=  Матрица А имеет размер  41×  (одна строка, 4 столбца), матрица В – раз-

мер  .14×  Произведение  BA ⋅  существует, т. к. число столбцов  первой матрицы 
совпадает с числом строк второй. Результирующая матрица С будет иметь размер  

11× , т. е. состоять из единственного элемента. Найдем этот элемент.  
( ) .3437211051c11 =⋅+⋅−+⋅+⋅=  Для этого умножим первый элемент матрицы-

строки на первый элемент матрицы-столбца, прибавим произведение второго  эле-
мента матрицы-строки на второй элемент матрицы-столбца, затем прибавим про-
изведение третьего элемента матрицы-строки на третий элемент матрицы-столбца 
и произведение соответствующих четвертых элементов. 

                                   ( ) ( ) ( ) .3121405

4

7

11

5

3201 =+−+=



















⋅−        

Пример 1. Найти произведение матриц 

                                                    .

132

141

213

214

132

















−−

−
⋅








−
−

                 

Матрица А= 








−
−

214

132
  имеет размер 32× , матрица В=

















−−

−

132

141

213

 имеет 

размер  33× . Произведение BA ⋅  существует, в результате получится матрица С 
размером  .32×  Элемент  ijc  этой  матрицы будет равен единственному элементу 

матрицы, которая получается, если i -ю строку, рассматриваемую как матрицу-
строку, матрицы А умножить на  j-й  столбец (матрицу-столбец) матрицы В. 
      К примеру, чтобы найти  23c ,  нужно умножить  вторую строку матрицы А на 
третий столбец матрицы В. 

                          ( ) ( ) ( )( ) ( ) .5c,5121124

1

1

2

214c 2323 ==−+⋅−⋅=
















−
−=  

 
Таким же образом можно найти остальные элементы матрицы С. 
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                         ( ) ( ) ( ) ( ) .5c,5236

2

1

3

132c 1111 −=−=−+−=
















−
−=  

 

                         ( ) ( ) ( ) ( ) .17c,173122

3

4

1

132c 1212 ==++=














−
−=  

 

                        ( ) ( ) ( ) .2c),2(134

1

1

2

132c 1313 −=−=−+−=
















−
−=  

 

                          ( ) ( ) ( ) ( ) .7c,74112

2

1

3

214c 1121 ==−−=
















−
−=  

 

                             ( ) ( ) ( ) ( ) .2c,2644

3

4

1

214c 2222 −=−=+−−=














−
−=  

 

                                             .
527

2175
C 









−
−−

=  

 
 
       Задача 1. Найти произведение матриц. 
 

















⋅








931

421

111

654

321
.1  

 















 −
⋅








10

31

12

213

121
.2  

 



















−−
−−

⋅






 −

43

21

43

21

5341

1213
.3  

 



















⋅








−
−

25

42

31

13

1235

6512
.4  
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−
−

⋅








−
−

431

222

123

121

4233

1227
.5   



















⋅








−
−

25

42

31

13

2154

3226
.6  

 



















−

−
⋅








51

31

42

24

3542

3015
.7  

 

 



















−−
−−

⋅






 −

43

21

43

21

2145

3112
.8  

 



















−
−

⋅






 −

112

221

123

112

1243

1122
.9  

 



















−

−

⋅








−
−

221

123

112

122

5321

3217
.10  

 



















−
−

⋅








414

122

123

221

2317

3542
.11  



















−
⋅








−
−−

315

223

112

414

1554

3226
.12  

 



















−
⋅








−−
−

35

22

34

13

1326

2554
.13  



















−

⋅








−
−

87

34

52

34

3665

4132
.14  

 



















−

⋅








−
−

223

315

112

414

8764

5223
.15  

 

















−
−−⋅









−
931

421

111

654

321
.16  

















−⋅






 −

31

21

21

530

112
.17  

















−
⋅

















−−
32

15

01

102

121

103

.18  
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−
−

⋅








−
−

12

31

12

213

121
.19  







⋅














 −

213

121

10

31

12

.20  

 

















⋅








−−−
931

421

111

654

321
.21  

















−
−⋅







 −

21

21

30

1503

721
.22  

 








 −
⋅

















−
−

103

121

21

21

30

.23  
















−

−
⋅









52

43

77

687

321
.24  

 








 −
⋅

















−
−

031

121

43

75

21

.25  








−−
⋅

















−

−

121

91011

13

65

43

.26  

 



















−
⋅






 −

12

34

43

21

5341

4523
.27  



















−
−

⋅








−−
−

72

41

43

12

5142

5217
.28  

 








 −−
⋅














 −

251

543

54

132

101

.29  



















−
⋅






−

65

12

34

12

1687

3213
.30  

 
 
         
       Задача 2. Матрица  1A −  называется обратной для квадратной матрицы А, если 

ЕАААА 11 =⋅=⋅ −− . Если определитель матрицы А не равен нулю, то матрица А 
называется невырожденной. 
       Матричное уравнение вида  BXA =⋅ , где   А  и  В – заданные матрицы, а  Х – 
искомая матрица, имеет  решение   ,BAX 1 ⋅= −   если   матрица   А – квадратная  и  

невырожденная. Решение матричного уравнения  BAX =⋅  имеет вид .ABX 1−⋅=  
Обратная  матрица  1A −  может быть найдена следующим образом. 
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        1) Найдем  −A определитель матрицы А.  

 Если  







=

2221

1211

aa

aa
A ,    то    ==

2221

1211

aa

aa
A .aaaa 12212211 ⋅−⋅  

 
        2) Найдем  ,A T т. е. транспонируем матрицу А, заменив каждую строку на 
столбец с соответствующим номером. 
        3) Найдем  ,A

~ T т. е. матрицу, составленную из алгебраических дополнений к 

элементам матрицы  .A T  Алгебраические дополнения находятся по формуле     
=ijA ( ) ,M1 ij

ji +− где  ijM - определитель, полученный из определителя матрицы  TA  

вычеркиванием  i -й строки  и  j -го столбца. 

       4). Найдем   T1 A
~

A

1
A =− . 

       Пример 2. Решить матричное уравнение  








−−
−

=






⋅
109

01

43

21
X  и сделать 

проверку. 

Пусть  .
109

01
B,

43

21
A 









−−
−

=






=  Матричное уравнение имеет вид   

,BAX =⋅  решение которого находится по формуле  .ABX 1−⋅=  Найдем  .A 1−  
 

                                   1)  .23241
43

21
A −=⋅−⋅==  

 

                                   2)  .
42

31

43

21
A

T

T







=






=  

 
3) Найдем  ( ) .M1A ij

ji
ij

+−=  

 

    
42

31
A T =    

( ) ( )
( ) 331A

441A
12

21

11
11

−=⋅−=

=⋅−=
+

+

     
( )
( ) .111A

221A
4

22

21
12

=⋅−=

−=⋅−= +

       .
13

24
A
~ T










−
−

=  

 

                                 4) .
2/12/3

12

13

24

2

1
A 1










−
−

=








−
−

−=−  

 

Найдем  .
2/12/3

12

109

01
ABX 1










−
−

⋅








−−
−

=⋅= −  
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      Матрицы А  и  В размером  ,22×  следовательно, Х имеет размер  .22×  

 ( ) ( ) 2
2

3
021x11 =⋅+−⋅−= ,              ( ) 1

2

1
011x12 −=







−⋅+⋅−= ,          

 ( ) ( ) ( ) 3
2

3
1029x21 =⋅−+−⋅−= ,   ( ) ( ) 4

2

1
1019x 22 −=







−⋅−+⋅−= ,    








−
−

=
43

12
X . 

 
Выполним проверку, подставив Х в исходное  уравнение: 

                                             C
43

21

43

12
=
















−
−

, 

        132c11 −=−= ,                        044c12 =−= ,            








−−
−

=
109

01
С . 

        9123c21 −=−= ,                      10166c22 −=−= , 
Матрица совпадает с матрицей В. 
 

     Ответ:  .
43

12
X 









−
−

=  

       Контрольные варианты к задаче 2. Решить матричное уравнение  и сделать 
проверку. 
 

 








−
−

=






 −
⋅

24

31

53

22
X.1   









−
−−

=








−
−

⋅
31

21

74

81
X.2  

 

 








−
−−

=⋅








−
−

11

32
Y

31

82
.3   









−
=








−
−−

⋅
213

117

32

13
Y.4  

 

 







=⋅









−
−

21

43
Y

43

25
.5   









−
=








−−
−

⋅
21

1211

43

23
X.6  

 

 








−
−

=






 −−
⋅

15

72

54

31
X.7   









−
−−

=⋅






 −−
65

31
Y

74

32
.8  

 










−
=








−
−

⋅
15

54

13

32
X.9  







 −
=⋅









−− 43

27
X

42

53
.10  

 










−−
=








−
−

⋅
43

21

43

27
X.11  








=






 −−
⋅

32

117

12

53
X.12  
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=⋅








−
−

210

1311
X

53

72
.13  









−
=






 −−
⋅

32

711

65

21
X.14  

 










−
−−

=⋅








−
−−

43

21
X

32

117
.15  









−
−

=








−
−

⋅
37

59

13

52
X.16  

 










−
=








−
−

⋅
31

14

21

23
X.17  









−
−

=⋅








− 21

23
Y

31

14
.18  

 








 −
=






 −
⋅

43

21

87

65
X.19  







−
=⋅







 −
34

12
Y

89

65
.20  

 








−
=⋅







−
65

32
X

32

76
.21  







 −−
=⋅









−
−

43

21
Y

53

32
.22  

 










−
=⋅







 −
17

211
Y

153

13
.23  









−
=






 −
⋅

21

210

43

211
X.24  

 










−
=








−
−

⋅
21

310

12

65
Х.25  







=






−
⋅

213

111

94

52
X.26  

 










−
−

=⋅








−− 94

52
Y

213

111
.27  









−
−

=








−
−

⋅
43

21

910

112
X.28  

 










−
=








−
−

⋅
72

210

45

23
Y.29  









−
−

=⋅






 −
31

56
X

113

25
.30  

 
         
       Задача 3. Определитель четвертого порядка будем вычислять, пользуясь свой-
ствами определителя  и теоремой Лапласа. По теореме Лапласа, определитель ра-
вен сумме произведений элементов  любой строки (столбца) на соответствующие 
им алгебраические дополнения. Прежде чем применить эту теорему, желательно в 
выбранной строке (или столбце) получить три нуля, используя свойство: опреде-
литель не изменится, если к элементам какой-либо строки прибавить соответст-
вующие элементы другой строки, умноженные на одно и то же число. 
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        Пример 3. Вычислить определитель .

4311

2145

6212

2123

−

−
−

=∆   

 
Заметим, что все элементы последнего столбца кратны двум. Общий множитель  
 

два можно вынести за знак определителя:   .

2311

1145

3212

1123

2

4311

2145

6212

2123

−

−
−

⋅=

−

−
−

 

 
Выберем строку (или столбец), в которой будем делать нули. Пусть это будет тре-
тий столбец.  Рабочей будет первая строка. Она останется без изменения. Получим 
нули в этом столбце следующим образом:  умножим элементы  первой  строки  на 
(-2) и прибавим получившиеся числа к соответствующим  элементам второй стро-
ки:  
 

                      

( )

2311

1145

5054

1123

2

2

2311

1145

3212

1123

2

−

−−
−

⋅=

−⋅

−

−
−

⋅ . 

 
Теперь элементы первой строки  умножим на (-1)  и прибавим  к соответствующим 
элементам третьей строки:   
 

                     

( )

.

2311

2022

5054

1123

2

1

2311

1145

5054

1123

2

−

−−
−

⋅=

−⋅

−

−−
−

⋅   

 
Чтобы получить нуль в третьем столбце последней строки, элементы первой стро-
ки умножим на 3 и прибавим к соответствующим элементам четвертой строки, за-
тем применим теорему Лапласа, разложив определитель по третьему столбцу:   
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( )

( )     .A2A0A0A0A12

10710

2022

5054

1123

2

3

2311

2022

5054

1123

2

1343332313 ⋅=⋅+⋅+⋅+⋅=

=

−

−−
−

⋅=

⋅

−

−−
−

⋅

 

 
        Алгебраические дополнения элементов определителя находятся по формуле  

( ) ,M1A ij
ji

ij
+−=  где   ijM - определитель, получающийся из исходного вычеркива-

нием  i -й  строки  и  j -го  столбца: 

                       ( ) ( ) .

1710

111

554

212

1710

222

554

12A2 431
13

−

−−
⋅⋅−⋅=

−

−−
⋅−⋅=⋅ +

 

 
Общий множитель  второй строки был вынесен за знак определителя. Получим те-
перь нули в первом столбце, в первой и третьей строках. Для этого умножим вто-
рую строку вначале на  4  и прибавим к соответствующим элементам первой стро-
ки, а затем на (-10) и прибавим к элементам третьей строки. Применим теорему 
Лап-ласа: 

            ( ) =
−−

−
⋅−⋅=⋅⋅=

−−

−
⋅=

−

−−
⋅ +

113

91
14A14

1130

111

910

4

1710

111

554

4 12
21  

            ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) .152384271149311114 3 −=⋅−=+⋅−=⋅−−−⋅−⋅−⋅=  
 
       Ответ: .152−=∆  
 
       Контрольные варианты к задаче 3. Вычислить определитель. 
 
 1. 

5032

0136

2112

4332

−

−
−

 

 2. 

4225

33511

1113

1212

 

   3. 

1232

2123

3212

2321

−−
−−

−−
 

 

 
 
 
 
 

 4. 

3214

2143

1432

4321

 

 5. 

2214

0242

9415

3396

−−
−

−−
 

   6. 

0534

5023

3201

4310

−
−−−
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 7. 

5317

3175

1753

7531

 

 8. 

5131

2101

2011

2322

−−
−

−−
 

  9. 

2711

9924

81035

3212

 

 

 

10. 

8244

3966

2311

3231

−−
−−
−

 

11. 

1234

2123

3212

4321

 

 

12. 

7552

3131

5854

3633

 

 

13. 

3035

2221

3123

2314

−−
−

−−−
 

14. 

2164

7295

4173

2152

−
−

−−
−

 

15. 

5487

2354

7285

6393

−−−
−−−

−
−

 

 

 

16. 

6534

5752

6423

8533

−−
−−

−
−

 

17. 

3523

5894

5743

3452

−−
−
−
−

 

18. 

6544

7855

6452

5233 −−−

 

 

 

19. 

2362

7394

4474

2253

−−
−−

−
−−

 

20. 

6588

5775

3543

4253

−−
−−
−−

−−

 

21. 

7456

8585

10589

2223

−
−
−

 

 

 

22. 

4565

5345

2753

7367

 

23. 

3884

7357

2579

4856

−−−

−

 

24. 

4335

3727

9498

6237

−
−
−

 

 

 

25. 

1234

2143

3412

4321

−
−−−

−
−

 

26. 

5317

3175

1753

7531

−−
−−
−−

−

 

27. 

6934

2473

3923

7875

−
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28. 

5032

0126

2112

4332

−

−
−

 

29. 

21087

2554

2885

3956

−
 

30. 

6725

3234

9858

3547

−−
−−
−−

−−

 

 

 
         
      Задача 4.  Система  линейных  уравнений  является  крамеровской, если  число 
уравнений системы равно числу неизвестных и определитель матрицы системы 
отличен от нуля. Крамеровскую систему можно представить в  виде матричного   
уравнения  BXA =⋅  и найти решение по формуле  .BAX 1 ⋅= −  Систему Крамера 

можно решить также по формулам Крамера:   ,x i
i ∆

∆=  где  ∆ - определитель мат-

рицы системы (главный определитель),  i∆ - определитель, полученный из главно-
го заменой  i -го столбца на столбец правых частей системы (столбец свободных 
членов),  ix - искомые неизвестные. 

        Пример 4.  Решить систему линейных уравнений  




=+
=−

1y5x3

11y3x4
 двумя спосо-

бами: а) по формулам Крамера, б) матричным методом. Сделать проверку. 
 

                                  а)  ( ) 293354
53

34
=−⋅−⋅=

−
=∆ , 

 

                                       ( ) 5831511
51

311
1 =−⋅−⋅=

−
=∆ ,   

 

                                      11314
13

114
2 ⋅−⋅==∆ 29−= , 

 

                                      










−=−=
∆
∆==

==
∆
∆==

.1
29

29
xy

,2
29

58
xx

2
2

1
1

 

                                           
Сделаем проверку найденного решения, подставив  1yи2x −==  в данную сис-

тему:     
( )
( ) 




=
=





=−
=+

=




=−⋅+⋅
=−⋅−⋅

.11

1111

156

1138

11523

111324
       

      
Ответ: (2; -1). 
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      б)  Пусть  .
y

x
X,

1

11
B,

53

34
A 







=






=






 −
=  Тогда данная система запи-

шется в виде матричного уравнения  ,BAX =  решение которого  .BAX 1 ⋅= −  Най-

дем .A 1−  

    1)  29
53

34
A =

−
= ,                         2)  









−
=







 −
=

53

34

53

34
A

T

T , 

    3)  
53

34
A T

−
= ,        ( ) 551A 2

11 =⋅−= ,         ( ) ( ) 331A 3
12 =−⋅−= ,    

              ( ) 331A 3
21 −=⋅−= ,       ( ) 441A 4

22 =⋅−= ,         








−
=

43

35
A
~ T  

    4)  








−
=⋅=−

43

35

29

1
A
~

A

1
A T1 . 

 
        Найдем   .BAX 1 ⋅= −  Матрица  1A −  имеет размер  22× , матрица  В -   .12×  
Матрица Х будет иметь  размер  .12×  
 

    








−
=

















−
=⋅= −

1

2

1

11

43

35

29

1
BAX 1 ,     









−
=









−
=









+−
+⋅

1

2

29

58

29

1

433

3115

29

1
 

 

     Ответ:  .
1

2

y

x









−
=








 

    
      Контрольные варианты к задаче  4. Решить систему линейных уравнений 
двумя способами: а) по формулам Крамера, б) матричным методом. Сделать про-
верку. 
 

 1. 





=+
=−

2y2x5

1y3x2
 

 2. 





=+−
=+

1y5x3

2y3x2
 

 3. 





=+
=−

2y11x3

1yx6
 

 
 4. 





=+
=−

5y2x13

2y3x5
 

 5. 





=−
=+
5y2x3

4y2x11
 

 6. 





=−
=+

5x2y3

1y2x7
 

 
 7. 





=−
=+
4y2x7

3x2y13
 

 8. 





−=+
=−

3y10x

4x2y5
 

 9. 





=−
=+
6y8x7

3y5x11
 

 
10. 





=−
=−
5yx20

2y3x13
 

11. 





=−
−=+
7y3x4

5y2x9
 

12. 





=−
−=+
5y10x3

4y3x7
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13. 





=+
=−

3y10x5

2y7x6
 

14. 





=+
=−
13y5x2

5y11x3
 

15. 





=−
=+
5y2x3

2y10x7
 

 
16. 





=−
=+−
10x6y3

7y5x2
 

17. 





−=+
=+

10x7y3

5y10x3
 

18. 





=−
=+
7xy3

5y2x11
 

 
19. 





=−
=+
7xy3

5y2x13
 

20. 





−=+
=+

3y5x2

1y2x9
 

21. 





=+
=−

3y7x2

7y5x3
 

 
22. 





=−
=+

1y5x3

4y9x7
 

23. 





−=+
=−

3y5x7

2y4x6
 

24. 





=+
=−

2y5x17

10y2x3
 

 
25. 





=−
−=+
4y5x3

2y8x7
 

26. 





=−
−=+
1y7x3

5x2y5
 

27. 





=+
=−

1x2y3

7y5x3
 

 
28. 





=+
−=−
5y3x

3yx7
 

 

29. 





=−
=+
1y13x3

7y2x10
 

30. 





=−
=+
1y7x5

2y10x3
 

      
      Задача 5. Определители третьего порядка можно находить методом треуголь-
ников                     

                               =

















 −−−

+

+++

=

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

 
  322113312312332211 aaaaaaaaa ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= 332112322311312213 aaaaaaaaa ⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅− . 
 
В квадратных скобках приведена схема, по которой получены слагаемые. Три эле-
мента, соединенные отрезками, перемножают, перед полученным произведением 
ставят знак, указанный сверху. 

      Пример 5. Решить систему линейных уравнений  








−=++−
=−

=++

3zy2x

4yx

10z3y2x2

 по форму-

лам Крамера и матричным методом. Сделать проверку. 
      а) Главный определитель системы, составленный из коэффициентов при неиз-
вестных, найдем с помощью свойств определителя и теоремы Лапласа, разлагая 
определитель по третьему столбцу: 
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( )

( ) ( ) ( ) .014115
11

45
1A1

121

011

045

3121

011

322

6
33 ≠−=−⋅−−⋅=

−
−

−=⋅=

=
−

−
−

=
−−

−=∆

 

 
Система является крамеровской. Найдем ее решение по формулам Крамера.  
      Определитель  ,1∆  получающийся из  ∆  заменой первого столбца на столбец 
из свободных членов (правых частей системы), найдем  методом треугольников. 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) =−⋅−⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+−⋅⋅+⋅−⋅=
−

−=∆ 31314220102433021110

123

014

3210

1  

                                          .398024010 −=−−+++−=  
 
      Определитель  2∆  получим из  ∆  заменой второго столбца на столбец из сво-
бодных членов и вычислим, получив еще один нуль в третьем столбце: 
 

       

( )
( ) 119145

41

195
1A1

131

041

0195

3131

041

3102
6

332 =⋅−⋅=−=⋅=
−−

=
−⋅−−

=∆ . 

 
Вычислим  методом треугольников определитель  ,3∆ полученный  из  ∆  заменой 
третьего столбца свободными членами, методом треугольников 
 

                                .2106162086

321

411

1022

3 −=−+−+−=
−−

−=∆  

 
Найдем неизвестные по формулам Крамера: 

;3
1

3
xx 1

1 =
−
−=

∆
∆==            ;1

1

1
xy 2

2 −=
−

=
∆
∆==            .2

1

2
xz 3

3 =
−
−=

∆
∆==  

 
        Проверка.   Подставим  найденные  значения  2x,1y,3x =−==   в  каждое 
уравнение системы     
 



 18 

                       

( )
( )

( )







−=−−=+−⋅+−
==−−
==⋅+−+⋅

3332123

44413

101010231232

 

 

        б) Запишем систему  








−=++−
=−

=++

3zy2x

4yx

10z3y2x2

  в матричном виде. 

 

Пусть  ,

121

011

322

A
















−
−=     ,

3

4

10

B
















−
=    .

z

y

x

X
















=   Тогда  BAXиBXA 1 ⋅==⋅ − . 

 

Найдем  1A −  по формуле    т1 А
~

А

1
A =− . 

 

    1)  ;1A −=       2)  .

103

212

112

A T

















−
−

=  

 

    3)   ( ) 1
10

21
1A 2

11 −=
−

−=        ( ) 4
13

22
1A 3

12 =⋅−=          ( ) 3
03

12
1A 4

13 =
−

⋅−=  

         ( ) 1
10

11
1A 3

21 −=
−

⋅−=      ( ) 5
13

12
1A 4

22 =
−

⋅−=       ( ) 3
03

12
1A 5

23 =⋅−=  

        ( ) 1
21

11
1A 4

31 =
−

−
⋅−=       ( ) 6

22

12
1A 5

32 −=
−

⋅−=    ( ) 4
12

12
1A 6

33 −=
−

⋅−=  

           

                                               .

461

351

341

A
~ T

















−−
−
−

=  

 

      4) ( ) .

461

351

341

461

351

341

1A
~

A

1
A T1

















−
−−
−−

=
















−−
−
−

−==−  
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Найдем  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )
.

2

1

3

3446101

3345101

3344101

3

4

10

461

351

341

BAX 1

















−=
















−⋅+⋅+⋅−
−−+⋅−+⋅
−−+⋅−+⋅

=
















−
⋅
















−
−−
−−

=⋅= −  

      Ответ:  .

2

1

3

z

y

x

















−=
















 

      Контрольные варианты  к задаче 5. Решить систему линейных уравнений 
двумя способами: а) по формулам Крамера,  б) матричным методом. Сделать про-
верку. 
 
  1. 









=+−
−=+−

−=−+

1zy3x4

4zy4x2

2zyx

  

  2. 









=+−
−=+−

=++

1z3y5x3

7z4y12x

4zy2x

  

 3. 









=−+
=−+

−=−+

2z6y3х8

1zyx

1z3y2x4

  

 
  4. 









=−+
=+−
−=−−

20z4y3x2

6z3y2x

14zy5x

  

  5. 









=+−
=−+

=−+

9z2y3x4

4z3y5x2

9z4y9x

  

 6. 









=++
=−+
=++

1z3y2x

7zy8x5

16zy5x7

  

 
  7. 









=++
=++

=+−

5x2xx

3xxx2

6xxx

321

321

321

  

  8. 









−=−−
−=−−

=++

3z2y4x

7z6y5x3

8z3y5x2

  

 9. 









−=++
=++

=++

1z7y9x8

2z6y4x2

1z5y3x

  

 
10. 









=−−
=+−
=+−

1zy5x3

1zy3x2

1z5y4x3

  

11. 









=++
−=+−

=−+

2z5y4x

11zy3x2

5zyx3

 

  
 

12. 

















=
















⋅
















−
−

5

3

6

x

x

x

211

112

111

3

2

1

 

13. 

















=
















⋅
















−
−

2

9

8

x

x

x

111

312

121

3

2

1

 

 
14. 

















=
















⋅
















3

1

4

z

y

x

211

121

112

 

15. 

















=
















⋅
















−
−
−

3

1

2

z

y

x

465

254

233

 

 
16. 

















=
















⋅
















−
−
−

1

11

8

z

y

x

234

542

423

 

17. 

















−=
















⋅
















−
−

3

9

5

z

y

x

125

141

312
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18. 

















−
=

















⋅
















−−
−

4

9

3

х

х

x

111

312

123

3

2

1

 

19. 















−
=

















⋅
















−
−

−

9

8

1

z

у

x

321

132

251

 

 
20. 

















=
















⋅
















−
−

−−

14

11

3

x

x

x

413

311

212

3

2

1

 

21. 

















−=
















⋅
















−
−

0

3

4

x

x

x

125

413

121

3

2

1

 

 
22. 

















−
−

=
















⋅
















−
−

2

4

2

z

y

x

123

522

321

 

 

23. 















−
=

















⋅
















8

1

4

x

x

x

152

121

112

3

2

1

 

24. 

















=
















⋅
















−

−−

10

9

0

x

x

x

232

321

312

3

2

1

 

25. 

















−
=

















⋅
















−

−−

7

2

7

x

x

x

653

113

241

3

2

1

 

 
26. 

















−
−

=
















⋅
















−

−

4

2

6

x

x

x

103

1325

512

3

2

1

 

27. 

















−

−
=
















⋅
















−
−

−

2

0

2

z

y

x

523

432

321

 

 
28. 

















=
















⋅
















−
−

−−

7

2

1

z

y

x

533

214

231

 

 

29. 















−
=
















⋅
















−−

−−

2

1

11

z

y

x

121

013

512

 

 
 

                                     30.
















−
=
















⋅
















−
−

−

3

7

2

z

y

x

512

121

213

 

         
      Задача 6.  Для решения систем линейных уравнений применим метод Гаусса, 
состоящий в последовательном исключении неизвестных. Для этого расширенная 
матрица системы с помощью элементарных преобразований над строками приво-
дится к «трапециевидной форме», т. е. к виду, когда все элементы, расположенные 
ниже главной диагонали, равны нулю. 
      Элементарными преобразованиями  над строками матрицы будем считать: 
      1) умножение всех элементов строки на число, отличное от нуля; 
      2) перестановку местами двух строк; 
      3) прибавление к элементам строки соответствующих элементов другой строки, 
умноженных на одно и то же число. 
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      Рангом матрицы называется наивысший порядок минора, отличного от нуля. 
      Найдем ранг матрицы системы  и ранг расширенной матрицы. Решим вопрос о 
совместности системы с помощью теоремы Кронекера-Капелли и определим число 
решений. Восстановим по последней матрице систему и решим ее «снизу  вверх». 
Выполним проверку. 

      Пример 6. Решим систему  













=−++
=+−

=−++
=++−

1u2z8y6x4

5z7yx

3u4z6y4x3

7u2z5yx2

    методом Гаусса. 

 
Запишем  расширенную  матрицу  системы.  Выполним  преобразование  2), сде- 
лав первой строку, первый элемент которой равен единице. Если такой строки нет, 
то ее получают, используя пп. 2) и 3). 
 

            



















−
−

−
−

12864

50711

34643

72512

    ~ 

( )( )( )423

12864

72512

34643

50711 −−−



















−
−

−
−

~  

 

                                 ~  



















−−−
−−
−−−

−

19220100

32910

1241570

50711

 . 

 
С помощью  преобразований  3) получили нули в первом столбце. Второй  сделаем 
строку, второй элемент которой равен единице. Если такой строки нет, тот ее по-
лучают  с  помощью   преобразований. В   матрице  поменяем  местами  вторую  и  
третью строки и получим нули во втором столбце ниже диагонали. 
 

     
( ) ( )107

19220100

1241570

32910

50711

−−



















−−−
−−−
−−

−

   ~     



















−
−

−−
−

11227000

9184800

32910

50711

 . 

 
Элементы, получившиеся в двух последних строках, довольно большие. Их можно 
уменьшить: умножим 3-ю строку  на  1/3, из четвертой вычтем третью, результат 
умножив на  1/2: 
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−
−

−−
−

121100

361600

32910

50711

( )1−

  ~   



















−
−

−−
−

36100

24500

32910

50711

   ( )2−  

 

     ( )5

24500

36100

32910

50711

−


















−
−
−−

−

      ~    

( )3411734000

36100

32910

50711

−⋅


















−
−
−−

−

   ~  

 
 

                                     ~  





















−
−
−−

−

2

1
1000

36100

32910

50711

. 

 
Получившаяся матрица системы имеет ранг 4, такой же ранг имеет и расширенная 
матрица. Система совместна и имеет единственное решение. Найдем его, решив 
систему 

     

















−=

=−=






−⋅+−=+

−=−=






−+−−=+−

=+−

;
2

1
u

;0z,3
2

1
6z3u6z

2y,3
2

1
20y3u2z9y

5z7yx

            

Выполним проверку полученного решения 

                      

( )

( )

( )

( )















==






−⋅−+−⋅+⋅

==+−−

==






−⋅−+−⋅+⋅

==






−⋅++−−⋅

11,1
2

1
202634

55,5023

33,3
2

1
402433

77,7
2

1
20232

       Ответ: 














−=

=
−=

=

.
2

1
u

0z

2y

3x

 

 
 

3х =  
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      Контрольные варианты к задаче № 6.  
 
Решить систему методом Гаусса. Выполнить проверку.  
 
  1. 













−=+++
−=+++

=+++
=+++

3x4x3xx

3x2x3xx2

1x2x5xx

2x5x11x3x2

4321

4321

4321

4321

 

  2. 













−=−++
−=−−+
−=−−−

=+++

4xx3x2x

6xxx3x2

4x2xxx3

1x3x2xx

4321

4321

4321

4321

 

 
  3. 













−=++−
=+−+
=−−−
=−++

8uz2y3x2

4u2zy2x3

8u3z2yx2

6u2z3y2x

 

 

  4. 













=+−
=−++
=−+−
−=+−+

11u2y9x3

1u2z2y4x3

13uz4yx9

4u4z2y5x6

 

  5. 













=−+
=−+

−=+−
−=+−

5z5y3x4

12u5y2x3

4u3z2x

5u4z3y

 

  6. 













=+++
=+++
=+++
=+++

16u5z3yx7

4u3zy7x5

0uz7y5x3

12u7z5y3x

 

 
  7. 













−=+++
−=+−

=−−
=−+−

6u5z2y2x2

3uzx3

2u3yx2

1uzyx2

 

 

  8. 













−=+++
=+++
=+++
=+++

5uz2y3x4

1u2zy2x3

1u3z2yx2

5u4z3y2x

 

  9. 













=+++
=+++
=+++
=+++

37u2z9y8x3

40u7z9y10x2

11uz2y3x

20uz4y5x2

 

 

10. 













−=−+−
=+−−

−=−+−
−=+−−

8u6z2yx

5u9z4y2x

32u15z2y4x7

1u3z6yx2

 

 
11. 













=+−−
=−++
=++−
=−−+

4u3zy4x3

3u4z3y2x

9u2z2yx3

4u2zy3x2

 

 

12. 













−=+++
=+++
=−−−
=−−+

7u8z3y2x3

6u2z9y3x2

2u4z6yx3

6u4z6yx
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13. 













−=+++
−=+++
−=+++
−=+++

8u7z3y5x3

8u5zy8x6

6u5z3y5x3

3u2zy4x3

 

 

14. 













−=−++
−=+−

=−−−
=++−

7u8z2y3x2

1z2yx3

3u3z2y2x

7u5zy3x4

 

 
15. 













−=+−+
=+−+
=+−+
=+−+

6x2x2x3x3

12x4x3x5x8

6x2xx3x4

4xxx2x2

4321

4321

4321

4321

 

16. 













−=+++
=−−+

−=−−+
=++−

7u3zy6x8

3u2z3y3x10

4uz2y9x6

3u2z3y3x2

 

 
17. 













=−−
=−++
=+++
=+++

7u6z2x

2uzyx

0u2zy3x2

0u4z3y2x

 

 

18. 













=++
=+−
=++−

=++

7u2zx

2zy

3zy2x

16zy3x5

 

 
19. 













=++
=+−
=+−
=++

1xxx

1x2xx2

1x2xx

1xxx

321

431

421

421

 

20. 













=+++
−=−++

=++−
=+−+

5uzyx

1uzyx

1uzyx

7uzyx

 

 
21. 













−=−+−
=+++
=−+−
=−+−

3x3x11x5x6

8xx19x2x4

1x4x8x3x2

2x2x7xx

4321

4321

4321

4321

 

22. 













=+−+
−=−+−

=−+−
=−+−

4x8x4x6x

3x8xx9x4

2x2x3x3x2

1x3x4x2x

4321

4321

4321

4321

 

 
23. 













=+−+
=−++
=++−
=+++

6x12xx6x

0x4x4x3x4

1x8x2x3x2

2x4xx3x

4321

4321

4321

4321

 

 

24. 













=+−−
−=−+
−=++−

=+−−

22u9z4yx

3u4y2x

3u5zy3x2

3uz5y2x3

 

25. 













=−++
=+−+

−=−++
−=+−

2uzy3x

0u2zy4x3

6u3zy3x2

3uy2x2

 

 

26. 













=+++
=+++

−=+++
=+++

2uz2y3x4

3u2zy2x3

2u3z2yx2

3u4z3y2x
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27. 













=+−+
=+−+
=−+−−
=+−+

0u3z5y6x2

6u2z3y5x5

11u4z6y2x3

3u4z2y7x3

 

 

28. 













=+++
=++
=++−

=++

0uzyx

1z2yx4

1uz2yx

3u2z4x5

 

29. 













=+++
−=+++
−=+++

=+++

2u2z2yx4

1u5z6y3x3

1u3z4y2x

2u3z5y3x2

 

30. 













=+−
=−+−
=+−+

−=+++

4z2yx2

8t2z2y2x3

3t2z6y3x

1t8z4yx2

 

 
         
      Задача 7. Решая систему линейных уравнений методом Гаусса, можно по ходу 
решения исследовать систему на  совместность, найти число решений, определить 
основные и свободные переменные. Если все правые части системы (свободные 
члены) равны нулю, то система  называется однородной. Такая система всегда со-
вместна. Если ранг матрицы системы  r  равен  числу неизвестных  n, то система 
имеет единственное решение (нулевое). Если  nr < , то система имеет бесконечное 
множество  решений, причем  r  основных переменных могут быть выражены через 
n-r свободных переменных.  
      Пример 7. Исследовать и решить систему уравнений. Выполнить проверку 
общего решения.     

                                             













=+++
=+++
=+++

=+++

.0x6x7x4x4

0x2x9xx2

0x3x4xx

0xxxx

4321

4321

4321

4321

    

 
Матрицу системы  приведем к трапециевидной форме, выполняя элементарные 
преобразования над строками: 
 

                                  

( ) ( ) ( )421

6744

2912

3411

1111 −−−⋅



















  

   ~  ( )
( )1

1

2300

0710

2300

1111

−
−⋅



















−
  ~  


























−

3

1
2300

0710

0000

1111

  ~  .

3

2
100

0710

1111



















−   
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Ранг матрицы системы  ,3r =  т. к.  .01

100

710

111

≠=−  

 
Число неизвестных  .4n =  Так как  ,nr < то система имеет бесконечно много реше-
ний, в том числе и ненулевых. Основные переменные  321 x,x,x  могут быть вы-
ражены через свободную переменную  .x

4
   

 

.x
3

13

x
3

2
x0x

3

2
x

x
3

14
x7x0x7x

xx
3

2
x

3

14
xxxx0xxxx

4

4343

43232

44443214321

=















−==+

−===−

=−+=−−−==+++

 

        
      Проверка. Подставим решение в исходную систему: 
 

                         

















==+−−

==+−−

==+−−

=−=+−−

.00,0x6x
3

14
x

3

56
x

3

52

;00,0x2x
3

18
x

3

14
x

3

26

;00,0x3x
3

8
x

3

14
x

3

12

;00,0xx
3

2
x

3

14
x

3

13

4444

4444

4444

4444

      

 

            Ответ: 
















−∈

−=

−=

=

.числолюбоеRx

,x
3

2
x

,x
3

14
x

,x
3

13
x

4

43

42

41
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      Контрольные варианты к задаче 7. Исследовать и решить систему уравне-
ний. Выполнить проверку общего решения. 
 
1. 













=−+−
=+++

=−+
=+++

0х6х5хx

0х5х56х4x11

0хх4x

0х2х11хx2

4321

4321

431

4321

 

2. 













=−++
=−++

=++−
=−++

0х7х7х8x

0х4х5х5x

0х2ххx

0хх3х2x

4321

4321

4321

4321

 

 
 

3. 













=+−+
=+++
=++−
=−+−

0u6z3y4x

0u5zyx2

0u4z5y2x3

0uz4y3x

 

4. 













=−−−
=−+−
=+++
=−−+

0x8xx5x

0x5xx2x3

0x4x3x2x

0xxxx

4321

4321

4321

4321

 

 
 

5. 













=−++
=+−+
=−++
=−++

0x19x24x8x3

0x3x2x5x4

0x4x6x5x3

0x3x4x2x

4321

4321

4321

4321

 

6. 













=−−+
=−−−
=−−−
=−−+

0u10z2y2x4

0u4z5y2x3

0u2z4y2x2

0u8zy2x3

 

 
7. 













=−++
=−++

=−−−
=−++

0u35z26y29x3

0u34z31y32x

0uz5y3x2

0u39z6y17x11

 

8. 













=+−−
=−−+
=−++

=−−−

0u19z22y21x

0u15z6yx7

0u29z9y17x8

0u10z13y4x9

 

 
 

9. 













=−−−
=−−−
=−−−
=−−−

0u15z21y9x12

0u10z8y2x6

0u5z7y3x4

0u15z24y11x13

 

10. 













=−−
=−−+
=−++
=+−−

0u17y7x7

0u9z4yx5

0u5z2y3x

0uz8y5x3

 

 
 

11. 













=−−+
=−−−
=−−−
=−−+

0u10z2y2x4

0u4z5y2x3

0u2z4y2x2

0u8zy2x3

 

 

12. 













=−−−
=−++
=−++
=+−−

0u2z14y10x4

0u13z8y11x3

0u16zy6x5

0uz7y5x2
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13. 













=−−−
=−−−
=−−−
=−−−

0u5z13y7x6

0u15z21y9x12

0u5z10y5x5

0u5z16y9x7

 

14. 













=+−−
=−++
=+−−
=−−+

0u19z22y21x

0u13z8y11x3

0uz7y5x2

0u15z6yx7

 

 
 

15. 













=+−+
=−++
=+++

=+++

0x14x3x3x2

0x7x5xx

0x5xx3x

0x2xxx2

4321

4321

4321

4321

 

16. 













=++−
=+−+
=−+−
=+−+

0x3xx2x7

0x16x13x11x4

0x2x3x3x2

0x7x5x4x3

4321

4321

4321

4321

 

 
 
 

17. 













=−+−
=+++
=+++
=−+−

0x6xx4x2

0x10x5x4x2

0x3x2xx

0xxxx

4321

4321

4321

4321

 

 

18. 













=++
=−++
=−−+
=+++

0x7x8x

0x5x6x4x7

0x6xx2x3

0xx4xx2

431

4321

4321

4321

 

 
 

19. 













=++++
=++++
=++++
=++++

0x5x6xx10x7

0x5xx2x5x4

0x4x3xx7x5

0x3x2xx4x3

54321

54321

54321

54321

 

20. 













=+++−
=+++
=−+++

=−+++

0x5x8xx2x12

0x3x2x3x9

0x3x7x17x10x6

0x2x4x10x6x3

54321

5431

54321

54321

 

 
21. 














=−+++
=−++−
=−+++

=−+++
=−+++

0x6x2x5x4x

0x48x16x7x7x2

0x27x9x11x5x3

0x18x6x7x3x2

0x6x2x3x2x

54321

54321

54321

54321

54321

 

22. 













=++−+
=++−+
=++−+
=++++

0x6xx3x9x5

0x6x5x3x9x7

0x2x4xx3x2

0x4x7x2x6x5

54321

54321

54321

54321

 

 
 

23. 













=−+−+
=−++−
=−+−
=−−+

0x7x4x2x4x2

0x4x3x6x2x4

0xx2xx

0xx3xx

54321

54321

4321

5421

 

24. 













=+−+−
=−+−−

=+−+−
=−+−+

0x2x2xx5x2

0x2xxx2x3

0xxxx2x

0x3x2xxx2

54321

54321

54321

54321
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25. 













=−++−
=+++−
=+++−
=+++−

0xx4x4xx3

0xx7x6x2x6

0x9x8x4x3x9

0x7x5x2x2x6

54321

54321

54321

54321

 

26. 














=+−
=+−
=−+−
=+−

=+−

0xxx

0xxx

0xxxx

0xxx

0xxx

541

632

6521

642

531

 

 
27. 













=+++−
=+++−

=+++−
=+++−

0x15x2x4x3x9

0x3x20x5x2x6

0x3x6x2xx3

0x9x4x3x2x6

54321

54321

54321

54321

 

28. 













=++++
=−−−−

=++++
=++++

0x6x5x7x5x3

0x14x5x3x9x

0x4x5x8x4x4

0x8x5x4x7x2

54321

54321

54321

54321

 

 
29. 













=++++
=++++

=++++
=++++

0x5x7x4x6x6

0x15x30x7x8x3

0x9x6x5x8x9

0x6x9x3x4x3

54321

54321

54321

54321

 

30. 









=−+−
=++−
=++−

0x5xxx2

0x5x7x2x4

0x7x5xx2

4321

4321

4321

 

 
 

 
 

8. Векторная  алгебра 
 

      Если известны координаты точек  ( )321 a,a,aA  и ( )321 b,b,bB , то координаты 

вектора  { } { }.z;y;xaab;ab;abABa 332211

rr =−−−=  

Разложение этого вектора по ортам  k,j,i
rr

:  .kzjyixa
rr ⋅+⋅+⋅=  

Длина вектора  находится по формуле  ,zyxа 222 ++=  а направляющие косину-

сы равны  .
а

z
cos,

а

y
cos,

а

x
cos =γ=β=α  Орт вектора  { }.cos;cos;cosao γβα=  

 
      Пример 8. Даны точки ( ) ( ) ( ).5;6;7C,3;7;5B,0;7;1A  

      Разложить вектор  BCACa −=r  по ортам  k,j,i
rrr

 и найти его длину, направ-
ляющие косинусы, орт вектора a

r
. Найдем координаты векторов: 

{ ;76;17AC −− }05−  { }5;1;6AC −=  и  { } { }.2;1;2BC35;76;57BC −=−−−      

Вектор −= ACa
r

 =− BC ( ){ } { },3;0;4a25;11;26a
rr =−−−−−    

,525304a 22 ==++=r
  ,0cos,

5

4
cos =β=α    .

5

3
;0;

5

4
a,

5

3
cos

0







=γ  
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      Контрольные варианты к задаче 8. Даны точки А, В и  С. Разложить вектор  

a
r

 по ортам  .k,j,i  Найти длину, направляющие косинусы и орт вектора  a
r

. 
 
  1. ( ) ( ) ( )

.BCACa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

+=

−
r  

  2. ( ) ( ) ( )
.CBABa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

−=

−
r  

 
  3. 

.
( ) ( ) ( )

.ABACa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

+=

−
r  

  4. ( ) ( ) ( )
.ACCBa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

−=

−
r  

 
  5. ( ) ( ) ( )

.ABACa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

−=

−
r  

  6. ( ) ( ) ( )
.CBCAa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

−=

−
r  

 
  7. ( ) ( ) ( )

.CBABa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

+=

−
r  

  8. ( ) ( ) ( )
.ABCBa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

−=

−
r  

  9. ( ) ( ) ( )
.CAABa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

+=

−
r  

10. ( ) ( ) ( )
.ACCBa

,5;1;0C,4;3;1B,1;2;1A

+=

−
r  

 
11. ( ) ( ) ( )

.BCABa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

+=

−
r  

12. ( ) ( ) ( )
.CBABa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

−=

−
r  

13. ( ) ( ) ( )
.ACABa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

+=

−
r  

14. ( ) ( ) ( )
.ACCBa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

−=

−
r  

 
15. ( ) ( ) ( )

.ABACa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

−=

−
r  

16. ( ) ( ) ( )
.CBCAa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

−=

−
r  

 
17. ( ) ( ) ( )

.CBABa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

+=

−
r  

18. ( ) ( ) ( )
.ABCBa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

−=

−
r  

 
19. ( ) ( ) ( )

.CAABa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

+=

−
r  

20. ( ) ( ) ( )
.ACCBa

,1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A

+=

−
r  

 
21. ( ) ( ) ( )

.BCACa

,1;2;3C,0;2;4B,4;2;1A

+=

−−−−−
r  

22. ( ) ( )
( ) .CBABa,1;2;3C

,0;2;4B,4;2;1A

−=−

−−−−
r  
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23. ( ) ( ) ( )
.ACABa

,1;2;3C,0;2;4B,4;2;1A

+=

−−−−−
r  

24. ( ) ( )
( ) .ACCBa,1;2;3C

,0;2;4B,4;2;1A

−=−

−−−−
r  

 
25. ( ) ( ) ( )

.ABACa

,1;2;3C,0;2;4B,4;2;1A

−=

−−−−−
r  

26. ( ) ( )
( ) .CBCAa,1;2;3C

,0;2;4B,4;2;1A

−=−

−−−−
r  

 
27. ( ) ( ) ( )

.CBABa

,1;2;3C,0;2;4B,4;2;1A

+=

−−−−−
r  

 

28. ( ) ( )
( ) .ABCBa,1;2;3C

,0;2;4B,4;2;1A

−=−

−−−−
r  

 
29. ( ) ( ) ( )

.CAABa

,1;2;3C,0;2;4B,4;2;1A

+=

−−−−−
r  

30. ( ) ( )
( ) .ACCBa,1;2;3C

,0;2;4B,4;2;1A

+=−

−−−−
r  

 
 

      Задача   9.   Если   даны   векторы   { } { },b;b;bbиa;a;aa 321321

r
   то  

332211 babababa ⋅+⋅+⋅=⋅ . 

Тогда  cos
ba

ba
b,a rr

rr
r

⋅
⋅= ;  проекция вектора  b  на направление вектора  a

r
 

a

ba
bпрa

⋅=
r

r , условие перпендикулярности ненулевых векторов выглядит следую-

щим образом:  .0ba =⋅
rr

 

      Условие коллинеарности векторов: 
3

3

2

2

1

1

b

a

b

a

b

a == . 

      Пример 9. Даны вершины треугольника  ( ) ( ) ( ).1;13;6C,1;4;5B,1;1;1A  Найти 

угол при вершине  А  и проекцию вектора  AB  на сторону  АС.              С 

Внутренний угол при вершине А образован векторами  ACиAB , 
                                                                                                                     А                 В 

{ } { },0,3,4AB11;14;15AB =−−−   AC { }.0;12;5   

Тогда  =AC,ABcos .
ACAB

ACAB

⋅
⋅

    ,56012354ACAB =+⋅+⋅=⋅  

=AB ,534 22 =+=   .13125AC 22 =+=   .
65

56

135

56
Acos =

⋅
=∠  

 

Проекция  AB  на направление вектора  AC :  .
13

56

AC

ACAB
АBпр

AC
=⋅=  
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Контрольные варианты к задаче 9 
     1. Даны векторы  kj4i2a

rr +−=  и  .k3jib ++−=
r

 Найти   .bпр
ba

r
rr+  

     2. Найти косинус угла, образованного вектором  k6j22i10b −⋅−=
r

 и осью OZ. 

     3. Даны векторы  kj5a +=r    и   k3j4ib ++=
r

. Найти косинус угла между диа-

гоналями параллелограмма, построенного на векторах  bиa
rr

. 

     4. Даны векторы  k5i6a −−=r   и  { }6;3;5b
r

. Вычислить  ( ).baпр
b

rr
r +  

     5. Найти косинус угла, образованного вектором  kj2i3a +−=r   и осью ОУ. 

     6. Даны векторы  { }1;1;3a −=r    и   k4j3i2b ++−=
r

. Найти косинус угла, обра-

зованного вектором  ba
rr +  и осью ОХ. 

     7. Даны векторы  kj3iAB
r

+−=    и   kj4i2AC ++= . Найти  ( ).AC2ABпр
AC

+  

     8. Вычислить проекцию вектора  k5j2i5a ++=r   на ось вектора  k2ji2b +−=
r

.  
      9.  Определить угол между диагоналями параллелограмма, построенного на век-

торах k5j4i3a ++=r   и  k3j5i4b −+=
r

. 

      10. Определить, при каком значении  m векторы  jima
rrr +=   и  k4j3i3b +−=  

перпендикулярны. 

      11. Определить, при каком значении  α  векторы kj3ia +−α=r  и  { }2;;1b α
r

 
взаимно перпендикулярны. 
      12. Даны вершины треугольника: ( ) ( ) ( )1;2;3C,0;2;4B,4;2;1A −−−−− . Оп-
ределить внутренний угол при  вершине  В. 
      13. Даны вершины треугольника: ( ) ( ) ( )1;2;1C,1;1;5B,3;2;3A −−− . Опреде-
лить внутренний угол при  вершине  А. 

      14. Найти вектор  x
r

, коллинеарный вектору { }1;1;2a −  и удовлетворяющий 
условию  .3ax =⋅ rr

 
      15. Даны две точки  ( )6;7;5M −−  и  ( ).9;9;7N −  Вычислить проекцию векто-

ра  { }1,3,1a −r
  на ось вектора  .MN  

      16. Даны векторы:  kj4i2a +−=r   и  k3jib ++−=
r

. Вычислить  .bпр
b2a
rr+  

      17. Найти острый угол между диагоналями параллелограмма, построенного на 

векторах { }0;1;2a
r

,    kjb +−=
r

. 

      18. Даны три вектора:  { }1;6;3a −−r
,  { }5;4;1b − ,  k12j4i3c +−=r . Найти  

( ).baпрc +rr    

      19. Даны три вектора: { }4;3;1a −r
,  { }2;4;3b −
r

,  k4jic ++−=r . Найти  .aпр
cb

r
rr

+  

       20. Найти острый угол между диагоналями параллелограмма, построенного на  

векторах  { }0;1;2a
r

  и   .kj2b
rr

+−=  
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       21.  Даны три вектора:  { }1;6;3a −−r
,  { }5;4;1b −

r
,  k12j4i3c +−=r . Вычислить   

( ).cbпрa

r
r +    

      22. Найти вектор x
r

, зная, что он перпендикулярен векторам  ki2a
rr −=   и  

j3b
rr

=  

и удовлетворяет условию  ( ) .6kji2x −=+−⋅r  

      23. Найти вектор  x
r

, коллинеарный вектору kji2a −+=r  и удовлетворяющий 

условию  .6bx =⋅
rr

 
      24. Даны вершины треугольника: ( ) ( ) ( ).1;2;3C,0;2;4B,4;2;1A −−−−−  Оп-
ределить внешний угол при вершине А. 
      25. Даны вершины треугольника: ( ) ( ) ( ).1;2;1C,1;1;5B,3;2;3A −−−  Опре-
делить внешний угол при вершине А. 

      26. Дан вектор  kj2i3a −+=r  и точки  ( )2;1;3M −  и  ( ).1;2;4N −  Найти  
.aпр

MN

r
 

      27. В треугольнике с вершинами   .)5;0;0(C,)1;1;1(B,)3;1;2(A −  Опреде-
лить внутренний угол при вершине А. 
      28. Даны  векторы  { }2;1;1a −r

   и   { }.1;2;2b −
r

  Найти проекцию вектора    

ba3c
rrr −=  на направление вектора  .b

r
   

      29. Даны вершины треугольника: ( ) ( ) ( ).1;3;6C,1;2;2B,0;1;4A   Найти про-

екцию вектора  AB  на сторону  .AC  

      30. Даны векторы   ,kj6i3a −−=r     ,k5j4ib −+=   .k2j4i3c ++=r  Найти 

проекцию вектора   ca
rr +   на вектор  .cb

rr
+  

 
      Задача 10. Площадь   параллелограмма,   построенного  на   векторах  ,bиа

rr
 

можно  найти  по  формуле   ,baSn

rr ×=  а  площадь  треугольника,  построенного  

на этих векторах:  .ba
2

1
S

rr ×=∆  

 
      Пример 10. Даны вершины треугольника  ( ) ( ) ( ).6;2;5Cи3;0;3B,0;2;1A −  
Найти его площадь и длину высоты, опущенной из вершины С. 

    ACAB
2

1
S ×=∆ . Находим векторы  :ACиAB  

 

{ } { },3,2,2AB03;20;13AB −−=−−−−     { } { }.6,0,4AC06;22;15AC =−−−  
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Векторное произведение  +
−

⋅−
−−

⋅=−−=×
64

32
j

60

32
i

604

322

kji

ACAB  

            =
−

⋅+
04

22
k ( ) ( ) ++⋅−+−⋅ 1212j012i ( ) =+−−=+⋅+ k8j24i1280k  

 

                  ( ) ( ) ,2878482412ACAB 222 ==+−+−=×=     .1428
2

1
S =⋅=∆  

Так как  ,hAB
2

1
S ⋅⋅=∆   где  −h длина высоты, опущенной из вершины С на сто-

рону АВ,   
AB

S2
h ∆⋅= .   ( ) ( ) ,17322AB 222 =−+−+=     .

17

1728

17

142
h

⋅=⋅=  

 
Контрольные варианты к задаче 10 
 
      1. В параллелограмме  ABCD  даны  векторы  kj2i3AB −+= и { }.2;1;2AD −    
Найти  площадь параллелограмма,  построенного на диагоналях параллелограмма  
ABCD. 
      2. Даны три вершины параллелограмма  ( )4;2;3A −  ,   ( )3;0;4B  ,  ( )5;1;7C  . 
Найти   длину  высоты,   опущенной   из   вершины       С      (через    площадь 
параллелограмма). 
      3. Найти площадь треугольника с вершинами  ( )2;3;1A −  , ( )6;2;1B , ( )1;5;2C     
(средствами векторной алгебры). 
      4. Найти площадь треугольника с вершинами  ( )7;2;5A  , ( )9;1;6B  ,    

( )8;2;5C  (средствами векторной алгебры). 
      5. Даны три вершины треугольника:   ( )2;1;3A −  ,   ( )3;0;3B  ,  ( )1;1;2C −  . 
Найти  его высоту, приняв ВС за основание (через площадь треугольника). 

      6. На векторах  








2

3
;1;1a

r
 и  k

2

9
j2ib

rrrr
++=  построен параллелограмм. Найти   

площадь параллелограмма, сторонами которого являются диагонали  данного па-
раллелограмма. 

      7. Даны векторы  { }3;3;1a −−r
 и  k2i2b +=

rr
. Найти вектор  ,c

r
 перпендикуляр-

ный к векторам  ,bиa
rr
если модуль вектора  c  численно равен площади треуголь-

ника, построенного на векторах  ,bиa
rr

 и тройка векторов −c,b,a
rrr
левая. 

      8. Даны точки  ( )4;1;2A −−  ,   ( )2;1;5B  ,  .
2

5
;

2

1
;

2

11
C 







 −−  Найти  площадь  

параллелограмма, построенного на  векторах  AB  и  ( ACBC + ). 
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      9. На векторах  { }3;7;4a
r

  и  { }1;2;1b
r

 построен  параллелограмм. Найти высо-

ту, опущенную на основание  b
r

(через площадь). 
      10. В треугольнике ABC, где  ( )3;4;1A − ,   ( ),13;20;1B −     ( ),7;10;1C − найти  
длину  высоты, опущенной на сторону AB (через площадь треугольника; средст-
вами векторной алгебры). 

      11. На векторах  ( )3;2;2a −−−r
 и  k7j6i3b ++=

r
 построен параллелограмм. 

Найти  площадь параллелограмма, построенного на диагоналях данного паралле-
лограмма. 
      12. В треугольнике с вершинами  ( )3;4;1A −  ,   ( )13;20;1B −   и   ( )7;10;1C −   
точка  E  делит сторону АВ пополам. Найти площадь треугольника АСЕ (средст-
вами векторной алгебры).  

      13. Найти площадь параллелограмма  со сторонами  ,b2aиba2 +− rr
 если   

,k2ji3a
rrr −−=      .kj2ib

rrr
−+=  

      14. Найти площадь треугольника со сторонами  ,cbиa
rrr −  если  { }0;2;1a −r

, 

kji2b −+=
rrr

 и  .k3jc +−=r  
      15. Дан треугольник с вершинами   ( )2;1;2A −  ,   ( )1;2;1B −   и   ( )1;2;3C . Вы-
числить площадь треугольника и   высоту, опущенную из вершины А (средствами 
векторной алгебры).  

      16.  Даны векторы    kj2ia +−=r   и .j3i5b +=  Найти вектор  d ,  который  пер- 

пендикулярен векторам  bиa
rr

, если длина  его численно равна  площади  треуго- 

льника,  построенного  на  векторах  bиa
rr

, и   тройка  векторов  −d,b,a
rr
правая. 

      17. Даны точки     ( )0;2;1A  ,   ( )3;0;3B −    и    ( )6;2;5C . Вычислить площадь 
треугольника и  высоту, опущенную из вершины С (средствами векторной алгеб-
ры). 
      18. В треугольнике с вершинами  ( )2;1;2A −  ,   ( )1;2;1B −   и   ( )1;2;3C   точка  
E  делит сторону АВ пополам. Найти площадь треугольника ВСЕ (средствами век-
торной алгебры).  
      19. Даны  точки     ( )2;1;2A − ,   ( )1;2;1B −   и    ( )1;2;3C . Найти  площадь  па-

раллелограмма,  построенного на  векторах     CA2BCa −=r   и  .CBb =
r

 
      20. Даны три вершины треугольника:    ( )2;1;1A −  ,   ( )2;6;5B −  ,  ( )1;3;1C − . 
Вычислить его высоту, опущенную из вершины В (через площадь, средствами век-
торной алгебры). 
      21. Дан треугольник с вершинами   ( )1;2;1A −  ,   ( )5;1;0B   и   ( )1;2;1C − .  
Найти  его высоту, опущенную из вершины А (через площадь, средствами вектор-
ной алгебры). 

      22. Даны векторы  { }2;1;3b −  и  .k3j2ic ++=r  Вычислить площадь треуголь-

ника, построенного на векторах  .bc2иcb2
rrr −−  
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      23. Даны векторы  { }1;1;3b −  и  .kj3i2a
rr −+=  Вычислить площадь треуголь-

ника, построенного на векторах  .ab3иba2
rr −−  

      24. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах ,a2иa3b
rr+  

где    ,kj3ia
rr +−=      .kji2b

rr
−+=  

      25. В треугольнике с вершинами  ( )0;2;1A  ,   ( )3;0;3B −   и   ( )6;2;5C   точка  
E  делит сторону АВ пополам. Найти площадь треугольника АСЕ (средствами век-
торной  алгебры).  
      26. Даны векторы  { }1;3;2a −r

  и  { }.2;1;3b −
r

 Найти вектор c
r

, который пер-

пендикулярен векторам  ,bиa
rr

 если модуль вектора  c
r

  численно равен площади 

треугольника, построенного на векторах   bиa
r

, и тройка  векторов  −c,b,a
rr
ле-

вая.  
      27.  Даны точки  ( )3;1;5A −  ,   ( )1;2;0B −   и   ( )4;2;3C . Найти   длину  высо-
ты треугольника АВС, опущенной  из вершины С (через площадь, средствами век-
торной алгебры). 
      28. Даны три вершины параллелограмма     ( )0;2;1A −− ,   ( )3;1;2B  и  

( )1;0;3C − . Найти  длину высоты, опущенной из вершины С (через площадь, 
средствами векторной алгебры). 

      29. На векторах  { }1;3;2a −r
 и  ji3k2b +−=  построен параллелограмм. Найти  

площадь параллелограмма, построенного на  его диагоналях. 

      30. Даны векторы  { }1;3;2a −r
,  k2ji3b ++−=  и  .k3j2ic ++=r  Вычислить 

площадь треугольника, построенного на векторах  .c3bиa2
rr +  

      Задача 11.  Если даны координаты ( ) ( ) ( )333222111 z,y,xcиz,y,xb,z,y,xa , 
то смешанное произведение векторов вычисляют по формуле  
 

                                   

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba = . 

 
      Объемы параллелепипеда и тетраэдра (треугольной пирамиды), построенных 

на векторах  c,b,a
rr

 находятся  с  помощью  смешанного произведения векторов: 
 

                                          cbaVпар
rr ⋅⋅= ,   .cba

6

1
Vтет

rr ⋅⋅=  

Если  cba
rr ⋅×  > 0, то тройка векторов  c,b,a

rr
 - правая. 

Если  cba
rr ⋅×  < 0, то тройка  левая. 

Если cba
rr ⋅×  = 0, то векторы  c,b,a

rr
 компланарны. 
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      Пример 11.  Дан параллелепипед  ,DCBAABCD ′′′′  построенный  на векторах 

{ },0;3;4AB   }2;1;2(AD  и  { }.5;2;3AA −−′ Найти высоту, проведенную из вер-
шины  A ′  на грань  ABCD. 
         Объем парV  равен  произведению  площади   основания  на   высоту: 

                                     .hADABhSVпар ⋅×=⋅=     

  

парV  находится  также по формуле        AAADABVпар ′⋅⋅= ,         поэтому 

                                            
ADAB

AAADAB
h

×

′⋅×
= . 

         Вычислим векторное  произведение     =× ADAB

212

034

kji
rr

= 

                      { }.2;8;6k2j8i6
12

34
k

22

04
j

21

03
i −−=−−=⋅+⋅−⋅=

rrrr
 

 

                                ( ) ( ) .262286ADAB 222 =−+−+=×  

 

              ,12

523

212

034

AAADAB −=
−−

=′⋅⋅   .1212AAADAB =−=⋅⋅  

 

Тогда  .
13

263

262

2612

262

12
h =

⋅
⋅==  

 
Контрольные варианты к задаче 11  

 
1. Найти объем треугольной пирамиды, построенной на векторах  { }1;3;1AB , 

{ }1;1;0AC −  и  k2j2i2AD ++−= . 
  2. Найти объем треугольной пирамиды  с вершинами  ( )1;4;1A − ,  ),1;7;0(B  

).1;6;0(D),5;3;1(C −  

     3. Найти значение  t , при котором  векторы  { } { }2;4;tb,5;1;2a − и  

{ }1;0;1c −=  образуют левую тройку, а объем параллелепипеда, построенного на 
них,  равен 33. 
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     4. Даны векторы  { } .kc,0;1;1b,kj2ita =−++= rrrr
 Найти значение t, при кото-

ром  выполняется равенство  .cacba
rrrr ⋅=⋅⋅  

     5. Точки  ( ) ( ) ( ) ( )2;3;1Ди0;4;1C,2;1;3B,t;3;2A −−  лежат в одной плос-
кости. Найти t . 
     6. Найти  объем параллелепипеда, зная четыре его вершины:   ( ),2;1;3A −  

( ) ( ) ( ).1;4;3Dи1;1;0C,3;1;0B −−  

     7. Найти значение t, при котором  векторы  ,j3i5b,kjtita
rrrrr +=++=  

{ }t;3;1c −r
 компланарны. 

     8. Точки  ( ) ( ) ( ) ( )t;6;5Eи0;6;5C,4;4;3B,3;1;2A −−  служат вершинами 
параллелепипеда, объем которого равен 16. Найти t.  

     9. Даны векторы  { } { } и1;1;1b2;2;2a −−−r
.ktj5,0i5c +−=r  Найти значение t, 

при котором  имеет место равенство .bacba ⋅=⋅× rrr
 

     10. Векторы k4j3icиk7j5b,k3j2ita ++−=+=++=
rrrrrrr

   компланарны.  
Найти t. 

     11. Даны векторы  { }1;t;1a −r
, .i5jcиk3ji2b

rrrrr
−−=++=  Найти значение t, 

при котором  имеет место равенство .cacbbacba ⋅+⋅−⋅=⋅× rr
 

  12. Даны векторы  { } ,k2j4i4bt;3;2a +−=−
rrr

.jk4c
rr +=  Найти значение t, при 

котором  имеет место равенство  .bcba =⋅⋅ rr
 

     13. Векторы  { } { } и2;2;3b1;3;1a −−r
kj4itс −+=

rr
 образуют правую тройку, 

причем объем параллелепипеда, построенного на этих векторах, равен девяти. 
Найти t.  

     14. Векторы   cиk7j2i3b,k5ji6a
rrrrrr +−=++=  образуют левую тройку и 

служат ребрами параллелепипеда, объем которого равен 45. Вектор  c
r

 перпенди-
кулярен  плоскости  ХОУ. Найти отличную от нуля координату вектора  .c

r
 

     15. Векторы  { } { } и1;3;0bt;4;3a −r
k5i2c +=

rr
 образуют левую тройку. Объем 

построенного на них параллелепипеда равен 51. Найти t.  
     16. Найти объем треугольной пирамиды с вершинами в точках  ( ),2;2;2A  

( ),3;3;4B ( )4;5;4C  и ( ).6;5;5D  

      17. Объем треугольной пирамиды равен пяти. Три его вершины находятся в  
точках    ( ),1;1;2A − ( ),1;0;3B ( ).3;1;2C − Найти отличную от нуля координа-
ту  четвертой вершины D, если она  лежит на оси ОУ. 
     18. Точки ( ),2;3;1A ( ),0;4;1B ( )2;1;3C −− и ( )t;3;2D лежат в одной 
плоскости. Найти t. 

     19. Найти значение t, при котором  векторы  { } { }4;3;2b,2;3;ta −−r
  и 

{ }6;12;3c −r
  компланарны. 
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     20. Проверить, лежат ли  точки ( ),2;1;2A −  ( ),1;2;1B   ( )0;3;2C и 

( )6;0;5D −  в одной плоскости. 
     21. Найти объем треугольной пирамиды, вершины которой  находятся в точках  

( ),5;1;6A ( ),0;3;1B − ( )2;5;4C −  и  ( ).6;1;1D −  

      22. Даны векторы  { } { }2;3;1b,t;2;1a −r
 и  .ki2c +−=r  Найти t, при котором  

имеет место равенство  .ccba
2rrr =⋅×  

     23. Векторы { } { },1;1;2b,t;1;1a
r

k3j2ic +−=r образуют правую тройку. Объем 
построенной  на них треугольной пирамиды равен  3/5 . Найти t. 
     24. Вершины треугольной пирамиды находятся в точках  ( ) ( ),0;t;6B,5;2;0А −  

( )6;3;3C − и  ( ).3;1;2D − Найти  значение t, если объем пирамиды равен 45. 

     25. Даны векторы  { } { },2;t;5c,1;1;1a
rr − .k2j2i2b +−−=

rr
  Найти значение t, 

если   имеет место равенство  .abcba
rrr ⋅=⋅×  

     26. Даны векторы  .ktjicиk2jb,k4i3a +−=+=+=
rrrrrr

Найти значение t, если  

имеет место равенство  .acba
rrr =⋅×  

     27. Определить, при каком значении t векторы  kjitc,kjb,jia +−=−=+=
rrrrrr

  
компланарны. 
     28. Даны векторы  { } { } ktjic,0;5;1b,1;1;2a

rrrrrr +−=−= . Найти значение t, при 

котором имеет место равенство   .acba
2rrr =⋅⋅  

     29. Векторы  { }1;0;3c,jti7b,kji2a
rrrrrr +=++−=  образуют правую тройку, а 

объем построенного на них параллелепипеда равен 12. Найти значение t. 

     30. Даны векторы  { } ,ki4b,1;t;2a +=
rs

.kj2c +=r   Найти значение t, если  име-

ет место равенство .cbbacba
rrrr ⋅+⋅−=⋅×  

     Задача № 12. Пусть вектор  nma β+α= , причем  векторы nиm
rr

 не  образуют 

декартовый базис. Пусть известны n,m,n,m
rr

 тогда              

        

( ) =β+α==⋅= 22 nmаааа
rrrrrr =⋅β+⋅⋅β⋅α+⋅α 2222 nnm2m

rrrr
 

 

.nnmcosnm2m
2222 rrrrrr β+⋅αβ+α=  

Если  векторы  nma 11

rrr β+α=  и   nmb 22

rr β+α= , то  
 

=⋅ ba
r ( ) ( ) =β⋅β+⋅α⋅β+⋅β⋅α+α⋅α=β+α⋅β+α 2

211121
2

212211 nmnnmmnmnm
rrrrrrrrrr

 

                                = 2
21 m
rα⋅α ( ) =β⋅β+⋅β⋅α+β⋅α+ 2

211221 nnm
rrr

 

                 = ( ) ⋅⋅β⋅α+β⋅α+α⋅α nmm 1221

2

21

rrr
 +⋅ nmcos

rr
+ .n

2

21

rβ⋅β  
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      Пример 12.  При каком ненулевом значении  t   вектор   nmta
rrr +=   будет  еди- 

ничным, если  ?3/2n,m,1n,1m π=== rrrr
   Вектор будет единичным, если  его 

длина будет равна единице, т. е. 1a
2

= . 

 

                              
( )

,1nn,mcosnmt2mt

nnmt2mtnmta
222

22222

=+⋅+=

=+⋅+=+=
rrrrrr

rrrrrr

        

                               ,11
2

1
t2t 2 =+







−⋅+     ,0tt 2 =−    .1t,0t =≠  

 
Контрольные варианты к задаче 12 

 

      1. Даны векторы  ,n2m2bиnm4a
rrrrr +=−=  где .ba,3n,2m

rrrr ⊥==  

Найти косинус угла между векторами  .nиm
rr

 

      2. Найти  ,aпр
b

r
 если ( ) .3/t,s,2t,4s,t5sb,tsa π===+=−=

rrrrrrrr
 

      3. Даны векторы  ,nm2bиn2ma
rrrrr −=+=  найти  ,aпр

b

r
 если 

,4/1n,8/1m == rs
     ( ) .4/n,m π=rr

 

     4. Даны векторы  .nm2bиn2ma
rrrrr −=+=  Найти косинус угла  между век-

торами ,bиa
r

 если  ,
4

1
n,

8

1
m == rr

  ( ) .4/n,m π=rr
              

      5. При каком отличном от нуля значении  параметра l   вектор  n2ma
rr

l
r +=  

будет единичным, если ,2/1n,3m == rr
  ( ) ?3/2n,m π=rr

 

      6. Даны векторы  ,nm2bиn2ma
rrrrr −=+=  найти  ,aпр

b

r
 если 

,4/1n,8/1m == rr
 ( ) .4/n,m π=rr

   

      7. Векторы  tsACиs2tAB
rrrr

−=−=  служат сторонами параллелограмма. 

Найти косинус угла между диагональю BC и стороной ,AC  если  

,6t,3s ==
rr ( ) .4/t,s π=

rr
 

      8. Даны векторы qpb,qp
2

1
a

rrrr
l

rr −=+= . При каком значении параметра l  

вектор ba
rr ⊥ ,  если   ( ) ?4/3q,p,8q,2p π=== rrrr

 

      9. В параллелограмме АВСD найти длину диагонали ВD, если  

                           ba
2

3
АВ

rr += ,   ,
2

b
АD

r

= ( ) π===
6

5
b,a,

2

1
b,

32

1
a

rrr
. 

      10. В треугольнике АВС найти косинус внутреннего угла В, если  
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,b4aАВ
rr+= ,2b,1a,baBC ==−−=

rrrr ( ) 4/3b,a π=r
. 

      11. Даны векторы n4mb,nm2a
rrrrrr +=−= . Вычислить bпрa

r
r , если  

                              
4

1
n,

22

1
m == r

, ( ) .4/3n,m π=rr
 

      12. При каком положительном значении параметра l  векторы иqpa
rrr −=  

q2pb
rr

l
r

+=  имеют одинаковую длину, если ?qp,5,0q,3p
rrrr ⊥==  

      13. Даны векторы n5m4b,n2ma
rrrrrr −=+= . Найти ba

rr+ , если 

4/1n,8/1m == r
, ( ) 4/n,m π=rr

. 

      14. В треугольнике АВС найти длину АС , если ,baСВ,b
2

1
а

2

3
АВ

rrrr +=+=  

,1b,3a ==
rv

    
( ) .6/b,a π=r

  

      15. Даны векторы    nm2b,n2m7a
rrrrrr −−=+= .  Найти ba

rr− , если           

                       ( ) ,41n,231m == r
 ( ) 4/n,m π=rr

. 

      16. Дан вектор nm3b
rrr

−= . Найти косинус угла между векторами  mиb
rr

, если 

,2/1n,181m == r
  ( ) 4/3n,m π=rr

. 

      17. Даны векторы nm2b,n2ma
rrrrrr −=+= . Найти b3прa

r
r , если 

,4/1n,181m == r
, ( ) 43n,m π=rr

. 

      18. Даны векторы  nm2b,n2ma
rrrrrr −=+= . Найти ,namaba

rrrrrr ⋅−⋅+⋅  

,41n,81m == r
    ( ) 4/5n,m π=rr

. 

      19. Даны векторы .qp3b,qp
2

1
a

rrr
l

r +=+=  При каком значении параметра l  

вектор ba
rr ⊥ , если ( ) ?4/3q,p,8q,2p π=== rrrr

 

      20. Дано: 5n,3m == rv
, ( )

3
n,m

π=rr
. При каком значении параметра α   век-

торы nm
vr α+   и nm2

rv −  взаимно перпендикулярны? 
      21. Дан вектор nиmгде,nm2a

rrrrr +=  - единичные векторы, образующие 

угол 0120 . Найти косинус угла между векторами mиa
rs

. 

      22. Даны векторы nm2b,n2ma
rrrrrr −=+= . Найти )m3a(прa

rr
r − , если 

2/1n,181m == rr
,( ) .4/5n,m π=rr

 

      23. Дан вектор .n3ma
rrr +=  Найти )na(прm

rr
v + , если ,4/1n,81m == rr

 

( ) 4/n,m π=rr
. 

      24. Даны векторы nm2b,n2ma
rrrrrr −=+= . Найти длину вектора b3a2

rr+ , если 

4/1n,181m == rr
, ( ) 4/5n,m π=rr

. 
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      25. Даны векторы nm3b,n2ma
rrrrrr −=+= . Найти abam3

rrr ⋅−⋅ , если 

4/1n,181m == rr
, ( ) 4/n,m π=rr

. 

      26. Векторы  bиa
rr

 образуют угол 3/π . Зная, что ,4b,3a ==
rr

найти длину 

вектора b3a3с
rrr += .                  

      27. При каком значении параметра 0≠α  вектор q5pa
rrr +α=  будет единичным, 

если ( ) ?3/2q,p,2/1q,3p π=== rrrr
 

      28. При каком значении α   векторы  b3aq,b3a2p
rrrrrr +α=+=  имеют одинако-

вую длину, если ,2b,2a ==
rr ( ) 4/3b,a π=r

? 

      29. В треугольнике АВС найти косинус внутреннего угла при вершине В, если 

nm2BC,n2m3АВ
rrrr −=−= , где 

3

1
n,2m == rr

, ( ) 0120n,m =rr
. 

      30.  Даны векторы  n2m3t,nm2S
rrrrrr

−=α+= . При каком значении параметра 

α  вектор tS
rr

⊥ , если 2n,1m == rr
, ( ) 4/3n,m π=rr

. 

 
      Задача 13.  При решении этой задачи будем использовать свойства векторного 
произведения  двух  векторов.  Модуль  векторного   произведения  двух  векторов  

,b,asinbaba
rrrrrr =×   поэтому  .0aa =× rr

 По свойствам векторного  произведения 

ba
rr× ,ab

rr
×−=   ( ) .cbcacba

rrrrrrr ×⋅β+×⋅α=×β+α   Площадь параллелограмма,  постро- 

енного на векторах  bиa
rr

,  равна  .baSn

rr ×=  Площадь треугольника, построен-

ного на векторах  bиa
vr

:     .ba
2

1
SТ

rr ×=  

      

      Пример 13. В параллелограмме  ABCD даны векторы  nm2AB
rr −=  и  

.n3mAD
rr +=  Найти  ,BDCA ×   если  ( ) .

6
n,m ,2n,4m

π=== rrrr
  Это условие в 

параллелограмме  ABCD   вектор    .n2m3n3mnm2ADABAC
rrrrrr +=++−=+=    

Тогда   .m3n2CA
rr −−=   Вектор  ;mn4nm2n3mABADBD

rrrrrr −=+−+=−=  
      

=× BDCA ( ) ( ) =×+×−×+×−=−×−− mmn4m3mn2nn8mn4m3n2
rrrrrrrrrrrr

 
 

;mn14mn12mn2
rrrrrr ×=×+×=  

 

.228
2

1
2414

6
sinmn14mn14BDCA =⋅⋅⋅=π⋅⋅=×× rrrr
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Контрольные  варианты к задаче 13 
 

1. На векторах  nm3bиn5m2a
rrrrrr +=−=  построен треугольник. Найти его пло-

щадь, если  ,3n,1m == rr ( ) .
6

n,m 
π=rr

 

      2. Даны векторы  .nm3cиnm4b,n3ma
rrrrrrrrr +=−=+=  Найти модуль век-

торного  произведения   ( ) ,cba
rrr ×+  если  ,2m =r

,3n, =r ( ) .
6

n,m 
π=rr

 

     3. Даны векторы  .n2mb,nm2a
rrrrrr +=+=  Найти  ,nm5ba

rrrr ×+×  если  

,1m =r
,3n, =r ( ) .

6
n,m 

π=rr
 

     4. В треугольнике  ABC  даны векторы  .n2m3BCиn6mAB
rrrr +=−=   Найти  

,CAAB ×  если  ,2m =r
,3n, =r ( ) .

6
n,m 

π=rr
 

     5. В параллелограмме  ABCD даны векторы  m5,0nAB
rr −=   и   .m5,5AD

r=  

Найти  ,BDAC×  если  ,3m =r
,2n =r ( ) .

4
n,m 

π=rr
 

      6. Найти площадь треугольника, построенного на векторах  n2m5a
rrr += и 

,nm3b
rrr

+=  если ,1m =r
,3n =r ( ) .6/n,m π=rr

 

      7. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах  m4n5AB
rr +=   

и   ,nm2AD
rr −=  если  ,2m =r

,3n =r ( ) .6/n,m π=rr
 

     8. Даны векторы  ,n12mb,n4m3a
rrrrrr +=−=  где  ( ) .4/n,m,1n,2m π=== rrrr

 

Найти   ( ) .baa
rrv +×  

     9. В параллелограмме  ABCD  даны  векторы  .b2aADиb5a3AB
rrrr −=+=   

Найти   ,BDAC×  если  ( ) .3/b,a,8b,
4

2
a π===

rrrr
 

     10. Даны векторы   .n3mbиn4m
2

1
a

rrrrrr +−=+=    Найти  ( ) ,bb2a
rrr ×+  если 

 ( ) .4/n,m,1n,5m π=== rrrr
 

      11. Даны векторы   .n2mcи,nm4b,nm2a
rrrrrrrrr +=−=−=    Найти  

( ) ,cba
rrr ×+   если    ( ) .6/n,m,3n,2m π=== rrrr

 

     12. Даны векторы   .n2mb,nm3a
rrrrrr +−=−=   Найти  mn3nm5ba ×−×+× rrrrr

, 

если  ( ) .6/n,m,3n,2m π=== rrrr
 

     13. В параллелограмме  ABCD  даны векторы  .m5,5ADиm5,0nAB
rrr =−=  
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Найти   ,BDAC×   если   ( ) .6/5n,m,3n,2m π=== rrrr
 

     14. В треугольнике ABC даны векторы  .n2m3BCиmn6AB
rrrr +=+−=  

Найти  ,CAAB ×   если  ( ) .6/n,m,3n,2m π=== rrrr
 

     15. Даны векторы  .n3mbиnm3a
rrrrrr −=+=  Найти  ,mn2nm3ba

rrrrrr ×−×+×  

если  ( ) .6/n,m,3n,4m π=== rrrr
 

     16. Даны векторы  .nm3b,nm4a
rrrrrr +=+=  Найти  ( ) ,aba

rrv −×  

если  ( ) .6/n,m,12n,2m π=== rrrr
 

     17. В параллелограмме  ABCD  даны векторы  .n5,5ADиmn5,3AB
rrr =+−=  

Найти   ,BDCA ×   если   ( ) .6/n,m,12n,2m π=== rrrr
 

     18. В треугольнике ABC даны векторы  .n2m3BCиm2n3AB
rrrr +=+=  

Найти  ,CAAB ×   если  ( ) .3/n,m,12n,3m π=== rrrr
 

     19. Даны векторы  .qp2bиq
3

1
p3a

rrrrrr +=−=   Найти  ( ) ( ) ,a4bb3a5
rrrr −×−  если 

( ) .6/5q,p,3q,2p π=== rrrr
 

      20. Даны векторы  .n2mb,n3m
2

1
a

rrrrrr +=+=    Найти  ( ) ,bba3
rrr ×+   если 

  ( ) .4/n,m,2n,4m π=== rrrr
 

      21. В параллелограмме  ABCD  даны  векторы  .ba3ADиb7a5AB
rrrr +−=+=  

Найти  ,)BDAB(AC +×   если   ( ) .3/b,a,3b,3a π===
rrrr

 

      22. Даны векторы  .nm5cиn3mb,nma
rrrrrrrrr −=+−=+=   

Найти  ,bc
2

1
ba2

rrrr ×−×  если   ( ) .4/n,m,18n,2m π=== rrrr
 

      23. Даны векторы     .nmcиn3m5b,n2ma
rrrrrrrrr +−=+=−=   

Найти   ( ) ,bac3ba
rrrrr +×−×   если   ( ) .4/3n,m,8n,2m π=== rrrr

 

      24. Даны векторы  .nm7q,n3m2p
rrrrrr +=−=    Найти  ( ) 







 +×− q
2

1
pq2p8

rrrr
,  

если  ( ) .6/5n,m,3n,2m π=== rrrr
 

      25. Даны  векторы     .nm3bиn
2

1
m4a

rrrrrr −=−=  Найти  

( ) ,b
2

1
ab3a2 







 −×+
rrrr

  если  ( ) .4/3q,p,2n,3m π=== rrrr
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      26. Даны  векторы     .n3m2bиn6m
2

1
a

rrrrrr +−=+=   Найти    ( ) ,bb2a3
rrr ×+   

если    ( ) .4/n,m,22n,5m π=== rrrr
 

      27. Даны  векторы     .n5mbиn4m3a
rrrrrr +=−=   Найти    ( ) ,b3a2a

rrr +×   если    

( ) .3/n,m,12n,5m π=== rrrr
 

      28. Векторы    n2m6BCиm2nAB
rrrr −=+=   служат  сторонами  треугольни-

ка  АВС.    Найти  ,CАAB ×   если  ( ) .6/n,m,2n,3m π=== rrrr
 

      29. В параллелограмме  ABCD  даны векторы  .n6m4ADиm2nAB
rrrr −=+=  

Найти  ,,BDAС×   если  ( ) .3/n,m,12n,2m π=== rrrr
 

      30. В треугольнике АВС даны векторы  .nm3BCиm4nAB
rrrr +=+−=  

Найти  ,ABAC×   если  ( ) .6/n,m,3n,2m π=== rrrr
 

 
      Задача 14.  Даны  координаты вершин  пирамиды        

( ) ( ) ;1;3;5B;1,1,1A ( )3;2;3C  ;    ( )6,1,2D −− . 

1. Найти длину вектора  AD . 

2. Найти угол между векторами  ACиAB . 

3. Найти проекцию вектора   AD   на  вектор   AB . 
4. Найти площадь грани  АВС . 
5. Найти объем пирамиды  ABCD. 

Координаты векторов:  { } { } { }.5,2,3AD;2,1,2AC;0,2,4AB −−   

1. Длина вектора  ( ) ( ) .38523AD 222 =+−+−=    

 

     2.     .
ACAB

ACAB
AC,ABcos

⋅=              ;10201224ACAB =⋅+⋅+⋅=⋅  

 

    ;5220024AB 222 ==++=        .3212AC 222 =++=  

 

       ;
3

5

352

10
AC,ABcos =

⋅
=           ( ) .

3

5
arccosAC,AB =  

 

3. Проекция вектора  AD   на  вектор   :AB     .
AB

ADAB
ADПр

AB

⋅=  
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       ( ) ( ) ;16502234ADAB −=⋅+−+−⋅=⋅           ;52AB =        

                    

                                         .
5

58

52

16
ADПр

AB
−=−=  

 

4. ;ACAB
2

1
SABC ×= ( ).j2i4k0j8i4

212

024

kji

ACAB
rrrrr

rrr

−=⋅−−==×  

    ;54214ACAB 22 =+=×         .52SABC =  

 

     5.   ( ) ;ADACAB
6

1
VABCD ⋅×=       ( ) .4

523

212

024

ADACAB =
−−

=⋅⋅     .
3

2
VABCD =  

 
Контрольные варианты к задаче 14 

 
      Задача. Даны координаты вершин пирамиды ABCD. Требуется найти: 

 

1)  длины векторов     ,AC,AB   ;AD  

       2)  угол между векторами  ;ACиAB  

       3)  проекцию вектора   AD   на  вектор   ;AB  
4)  площадь грани  АВС ; 

       5)  объем пирамиды  ABCD. 
 

1. ( ),4;0;2A −  ( )2;3;4B −− , ( )2;2;7C − , ( ).6;2;1D −  
 

2. ( ),1;1;0A −  ( )5;4;6B −− , ( )1;3;9C −− , ( ).3;1;1D  
 

3. ( ),3;1;5A −  ( )3;21B −− , ( )1;1;4C − , ( ).5;3;4D −  
 

4. ( ),0;3;1A −−  ( )6;6;5B −− , ( )2;5;8C −− , ( ).2;1;0D −  
 

5. ( ),5;2;1A  ( )1;1;7B −− , ( )3;0;10C , ( ).7;4;2D  
 

6. ( ),1;2;3A −−−  ( )7;5;3B −− , ( )3;4;6C −− , ( ).1;0;2D −  
 

7. ( ),2;3;2A  ( )4;0;8B − , ( )0;1;11C , ( ).4;5;3D  
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8. ( ),2;4;4A −−  ( )8;1;2B − , ( )4;2;5C − , ( ).0;6;3D −  
 

9. ( ),3;5;3A −  ( )9;2;9B − , ( )5;3;12C − , ( ).1;7;4D −  
 

10. ( ),1;4;4A −  ( )5;7;10B −− , ( )1;6;13C −− , ( ).3;2;5D −  
 

11. ( ),4;0;4A  ( )0;5;0B , ( )6;0;0C , ( ).1;3;1D −  
 

12. ( ),4;3;1A −−  ( )4;3;2B − , ( )2;1;3C −− , ( ).3;1;4D −  
 

13. ( ),0;0;0A  ( )1;3;2B − , ( )5;4;2C − , ( ).4;1;3D −  
 

14. ( ),4;2;3A −  ( )3;5;2B − , ( )1;6;5C −− , ( ).4;2;5D  
 

15. ( ),1;0;6A  ( )3;2;6B −− , ( )4;2;2C , ( ).2;4;3D −  
 

16. ( ),4;1;4A −−  ( )0;5;0B − , ( )2;0;0C − , ( ).1;3;1D −  
 

17. ( ),5;3;2A  ( )6;2;3B − , ( )5;2;2C − , ( ).3;3;6D −  
 

18. ( ),1;2;5A −−  
 

( )4;3;3B , ( )2;1;3C −− , ( ).2;1;0D −  

19. ( ),2;1;3A −−  ( )1;2;5B −− , ( )2;1;0C − , ( ).4;3;3D  
 

20. ( ),4;2;5A  ( )1;6;5B −− , ( )4;2;3C − , ( ).3;5;2D −  
 

21. ( ),0;0;4A  ( )2;1;2B − , ( )2;3;1C , ( ).7;2;3D  
 

22. ( ),5;2;4A  ( )1;7;0B , ( )7;2;0C , ( ).0;5;1D  
 

23. ( ),10;4;4A  ( )2;10;7B , ( )4;8;2C , ( ).9;6;9D  
 

24. ( ),5;6;4A  ( )4;9;6B , ( )10;10;2C , ( ).9;5;7D  
 

25. ( ),4;5;3A  ( )4;7;8B , ( )4;10;5C , ( ).8;7;4D  
 

26. ( ),6;6;10A  ( )2;8;2B − , ( )9;8;6C , ( ).3;10;7D  
 

27. ( ),2;8;1A  ( )6;2;5B , ( )4;7;5C , ( ).9;10;4D  
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28. ( ),5;6;6A  ( )5;9;4B , ( )11;6;4C , ( ).3;9;6D  
 

29. ( ),2;2;7A  ( )7;7;5B , ( )1;3;5C , ( ).7;3;2D  
 

30. ( ),4;6;8A  ( )5;5;10B , ( )8;6;5C , ( ).7;10;8D  
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