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Для выполнения типового расчета по обыкновенным дифференциальным 
уравнения (д. у.) рекомендуется изучить теоретический материал по следующим  
вопросам: 

Дифференциальные уравнения первого и высших порядков [1-10]. 
1. Основные понятия теории д.у. Задача Коши для д.у. первого порядка. Фор-

мулировка теоремы существования и единственности решения задачи Коши. 
2. Д.у. первого порядка: с разделяющимися переменными, однородные и при-

водящиеся к однородным. 
3. Линейные уравнения первого порядка, уравнения Бернулли. 
4. Уравнения в полных дифференциалах. 
5. Д.у. высших порядков, допускающие  понижение порядка. 
6. Линейный дифференциальный оператор, его свойства. Линейное однород-

ное дифференциальное уравнение, свойства его решений. 
7. Условие линейной независимости решений линейного однородного диффе-

ренциального уравнения. 
8. Линейное однородное д.у. Фундаментальная система решений. Структура 

общего решения. 
9. Линейное неоднородное д.у. Структура общего решения. 
10. Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных. 
11. Линейные  однородные д.у. с постоянными коэффициентами (случай про-

стых и кратных корней характеристического уравнения вещественных и ком-
плексных). 

12. Линейные неоднородные д.у. с постоянными коэффициентами с правыми 
частями специального вида. Метод подбора частного решения по виду правой час-
ти с помощью неопределенных коэффициентов. 

13. Решение линейных неоднородных уравнений с правой частью неспециаль-
ного вида методом Коши. 

 
ЗАДАЧИ № 1-16 

 
Задачи № 1-№ 5. Уравнения первого порядка: с разделяющимися перемен-

ными и приводящиеся к ним, однородные и приводящиеся к однородным, линей-
ным уравнения, уравнение Бернулли, уравнение в полных дифференциалах. 

Задача № 6. Смешанные задачи на д.у. первого порядка. Определить тип 
уравнения и указать в общем виде метод решения. 

Задача № 7.  Смешанные задачи на д.у. первого порядка. Определить тип 
уравнения и решить. 

Задача  № 8. Уравнения, допускающие понижение порядка. 
Задача  № 9. Однородные линейные д.у. второго и высших порядков. 
Задача  № 10 - №11. Неоднородные линейные уравнения с постоянными ко-

эффициентами с правой частью специального вида. 
Задача  № 12. Метод Лагранжа, метод вариации постоянных. 
Задача № 13. Решить методом Коши задачу Коши для линейных неоднород-

ных д.у. с непрерывной правой частью неспециального вида. 
Задача № 14. Решить методом Коши задачу Коши. 
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Задача № 15. Решить методом Коши задачу Коши для д.у. с разрывной правой 
частью. 

 
Дифференциальные уравнения первого порядка, разрешенные относи-

тельно производной. Общие сведения 
 
Д.У. первого порядка это равенство, содержащее неизвестную функцию у , 

производную у′  и переменную x , от которой зависит у . Общий вид д.у. первого 
порядка 

                                                      0)y,y,x(F =′                                                     (1) 
Обычно уравнение (1) стараются представить в форме, разрешенной относи-

тельно производной: 
                                                     )y,x(fy =′                                                          (2) 

или в форме, содержащей дифференциалы: 
                                                 0yd)y,x(Nxd)y,x(M =+                                          (3) 

От формы (2) можно перейти к форме (3) и наоборот. 

В самом деле, если в уравнении (2) заменить у′  через 
xd

yd
, умножить обе час-

ти уравнения на xd  и перенести все члены в одну сторону, то получим 
                                         0ydxd)y,x(f =− , 

Что представляет собой форму (3), где )y,x(f)y,x(M = , а 1)y,x(N −= . 
Наоборот, член уравнения (3) вправо и разделить обе части уравнения на 

xd)y,x(N , предполагая, что 0)y,x(N ≠ , то получим 
)y,x(N

)y,x(M

xd

yd −= , т.е. форму 

(2), где  
)y,x(N

)y,x(M
)y,x(f −= . 

Таким образом, Формы (2) и (3) совершенно равноправны, в дальнейшем ис-
пользуется та или другая форма. 

Еще раз подчеркнем, что для того, чтобы от формы (2), перейти к форме (3) 
надо y′  записать как отношение yd   и  xd , т.е. yd  деленное на xd . 

Чтобы от формы (3) перейти к форме (2), из равенства (3) надо выразить от-

ношение (частное) 
xd

yd
. 

Дифференциальному уравнению удовлетворяет, вообще говоря, целая система 
функций. 

Для выделения одной из них следует указать ее значение при каком-либо зна-
чении аргумента 0x , т.е. задать условие вида oyy =  при 0xx = , которое называют 
начальным условием. Часто его записывают в виде 

 

                                                  
0xx

y
= 0y=                                                          (4) 
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Решение уравнения (2) с условием (4) называют еще задачей Коши. 
Решение. 

)С,x(y ϕ=   (или интеграл 0)С,y,x(Ф = ) д.у. (2), зависящие от произвольно-
го постоянного С, называется общим решением (общим интегралом) д.у. (2), если 
путем подбора значений произвольного постоянного из него можно получить ча-
стное решение (частный интеграл), удовлетворяющее любому возможному на-

чальному условию 
0xx

y
= 0y= . (смотри теоремы существования и единственно-

го решения задачи Коши). 
Практически для определения С следует подставить в общее решение (общий 

интеграл) вместо yилиx  заданные значения  0x  и  0y  и разрешить уравнение 
                            )C,x(y 00 ϕ=    ( )0)C,y,x(Ф 00 =  

Относительно произвольного С.  Пусть  0СС = , тогда частное решение будет 
)C,x(y 0ϕ=  (соответственно частный интеграл 0)С,y,x(Ф 0 = ). 

Перейдем к рассмотрению отдельных типов дифференциальных уравнений, 
нахождение общих решений (общих интегралов) которых сводится к выполнению 
обычных операций вычисления интегралов. 

В задачах № 1 - № 5 найти общее решение )C,x(y ϕ=  или общий интеграл 
0)C,y,x(Ф =  и, где указано, решить задачу Коши. 

 
Задача № 1. Уравнения с разделяющимися переменными и приводящиеся 

к ним. 
Дифференциальное уравнение dx)x(fdy)y( =ϕ  называется уравнением с 

разделенными переменными, его общий интеграл имеет вид 

∫ ∫ +=ϕ Cdx)x(fdy)y( . 

Уравнение  dy)y()x(dx)y()x( 2211 ψϕ=ψϕ , в котором коэффициенты при 
дифференциалах распадаются на множители, зависящие только от  x   и только от 
y  называется уравнением с разделяющимися переменными. 
Путем деления на произведение  )x()y( 21 ϕ⋅ϕ  оно приводится к уравнению с 

разделенными переменными: 

dy
)y(

)y(
dx

)x(

)x(

1

2

2

1

ψ
ψ=

ϕ
ϕ

. 

Общий интеграл этого уравнения имеет вид 

Сdy
)y(

)y(
dx

)x(

)x(

1

2

2

1 =
ψ
ψ−

ϕ
ϕ
∫ . 

Замечание. Деление на )x()y( 21 ϕ⋅ψ  может привести к потере частных реше-
ний, обращающих в ноль произведение )x()y( 21 ϕ⋅ψ . 

Дифференциальное уравнение 

)Cbyax(f
dx

dy ++= ,  
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где   c,b,a  - постоянные,  заменой  переменных   Cbyaxz ++=   преобразуется   в  
уравнение с разделяющимися переменными. 

Пример 1.  
Решить уравнение  .0dyysec)e2(dxytge3 2xx =−+⋅  

Решение. Разделим обе части уравнения на произведение  )e2(ytg x−⋅  

                                               0
ytg

dyysec

e2

dxe3 2

x

x

=+
−

. 

Получим уравнение с разделенными переменными. Интегрируя его, найдем 
                                          1

x Cytglne2ln3 =+−− . 

После потенцирования получим 

                                   1C
3x

e
e2

ytg
=

−
   или   1C

33x
e

)e2(

ytg
=

−
. 

Откуда  1C
3x

e
)e2(

ytg ±=
−

. 

Обозначая Ce 1C =± , будем иметь C
)e2(

ytg
3x

=
−

  или 0)e2(Cytg 3x =−− . 

Получили общий интеграл этого уравнения. Функции  π= ky , ...,2,1,0k ±±=  
и 2lnx =  - являются частными решениями. 

Ответ: 0)e2(Cytg 3x =−−  - общий интеграл. 
Пример 2. 
Найти частное решение уравнения  ylnyxsiny =′ , удовлетворяющее началь-

ному условию   e
2/x

y =
π=

. 

Решение.  Имеем    ylnyxsin
dx

dy =  или dxylnyxsindy = . 

Разделяем переменные, для этого обе части уравнения делим на произведение 
ylnyxsin ⋅  

                                                     
xsin

xd

ylny

dy = . 

Интегрируя, найдем общий интеграл 

                                        Cln
2

x
tglnylnln +=  

в качестве производной константы  C взяли  Cln . 

После потенцирования, получим  
2

x
tgCyln ⋅=    или  2

x
tgC

ey
⋅

=  - общее реше-

ние исходного уравнения. 

Найдем константу C, используя начальное условие e)2/(y =π ,  2
tgC

ee
π⋅

=  или 
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Cee=  отсюда 1C = . 

Искомое частное решение или решение задачи Коши 2/xtgey = . 

Ответ: 2/xtgey = . 
Упражнения. Решить уравнения 

1. 0
y1

yd

x1

xd
22

=
−

+
−

.          Ответ:  Cyarcsinarcsin =+ . 

2. 0ydyxdy1x2 2 =+− .      Ответ: 1y;Cy1x 22 ±=−− . 

3. yxey −=′ .                                 Ответ:  Cee xy =− . 

4. 
1x

1y
y

+
−=′ .                               Ответ: C

1x

1y =
+
−

  или 1x;1)1x(Cy −≠++= . 

Решить уравнения с разделяющимися переменными: 
1. 0dy)x1(dx)y1( 22 =+++ . 
2. 0)1(y;0dyxydx)y1( 2 ==−+ . 
3. 0dyxydx)y1( 2 =++ . 
4. 1)1(y;0dx)yyx(dy)xxy( 22 ==−++ . 
5. 0xcosyxsiny =−⋅′ . 
6. 1)2/(y;yxtgy =π=⋅′ . 
7. dyxdx)y1( 2 =+ . 
8. 1)2/(y;0xcosyxsiny =π=⋅−⋅′ . 
9. 0x1yyy1x 22 =+′⋅++⋅ . 

10. 1)0(y;0dyx1ydxy1x 22 ==−+−⋅ . 

11. 1)y1(e y =′+− . 
12. 1)1(y;0dyxdxylny ==+ . 
13. 0dx)e1(x2dy)x1(e y2y =+−+ . 
14. e)2/(y;ylnyxsiny =π=′ . 
15. )x1(yy1x2 22 +′=− . 

16. 
1)0(y;

x1

y1
y

2

2

=
+
+=′ . 

17. y/xy =′ . 
18. 4/)0(y;dxxsinycosdyxcosysin π=⋅=⋅ . 
19. 1xyy 22 =+′⋅ . 
20. 2)0(y;0dy)e1(dxey x2x2 ==+−⋅ . 
21. 0xyy =+′⋅ . 
22. 4/)0(y;0dyysec)e1(dxytge2 2xx π==++⋅ . 
23. 0xyy)1x( =+′+ . 
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24. 0)0(y);yx(cosy =+=′ . 
25. 22 y1x1y +=−⋅′ . 

26. 
0)0(y;

yx2

1
y =

+
=′ . 

27. 
0

ycosy

xsinx
y ==′ . 

28. 
1)0(y;

y

x21
yy =−=′⋅ . 

29. )0(dy)x1(dxx)y1( 22 =+++ . 
30. 2)1(y;yyyx 2 ==+′ . 

 
Задача 2.  Однородные дифференциальные уравнения. 
Дифференциальное уравнение (д.у.) 

                                                  )y,x(f
dx

dy =  

Называется однородным д.у. относительно x   и  y , если функция )y,x(f  является 
однородной  функцией  своих  аргументов  нулевого  измерения.  Это  значит  

)y,x(f)y,x(ft)yt,xt(f 0 ==⋅⋅ . Например функция 
yx

yx
)y,x(f

22 +=  - однородная 

функция нулевого измерения. 
Однородное д.у. всегда можно представить в виде 

                                                  






ϕ=
x

y

dx

dy
                                                            (1) 

Введя новую искомую функцию 
x

y
z = , уравнение (1) можно привести к урав-

нению с разделяющимися переменными: zxzy,zxy ′+=′⋅=  

               )z(zxz ϕ=′+   или z)z(
dx

dz
x −ϕ=   переменные разделяются. 

 
Пример 3. 
Решить уравнение  yyxyx 22 +−=′ . 

Решение. Запишем уравнение в виде  
x

y

x

y
1y

2

2

+−=′ , разделив на  x  обе час-

ти уравнения. Сделаем замену )x(z
x

y = . Тогда  zxy ⋅= , zxzy ′+=′ . Получим  

zz1zxz 2 +−=′⋅+   или 2z1zx −=′ . 

Разделяя переменные, будем иметь  
x

dx

z1

zd
2

=
−

 . 
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Отсюда интегрированием находим  

1Clnxlnzarcsin +=      )0C( 1 >   или 

xClnZarcsin 1= , так как xCxC 11 ±= , то обозначая  СС1 =± , получим 

Cxlnzarcsin = . Заменяя  z  на  
x

y
, будем иметь общий интеграл 

Cxln
x

y
arcsin = , отсюда  Cxlnsinxy =  - общее решение. 

Ответ: Cxlnsinxy = . 
Упражнения. Решить уравнения 
1. 0yd)yx(xd)y2x(x 22 =−++ .              Ответ: Cxxy3y 323 =−− . 

2. 
x2

y3x
y

+=′ .                                               Ответ: xxCy
2/3 −= . 

3. 
y2x

yx
y

−
−=′ .                                               Ответ: Cy2yx2x 22 =+−  . 

4. ydyxdydyx =− . Соберем коэффициенты при ydиxd   

xdyyd)yx( =− .                                                 Ответ: 0y;)ylnC(yx ≠−= . 

 
Решить однородные дифференциальные уравнения. 

1. 0xdydx)yx( =+− . 
2. 

1)1(y;
x

y
lnyyx ==′ . 

3. )xlnyln(yyx −=′ . 
4. 1)1(y;0dxydy)xyx( ==+− . 

5. dx)xyxy(dyx 233 +−= . 
6. 0)1(y;0dyxdx)yxy( 22 ==−++ . 

7. 22 xyyyx −+=′ . 

8. 
0)1(y;

x

y
ey x

y

=+=′ . 

9. 222 yxyx2 +=′⋅ . 
10. 

1)0(y;
yx

xy2
y

22
=

−
=′ . 

11. 0dy)x3y2(dx)y3x4( =−+− . 
12. 

0)1(y;x
x

y
arctg)yyx( ==−′ . 

13. 0dy)xy(dx)xy( =++− . 
14. 1)0(y;0dxyx2dy)x3y( 22 ==+− . 
15. 

y

x

x

y
y +=′ . 
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16. 
0)1(y;

x

y
sinyx

x

y
sinyx =







=+






⋅′ . 

17. 







+=′
x

y
sin

x

y
y . 

18. 

2
)1(y;

x

y
tgxyyx

π=






=−′ . 

19. 

yx

yx
y

+
−=′ . 

20. 1)1(y;0dyxydx)yx( 22 ==−+ . 
21. 0dyxdx)yx( =+− . 
22. 

0)1(y;yexyx x

y

=+=′ . 
23. dyyxdyxdxy 22 =+ . 
24. 0)1(y;y)xyx2(yyx 22 =′⋅+=+ . 

25. 
y)ey(x x

y

=+′ . 
26. 1)1(y;x2yyyx 22 =+=′⋅ . 
27. 

x

y
tgxyyx +=′ . 

28. 
0)1(y;

yx

yx
y =

−
+=′ . 

29. 22 yxyyx −=−′ . 

30. 1)0(y;0dxxy2dy)yx( 22 ==−+ . 
 
Задача 3. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 
Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется урав-

нение линейное относительно неизвестной функции и ее производной. Оно имеет 
вид 

                                     )x(qy)x(p
xd

yd =+                                                             (1) 

где )x(qи)x(p  - заданные функции от  x , непрерывные  в той области, в которой 
требуется проинтегрировать уравнение (1). 

Если 0)x(q = , то уравнение (1)  называется линейным однородным. Оно явля-
ется уравнением с разделяющимися переменным и имеет общее решение 

                                                     ∫=
− dx)x(p

eCy . 
Общее решение неоднородного уравнения можно найти следующими спосо-

бами: 
1) методом вариации произвольной постоянной, который состоит в том, что 

решение уравнения (1) находится в виде 
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∫=
− dx)x(p

e)x(Cy , где  )x(С - новая неизвестная функция. 
2) уравнение (1) может быть проинтегрирован с помощью подстановки    

)x(V)x(Uy ⋅= , где )x(Vи)x(U  - неизвестные функции от x . 
3) решение уравнения (1) можно найти еще и по формуле 

                                     





 ∫+⋅∫= ∫

−
dxe)x(qCey

dx)x(pdx)x(p
. 

Замечание.  Может оказаться, что дифференциальное уравнение линейно от-

носительно x  как функции от y . Нормальный вид (коэффициент при  
dy

dx
 равен 1) 

такого уравнения 

                                  )y(x)y(r
dy

dx ϕ=⋅+                                                              (1′ ) 

Пример 4. 

Решить уравнение  
2xex2yx2y −=+′ . 

Решение. Вид уравнения нормальный 
2xex2)x(q,x2)x(p −== . 

( ) ( )
( ).xCe

xdx2Cexdеex2Ce

xdeex2Ce)x(y

2x

xхxx

dxx2xdxx2

2

2322

2

+=

=∫+=∫ ⋅+=

=







∫
∫⋅+⋅∫=

−

−−−

−

 

       Ответ: ( )2x xCe
2

+− . 
 

Упражнения. Решить уравнения 
1. xcosxsinxsinyy =−′ .                     Ответ: 1xcoseCy xcos +−= − . 

2. 222 )x1(yx2y)x1( +=−′+ . 

Приводим к виду )x(qy)x(py =+′ , 2
2

x1y
x1

x2
y +=

+
−′  и решаем по формуле 









∫
∫+∫=

−
xde)x(qCey

xd)x(pxd)x(p
.              Ответ: )xC()x1(y 2 ++= . 

3. xeyy =+′ .                                            Ответ: xx e
2

1
eCy += − . 

4. 0yd)yx(2xdy =++ .                         Ответ: y
3

2

y

C
x

2
−= . 

 
Уравнение линейное относительно функции )y(xx = . Приводим его к виду 

y2x2)y(xy −=+′⋅   или  2x
y

2
x −=+′ . 
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Решить линейные дифференциальные уравнения первого порядка: 
1. ( ) 02/y;xcosxyyx 2 =π+=′⋅ . 
2. xey2y −=+′ . 
3. yxeyx x +=′ ; e)1(y = . 
4. 2xex2yx2y =−′ . 
5. 

0)0(y;
xcos

1
xtgyy =+⋅+′ . 

6. 2xeyx2y −=+′ . 
7. 4/1)0(y;xey2y x =−+=′ . 
8. xcosxy2yx 3=−′ . 
9. 0)1(y;yyxxyxy 2 ==++′⋅ . 
10. xlnx3yxlnxy 23=−⋅′ . 
11. 1)0(y;xsin1yxcosy =−=+⋅′ . 
12. ( ) y2yyx2 2 =′⋅− . 
13. ( ) 0)0(y;xarctgyyx1 2 ==+′+ . 
14. 

xyylny2

y
y

−+
=′ . 

15. 0)0(y;xarcsinyx1y 2 ==+−′ . 

16. exx ex2eyy =−′ . 
17. 

2/e)e(y;xlnxxlnx
xlnx

y
y 2===−′ . 

18. 2xexyx2y −=+′ . 
19. 0)2/(y;1xcosyxsiny =π=−′ . 
20. 

x
x

y3
y +=′ . 

21. 0)0(y;xsecxtgyy ==−′ . 
22. xcos/1xtgyy =⋅+′ . 
23. b)a(y;0eyyx x ==−+′ . 
24. 222 )x1(yx2y)x1( +=−′⋅+ . 
25. 1)0(y;xcosyy ==+′ . 
26. x3ey2y =+′ . 
27. 

0)1(y;1y
x

x21
y

2
==−+′ . 

28. 1xln2x/yy +=+′ . 
29. 1)0(y;eyy x2 ==+′ . 
30. dy)xyarctg(dx)y1( 2 −=+ . 
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Задача 4.  Уравнение Бернулли. 
Уравнение Бернулли имеет вид  
                          1;0,y)x(qy)x(py ≠α=+′ α                                                       (1) 

(при 1и0 =α=α   это уравнение является линейным). 

Уравнение (1) умножим на  α−y   

                                  )x(qy)x(p
xd

yd
y 1 =+⋅ α−α−                                                           (2) 

Обозначим yy)1(z;)x(zy1 ′⋅α−=′= α−α− . 
Уравнение (2) умножим на  ( )α−1  

)x(q)1(y)x(p)1(yy)1( 1 α−=⋅α−+′⋅α− α−α−   или 
                          )x(q)1(z)x(p)1(z α−=α−+′                                                      (3) 
(3) – линейное уравнение относительно переменной  )x(z . 
Таким образом, уравнение Бернулли можно привести к линейному уравнению. 
Замечание. Уравнение Бернулли может быть проинтегрировано также мето-

дом вариации постоянной, как линейное уравнение и с помощью подстановки 
)x(v)x(u)x(y ⋅= . 

Пример 5.  
Решить уравнение Бернулли  xlnyyyx 2=+′ . 

       Приведем уравнение к виду 
                                   α=⋅+′ y)x(qy)x(py  

                              2;y
x

xln
y

x

1
y 2 =α⋅=+′ . 

Обе части уравнения умножим на 2y−  и сделаем замену )x(zy 1 =− , причем, 

yy)x(z 2 ′⋅−=′ − , получим 
x

xln
z

x

1
z −=−′  - это линейное уравнение относительно 

)x(z . 

                      

( )

.
x

1
xln

x

1
Cxxd

x

xln
Cx

dxe
x

xln
Ce

dxexqCe)x(z

2

x

dx

x

dx

dx{x(pdx)x(p








 ++=






 −⋅=

=






 ∫⋅






−+∫=

=





 ∫+⋅∫=

∫

∫

∫

−

−

 

Получили 






 ++⋅=
x

1
xln

x

1
Cxz . 

Поэтому 
1xlnxC

1

z

1
y

++
== . 

Ответ: 
1xlnxC

1
y

++
= . 
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Упражнения. Решить уравнения 

1. 2yyyx =−′ .                               Ответ: 0y;
xC

x
y =

−
= . 

2. 2yxyx =+′ .                              Ответ: ( )xlnCx
y

1 −= . 

3.  ( ) 0)1(y;1yyxyx 32 ==′+ .      Ответ:  

2ye

1
x

22

y2

+−−

=
−

. 

Уравнение следует переписать в виде 
32 yxyx

yd

xd +=   или 32yxyxx =−′ - это уравнение Бернулли относительно 

функции )y(xx = . 

4. 
y2

1
y

x

1
y =−′ .                               Ответ: xxCy 22 − . 

Обе части уравнения следует умножить на  y  и сделать замену  )x(zy2 = . 
Решить уравнения Бернулли: 
 

1. 
0)0(y;yxy

x1

x
y

2
==

−
+′ . 

2. 2yx2yx2y =+′ . 
3. 

1)1(y;
y2

1
y

x

1
y ==−′ . 

4. 332 xy2yyx3 =−′⋅ . 
5. ( ) 1)0(x),y(xx;1yyxyx 32 ===′+ . 
6. 2x2 eyyx2y =+′ . 
7. 1)1(y;xlnyyyx 2 ==+′ . 
8. xx ey2ey2y ⋅=−′ . 

9. ( ) 0)0(y;yxxyx9y 3/2252 =+=−′ . 
10. 

xcosy
x
y

xlny2 1 ⋅=+′ − . 

11. 1)0(y;yxyy 2 ==−′ . 
12. xsinyxcosyxsiny2 23 ⋅=⋅+⋅′ . 
13. 1)1(y;yyyx 2 ==−′ . 
14. xcosyxcosyy 2 ⋅=⋅−′ . 
15. 1)0(y;yx2yx2y 33 ==+′ . 
16. yex2yx4y

2x ⋅=+′ − . 

17. 0)0(y;0xyyy3 32 ==++′⋅ . 
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18. x2 eyyy =+′ . 
19. 1)0(y;y)x1(yy 22 =+=−′ . 
20. xcosyyxtgy 4 ⋅=⋅−′ . 
21. 

0)1(y;yx
2

3
y

x2

3
y 3/1 ==−′ . 

22. 33yx2yx2y =+′ . 
23. 1)0(y;yey2y 2x =⋅=+′ . 
24. 

0y
1x

y
y 2 =+

+
+′ . 

25. 1)1(y;yxyyx 2 =−=−′ . 
26. 0xcosyxtgyy 2 =⋅+−′ . 
27. 1)1(y;0yx2yx4y 33 ==++′ . 
28. 0yxy4yx 2 =−−′ . 

29. 1)0(y;yxyx3y 2 ==−′ . 
30. 23 yx2yx2y =−′ . 

 
Задача 5. Уравнения в полных дифференциалах. 
Дифференциальное уравнение вида 
                            0dy)y,x(Ndx)y,x(M =+                                                         (1) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть представ-
ляет полный дифференциал некоторой функции )y,x(u  , т.е. 

                                   dy
y

u
dx

x

u
duydNxdM

∂
∂+

∂
∂≡≡+ . 

Для того, чтобы уравнение (1) являлось уравнением в полных дифференциа-
лах, необходимо и достаточно, чтобы в некоторой области  D  изменения перемен-
ных yиx  выполнялось условие 

                                           
x

N

y

M

∂
∂≡

∂
∂

                                                                    (2) 

В этом случае общий интеграл имеет вид  C)y,x(u =   или 

                             ∫ ∫ =+
x

x

y

y
0

0 0

Cdy)y,x(Ndx)y,x(M . 

 
Пример 6.  
Решить уравнение   ( ) 0dyxycosxdxxycosxyxysin 2 =⋅⋅+⋅+ . 
Решение. Проверим является ли данное уравнение уравнением в полных диф-

ференциалах 
                      xycosx)y,x(N;xycosxyxysin)y,x(M 2 ⋅=⋅+= . 
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.xysinyxxycosx2

x

N

,xysinyxxycosx2xysinyxxycosxxycosx
y

M

2

22

−=
∂
∂

−=−+=
∂
∂

 

Получили, что 
x

N

y

M

∂
∂=

∂
∂

, условие (2) выполнено, значит данное уравнение в 

полных дифференциалах. 
Найдем функцию )y,x(u . Для этого имеем систему: 

                            










⋅==
∂
∂

+=≡
∂
∂

.xycosx)y,x(N
y

u

,xycosyxxysin)y,x(M
x

u

2

 

Из первого уравнения, интегрированием по x  при постоянном  y , определяем 
)y,x(u : 

                 ( )∫ ϕ+⋅+= )y(dxxycosxyxysin)y,x(u , 

где  )y(ϕ  - произвольная функция (вместо постоянной интегрирования С берем 
функцию )y(ϕ ) 

Частная производная  
y

u

∂
∂

, найденной функции )y,x(u  должна равняться в си-

лу второго уравнения системы, xycosx2 , что дает 

)y(xycosx
y

u
);y(xysinx)y,x(u 2 ϕ′+=

∂
∂ϕ+= , 

xycosx)y(xycosx 22 ⋅=ϕ′+ . 
Отсюда   1C)y(,0)y( =ϕ=ϕ′ , 

211 CCxysinx;Cxysinx)y,x(u =++=  - общий интеграл. 
Ответ: Cxysinx = , где 12 CCC −= . 
 
Упражнения. Решить уравнения 

1.  0yd
y

x
xd

y

1
2

=− .                                              Ответ:  C
y

x = . 

2.  0
yx

xdyydx
22

=
+
−

.                                           Ответ: C
x

y
arctg = . 

3.  ( ) ( ) 0yd1xy2xd1yx2 =−−++− .          Ответ: Cyxyxyx 22 =−+−+ . 

4.  0xd
x

y
yd

x

1
2

=− .                                        Ответ: C
x

y = . 

,0yd
x

1
xd

x

y
2

=+−  
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x

1
)y,x(N;

x

y
)y,x(M

2
=−= , 

⇒−=
∂
∂−=

∂
∂

22 x

1

x

N
;

x

1

y

M
 уравнение в полных дифференциалах. 

Проинтегрировать уравнения в полных дифференциалах: 
 

1. ( ) 0y)y2xyyx2(x 2222 =′⋅+++ . 
2. 0yd)y4x6(xd)xy6x3( 3222 =+++ . 
3. 

0yd
x

y3
y4ysecxxd

x

y2
ytgx3

2

2
323

3

2
2 =








+++








− . 

4. 
0yd

y

xsin
yxdх

y

x2sin
2

2

=







−+







 + . 

5. ( ) ( ) 0ydy3xy2xdyx2x3 22 =+−+−− . 
6. ( ) 0ydxlnxx1xd

x

y
yx2

x1

yx 22

2
=−+++














−+

+
. 

7. ( ) ( ) 0ydy/1xcosycosxxdx/1xsinyysin =+−+++ . 
8. ( ) ( ) 0xdayxxydayxy 222222 =−++++ . 
9. ( ) ( ) 0ydyx3xxdyyx3 2332 =+++ . 
10. ( ) ( ) 0ydy3yx6xxdy3yx2 222 =−+++ . 
11. ( ) ( ) 0yd3xyx6xdx2yx2y3 22 =+++++ . 
12. ( ) 0ydyxxdyx1x2 22 =−−−+ . 

13. ( ) ( ) 0dyxshychxxdyshxchy =+++ . 
14. 0dyydxx =+ . 
15. 

0yd
y

x
xd

y

1
2

=− . 

16. 
( ) 0ydy/x1exde1 x

y

x

y

=−+







+ . 

17. ( ) ( ) 0ydxy2xdyx =−+− . 
18. 

0yd
y

x3y
xd

y

x2
4

22

3
=−+ . 

19. ( ) ( ) 0ydy2xxdyx2 =+++ . 
20. ( ) ( ) 0yd3x8x5xd1y8yx10 2 =+−++− . 
21. ( ) ( ) 0dy3yx4x3xdy2yx6x3 2222 =−−+−+ . 
22. 

0yd
y

3
xxd

x

2
y

22
=







 −+






 + . 
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23. ( ) 0ydexdeyx2 xx =+− −− . 
24. 

( ) 0ydey/x1xdex2 y

x

y

x

=−+













+ . 

25. ( ) 0ydy2sinxy2xdycosx2 22 =−+ . 
26. ( ) ( ) 0ydy/1xcosycosxxdx/1xsinyysin =−−++− . 
27. ( ) ( ) 0ydyxy2xdyxx2 2323 =−+− . 
28. ( ) 0ydy2exxde yy =−+ . 
29. 

xd1
yx

y

yx

ydx
2222 








−

+
=

+
. 

30. ( ) ( ) 0ydyyx1xdyxx1 2222 =++−+++ . 

 
Задача 6. Смешанные задачи на дифференциальные уравнения первого 

порядка. 
Смешанные задачи на дифференциальные уравнения первого порядка. 
Определить тип дифференциального уравнения и указать в общем виде метод 

его решения: 
Пример  7. 

а)  
x

y

x

y
siny +=′ .                                                     Ответ: однородное: zxy ⋅= . 

б)  0ydyyx2
y2

x
xdyx

y

x
2

2
2 =








++−+







 +− .  Ответ: в полных дифферен- 

                                                                                               циалах. 
в) ( ) ( ) x21yx21yxx 2 +=+−′+ .                          Ответ: линейное, vuy ⋅= . 

г)  2yxyy =−′ .      
                                                  Ответ: Бернулли, vuy ⋅= . 
Упражнения. 
Определить тип уравнения и указать в общем виде метод решения: 
1.  ( ) ( ) x1yx21yxx 2 +=+−′+ .                            Ответ: линейное,  vuy ⋅=  или 

     







∫
∫+∫=

−
xde)x(qCey

xd)x(pxd)x(p
. 

2. ( ) yxyxyx2y2 22 ′=−− .                                  Ответ: Бернулли, vuy ⋅= . 

3. ( ) 0xdyxydyx 22 =++ .                                     Ответ: однородное, )x(z
x
y = . 

4. 0ydyyx2
y2

x
xdyx

y

x
2

2
2 =








++−+







 +− .  Ответ: в полных дифферен- 

                                                                                              циалах. 
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Определить тип уравнения и указать в общем виде метод решения: 
 

1.   y

xy

3

2

exsin
−′

= . 

2.   
yxx3y

x2
yx

2
22

′+−
=+ . 

3.   ( ) ( ) 0yeex1x1 y2x2 =′⋅−+++ . 

4.   ( ) 0yx2yx2yxx1y2 2322 =+−−−′ . 

5.   ( ) 0ydyx2xdy 2 =−+ . 

6.   0yd
y2

x
yyx2xdyx

y

x
2

2
2 =








−++







 +− . 

7.   ( ) 0ydyx2xxdy =−+ . 

8.   ( ) 0xdyxyd1yx 22 =+++ . 
9.   )xy(siny −=′ . 

10. 
y

xay
arccosx

−′
= . 

11. 
1x2x

eyy
y

2

xsinx2

−+
−′

= . 

12. 
2

22

y

xyxy
y

−+=′ . 

13. y)xy(y 2 =−′  

14. 
1x

yx
yxy

2 −
+=′ . 

15. 1xcosyxsiny =′+ . 

16. 0xcosyyy 2 =+−′ . 

17. x
x

y
cosy

x

y
cosyx −=′ . 

18. 0yd
y

x
1exde1 y

x

y

x

=






 −+













+ . 

19. ( ) ( ) 0ydyyx1xdyxx1 2222 =++−+++ . 

20. x
x

y
cosy

x

y
cosyx −=′ . 

21. ( ) 1yxy 2 +−=′ . 
22. ( ) xxcosxsinyxcosxxsinyxsinx −=−+′ . 

23. x2sinyxcosyy n=+′ . 

24. ( ) ( ) 0ydyx3yxdyx3x 2323 =−+− . 
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25. ( ) ( ) 0ydx5,2yx8yxdx6y4yx5 2222 =+−+−− . 

26. 
2yx2

1
y

−
=′ . 

27. yx3yxx 2 ′+=′+ . 

28. ( )
2x

x41
y21x2

−=−− . 

29. 
2

yx
cos

2

yx
cosy

−=++′ . 

30. 
yxy2

d

yyxx

xd
222 −

=
+−

. 

 
Задача 7.  Смешанные задачи на дифференциальные уравнения первого 

порядка. 
Упражнения. Определить тип уравнения и решить его: 

1. 
2x1

yx
y

−
=′ .                                  Ответ: с разделяющимися переменными,                 

                                                                
2x1eCy −−=  .                                                                         

2. 
2

)1(y;
x
y

x
y

siny
π=+=′ .                    Ответ: однородное,  x

x2

y
tg = . 

3.  xy
x
1

y =−′ .                                       Ответ: линейное,  2xxCy += . 

4. 2yxyy =−′ .                                       Ответ: Бернулли, 
1xeC

1
y

x +−
= − . 

Определить тип уравнения и решить: 
 

1. ( ) ( ) 02x6yx2x3y 2 =−−−′ . 
2. 3/xyyyx 432 =−′⋅ . 
3. ( ) 0ydyxxdyx 22 =−+ . 
4. 3xyxy =+′ . 
5. ( ) 0xdyydyx =−− . 
6. ( ) 0ydy2sinxxd1y2cosx 2 =−+ . 
7. xcosyxtgyy 2−=′ . 
8. 

2y

x21
y

−=′ . 

9. ( ) 0ydx6yxdy2 2 =−+ . 
10. 

ydexxdyeyx y

x

22y

x

=













+ . 



 21

11. ( ) ( ) 0ydyxy2xdyxx2 2323 =−+− . 
12. xlnyyyx 2=+′ . 
13. 0)1x(y2yx3 =−′+−+ . 
14. 

yx

yx
y

−
+=′ . 

15 x2sinxsinyxcosy =−′ . 
16. ( ) ( ) 0ydysiny/xxdylnx2 =+++ . 
17. 

32 yxyx

1
y

+
=′ . 

18. 

yxy2

yd

yyxx

dx
222 −

=
+−

. 

19. ( ) 0ydexdxsinxeyx2
22 xx =+− . 

20. ( ) ( ) 0ydx5,2yx8yxdx6y4yx5 2222 =+−+−− . 
21. ( ) ( ) 0ydyx3yxdyx3x 2323 =−+− . 
22. ( ) 0ydxxdyyx 2 =−+ . 
23. ( ) 0ydy2xdx2yx 22 =+++ . 
24. xlnyyyx 2=+′ . 
25. yyxyx 22 ++=′ . 

26. x2sinxtgyy =+′ . 
27. 0yx2yx4y 33 =++′ . 
28. yyxyx 2 =+′ . 
29. 0yxlnyyx 2 =+−′ . 
30. ( ) ( ) 0ydxyxxdyxy 2222 =−++ . 

 
Задача 8. Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие 

понижение порядка. 
Укажем три вида дифференциальных уравнений, допускающих понижение 

порядка 
I. Уравнение вида   
                                     )x(fy )n( =                                                                           (1) 
После n– кратного интегрирования получается общее решение. 
II. Уравнение не содержащее искомой функции и ее производных до порядка 

1k −  включительно 
                                ( ) 0y,...,y,y,xF )n()1k()k( =+ .                                                     (2) 
Порядок такого  уравнения можно понизить на k  единиц заменой 
                                                )x(z)x(y )k( = . 

Тогда уравнение (2) примет вид  ( ) 0z,...,z,z,xF )kn( =′ − . 
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Из последнего уравнения, если это возможно, определяют 
( )kn21 C,...,C,C,xfz −= , а затем находят  y   из уравнения 

                                       ( )kn21
)k( C...,,C,C,xfy −= , 

k  – кратным интегрированием. 
III. Уравнение не содержит независимого переменного 
                                       ( ) 0y...,,y,y,yF )n( =′′′ .                                                     (3) 
Подстановка )y(py =′ , позволяет понизить порядок уравнения на единицу. Все 

производные выражаются через производные от новой функции  yпоp : 

                                

( ) ( ) .pppppp
yd

d
pp

xd

d
y

,ppypy

),y(py

2
yy

2
yy

yxy

′+′′=⋅′⋅=⋅′=′′′

⋅′=′⋅′=′′
=′

 

Пример 8.  
Найти общее решение уравнения      xcosxsiny +=′′′ . 
Решение. 

1Cxsinxcosy ++−=′′ , 

21 CxCxcosxsiny ++−−=′ , 

32

2

1 CxC
2

x
Cxsinxcosy +++−= . 

Пример 9.  Решить уравнение    2)y(1y ′′+=′′′ . 

Решение. 
Данное уравнение не содержит искомой функции  y  и ее производной, урав-

нение II типа. Полагаем )x(zy =′′ , тогда  zy ′=′′′ . После этого уравнения примет 

вид 2z1z +=′ . 

Разделяя переменные, найдем )Cx(shz 1+= , заменяя на y ′′ , получим 
)Cx(shy 1+=′′ . Интегрируя последовательно, будем иметь  

                                ;C)Cx(chy 21 ++=′   
                            321 CxC)Сx(shy +++= .    
Ответ: 321 CxC)Сx(shy +++= . 

Пример 10. Решить уравнение  y2 e2yy −=′+′′ . 
Решение. 
Данное уравнение III типа. Введем обозначение ppy),y(py y ⋅′=′′=′ , получим 

y2
y e2ppp −=+⋅′ - уравнение Бернулли. Подстановкой  )y(zp2 =  оно сводится к 

линейному уравнению ye4z2z −=+′ . 

( )
.e4eC

yde44Ceydee4Cez

yy2
1

y
1

y2yd2y
1

yd2

−−

−−−

+=

=∫ ∫+⋅=







∫
∫⋅+⋅∫=
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Заменяя  z  на 2p , получим  y2
1

y eCe4y −− +±=′ . Интегрируя, будем иметь 

1
y

2 Ce4
2

1
Cx +±=+   или  ( ) 1

y2
2 C

~
eCx +=+ ;   

4

C
C
~ 1

1 = . 

Замечание. При решении задачи Коши для уравнений высших порядков целе-
сообразно определять значения постоянных iС  в процессе решения, а не после на-
хождения общего решения уравнения. 

Пример 11.   Решить задачу Коши 1)0(y,1)0(y;y2y 3 =′==′′ . 
Решение. 
Полагая )y(py =′ , получим  3

1 y2pp =′   или  ydy2dpp 3=  откуда 1
42 Cyp += ; 

1
4 Cyy +=′ . 

Разделяя переменные, найдем ( )∫ +=+ −
ydCyCx

2/1

1
4

2 . Интеграл в правой 
части в элементарных функциях не вычисляется, как интеграл  от  дифференциаль- 
ного бинома, случай неберущегося интеграла.  

Но если использовать начальные условия  1)0(y,1)0(y ==′ , то 0C1 =  и тогда  

;
x1

1
y;1C;

Cx

1
y;Cx

y

1
;yy 2

2
2

2

−
=−=

+
−=+=−=′  

Ответ: 
x1

1
y

−
= . 

Упражнения. Решить уравнения. 

1) 
3x

2
y =′′′ .                                   Ответ:  32

2

1 CxC
2

x
Cxlny +++= . 

2) 3y
2

1
y ′′−=′′′ .                            Ответ:  ( ) 32

2/3
1 CxCCx

3

4
y +++±= . 

3) 3yyy ′=′′⋅ .                                                 Ответ: 0CyCxylny 21 =+++ . 

4) ( ) 3)0(y,1)0(y;yx21xy 2 =′=′=+′′ .     Ответ:  1x3xy 3 ++= . 
 
Решить уравнения, допускающие понижение порядка 

1. xy IV = . 
2. 0)0(y,1)0(y;exy x =′==′′ . 
3. xcosxy +=′′′ . 
4. 

1)1(y,0)1(y;
x

xln
y

2
=′==′′′ . 

5. xsinxy +=′′ . 
6. ( ) 4/1)1(y;12/1)1(y;12xy 5 −=−′=−=+⋅′′ . 
7. 

2x1

1
y

+
=′′ . 

8. 0)0(y)0(y;exy x =′=⋅=′′ . 
9. 3x2yx +=′′′ . 
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10. 0)0(y)0(y)0(y;ey x =′′=′==′′′ − . 
11. x2sinxtgyy =⋅′+′′ . 
12. 

2

2
)1(y;

5

2
)1(y;

y

x

x

y
y2

2

=′=
′

+
′

=′′ . 

13. 2x xeyyx ⋅=′−′′ . 
14. 0)1(y;0)1(y;0yyx =′==′′−′′′ . 
15. 0yx2y 2 =′⋅+′′ . 
16. ( ) 3)0(y,1)0(y;yx21xy 2 =′=′=+′′ . 
17. 01yxyx 23 =−′+′′ . 
18. 

4)2(y,0)2(y;
y

x

x

y
y

2

=′=
′

+
′

=′′ . 

19. ( ) 0yye1 x =′+′′+ . 
20. ( ) 1)2(y,2)2(y;yyxyx 2 =′=′=′+′′ . 
21. 01yy3 =+′′⋅ . 
22. 1)2(y,1)2(y;0y3y2 2 −=−′=−=−′′ . 
23. 2y2ytgy ′=⋅′′ . 
24. 0)1(y,1)1(y;1yy3 =′=−=′′⋅ . 
25. ( ) 2y2y1y ′=′′− . 
26. 0)0(y,1)0(y;y4y3yy2 22 =′==′−′′ . 
27. 1)y(yy 2 =′+′′ . 
28. 1)0(y,1)0(y;1yyy 2 −=′==′+′′ . 
29. 2yyy ′=′′ . 
30. 1)0(y,1)0(y;1yy4 −=′==⋅′′ . 

 
Задача 9. Линейные дифференциальные уравнения 2– го и n–го порядка.  

Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами. 
Рассмотрим  дифференциальное уравнение 
                              0ya...yaya n

)1n(
1

)n(
0 =+++ − ,                                                 (1) 

где  n10 a,...,a,a  - вещественные постоянные числа. Решение уравнения (1) нахо-
дим в виде   
                                                        xey λ=  - подстановка Эйлера                               (2) 
λ  - неизвестная постоянная. Подставляя (2)  в  (1), получим уравнение 
                                                 0a...aa n

1n
1

n
0 =++λ+λ − ,                                             (3) 

которому удовлетворяет λ . 
Уравнение (3) называется характеристическим уравнением. 
Пусть n21 ...,,, λλλ  - корни уравнения (3), причем среди них могут быть и 

кратные. 
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Возможны следующие случаи: 
1) n21 ...,,, λλλ  - вещественные и различные 
Тогда фундаментальная система решений уравнения (1) имеет вид 

xxx n21 e...,,e,e λλλ  и общим решением искомого уравнения будем  

                         x
n

x
2

x
1.o.o

n21 eC...eCeCy λλλ +++= . 
2) Корни характеристического уравнения вещественные, но среди них есть 

кратные. Пусть, например, 
                         λ=λ==λ=λ ~

... k21 , т. е. λ~  – является  k  – кратным корнем 
уравнения (3), а остальные  kn −  корнем различные. 

Фундаментальная система решений в этом случае имеет вид 
                        xx...x

~
1kx

~
2x

~
x

~
nn e,...,e,ex,...,ex,xe,e λ++λλ−λλλ ⋅ ,  

а общее решение 
              x

n
1kx

1k
x

~
1k

k
x

~

2
x

~

1o.o
n1k eCx...,eCexC...exCeCy λ−⋅λ

+
λ−λλ ⋅++++++= + . 

3) среди корней характеристического уравнения есть комплексные числа. 
Пусть  для определенности 
      δ−γ=λδ+γ=λβ−α=λβ+α=λ i,i,i,i 4321 , 

А остальные корни вещественные (комплексные корни попарно сопряженные, т. к. 
по предположению коэффициенты уравнения (3)  ia  – вещественные). 

Фундаментальная система решений имеет вид 
                   ,xsine,xcose,xsine,xcose xxxx δ⋅δ⋅β⋅β⋅ γγαα  

                                          ,e,...,e,e xxx n65 λλλ  
а общее решение 

             
.eC...eCeC

xsineCxcoseCxsineCxcoseCy
x

n
x

6
x

5

x
4

x
3

x
2

x
1.o.o

n65 λλλ

γγαα

++++

+δ⋅+δ⋅+β⋅+β⋅=
 

4) в случае, если  β+α=λ i1   является k – кратным корнем уравнения (3), то 
β−α=λ i2  также будет k – кратным корнем и фундаментальная система решений 

будет иметь вид 

        
,e,...,e,xsinex,xcosex

,...,xsinex,xcosex,xsine,xcose
xxx1kx1k

xxxx

n1k2 λ⋅λα−α−

αααα

+β⋅β⋅⋅

β⋅⋅β⋅⋅β⋅β⋅
 

а общее решение 

        
.eC...eCxsinexCxcosexC

...xsinexCxcosexCxsineCxcoseCy
x

n
x

1k2
x1k

k2
x1k

1k2

x
4

x
3

x
2

x
1.o.o

n1k2 ⋅λ⋅λ
+

α−α−
−

αααα

+++β⋅⋅+β⋅+

++β⋅⋅+β⋅⋅+β⋅+β⋅=
+

 

 
Пример 12. Найти общее решение уравнения  0y3y2y =′−′′−′′′ . 
Решение. 
Составляем характеристическое уравнение  032 23 =λ−λ−λ . 
Находим 3,1,0 321 =λ−=λ=λ . Так как все они действительные и различные, 

то общее решение имеет вид  x3
3

x
21.o.o eCeCCy ++= −  . 
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Пример 13.  Найти общее решение уравнения  0yy2y =′+′′+′′′ . 
Решение. 
Характеристическое уравнение имеет вид   

( ) 012;02 223 =+λ+λλ=λ+λ+λ . 
Отсюда 1,0 321 −=λ=λ=λ .  Корни вещественные, причем один из них 
1−=λ  – двукратный, поэтому общее решение имеет вид 

                    3
x

2
x

1.o.o CexCeCy +⋅+= −− . 
Пример 14. Решить уравнение   0y13y4y =′+′′+′′′ . 
Решение. 
Характеристическое уравнение  0134 23 =λ+λ+λ  имеет корни  01 =λ ,  

i322 −−=λ ,  i323 +−=λ . 
Общее решение 
                    x3sineCx3coseCCy x2

3
x2

21.o.o ⋅+⋅⋅+= −− . 

Пример 15. Решить уравнение  0y2yy4y2y2y IVv =−′+′′−′′′+− . 
Решение. 
Характеристическое уравнение  02422 2345 =−λ+λ−λ+λ−λ   или      

( )( ) 012
22 =+λ−λ  имеет корни 2=λ – однократный и i±=λ – пара двукратных 

мнимых корней. Общее решение 
                      ( ) ( ) xsinxCCxcosxCCeCy 5432

x2
1.o.o ++++= . 

Упражнения. Проинтегрировать следующие однородные линейные уравнения. 
1) 0y8y6y =+′−′′ .        Ответ: x4

2
x2

121 eCeCy,4,2 +==λ=λ . 

2) 0yy2y =′+′′−′′′ .        Ответ:  x
3

x
213,21 exCeCCy,1,0 ++==λ=λ . 

3) 0y2y2y IVV =′′′+− .  Ответ:  ,i1,0 5,43,2,1 +=λ=λ           

                                                                              xsineCxcoseCxCxCCy x
5

x
4

2
321 +⋅+++= . 

4) 0y16y8yV =′+′′′+     Ответ:  i2,,i2,0 5,43,21 ±=λ±=λ=λ , 

                                         x2sinxCx2cosxCx2sinCx2cosCCy 54321 +⋅+++= .      
. 

Решить однородные дифференциальные уравнения с постоянными коэффици-
ентами: 

1. 10)0(y,6)0(y;0y3y4y =′==+′−′′ . 
2. 0y8y2y3 =−′−′′ . 
3. 1)0(y,0)0(y;0y2y2y =′==+′−′′ . 
4. 0y2y2y =+′−′′ . 
5. 3)0(y,1)0(y;0y3y2y =′==+′−′′ . 
6 0y6y11y6y =+′+′′+′′′ . 
7. 1)0(y,0)0(y,1)0(y;0yy =′′=′==′′+′′′ . 
8. 0yy2y IVVIV =++ . 
9. 0y4y5y =+′−′′ . 
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10. 0y5y8y4 =+′−′′ . 
11. 2)2(y,1)2(y;0yy2y −=′==+′−′′ . 
12. 0y8y =−′′′ . 
13. 1)0(y,1)0(y,3)0(y;0yy =′′−=′==′−′′′ . 
14. 0y2yy2y =−′−′′+′′′ . 
15. 1)0(y,1)0(y;0y4y5y =′==+′−′′ . 
16. 0y2y2y =′+′′−′′′ . 
17. 0)0(y,2)0(y;0yy =′==−′′ . 
18. 0yy IV =− . 
19. 0)2/(y,1)2/(y;0yy =π′=π=+′′ . 
20. 0y2y3y =−′−′′′ . 
21. 0)3(y,0)3(y;0y2y =′==+′′ . 
22. 0yy3y2 =′+′′−′′′ . 
23. 2)0(y,1)0(y;0y8y6y =′==+′−′′ . 
24. 0y8y4y2 =+′+′′ . 
25. 0)0(y,1)0(y;0y2y3y =′==+′+′′ . 
26. 0y9y6y IVV =′′′+− . 
27. 0)0(y,1)0(y,1)0(y;0y12y13y =′′=′==−′′′′ . 
28. 0y16y8y IV =+′′′− . 
29. 1)0(y,0)0(y;0yyy =′==+′−′′ . 
30. 0yy2y IV =′′+′′′+ . 
Указание. Воспользоваться формулой извлечения корня n–й степени из ком-

плексного числа 
                             ( )ϕ+ϕ⋅ρ= sinicosz , 

   ( ) 1n...,,2,1,0k,
n

k
sini

n

k2
cossinicosz nnn −=




 π+ϕ+π+ϕρ=ϕ+ϕ⋅ρ= . 

 
Задача 10. Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффици-

ентами и с правой частью специального вида. Метод подбора или метод неоп-
ределенных коэффициентов. 

Дано уравнение   
                      [ ] )x(fya...yayayL n

)1n(
1

)n(
0 =+++≡ −                                         (1) 

С постоянными вещественными коэффициентами n10 a,...,a,a . 
Общее решение неоднородного уравнения или уравнения с правой частью 

)x(f  равно сумме общего решения соответствующего однородного уравнения и 
какого-либо частного решения неоднородного уравнения  .н.чy  

                                   .н.ч.о.о.н.о ууу += . 
Для правых частей специального вида частное решение можно найти так на-

зываемым методом подбора. 
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Общий вид правой части  )x(f   уравнения (1), при котором возможно приме-
нить метод подбора, следующий: 

                           [ ]xsin)x(Qxcos)x(Pe)x(f nm
x β+β⋅= α                                   (2), 

где )x(Qи)x(P nm  многочлены степени  nиm  соответственно. 
В этом случае частное решение .н.чy  уравнения (1) находится в виде 

                        [ ]xsin)x(Qxcos)x(P
~

exу kk
xr

.н.ч β+β⋅⋅= α                                 (3), 

где )x(Q
~

и)x(P
~

),n,m(maxk kk= – многочлены от kx –й степени общего вида с 
неопределенными коэффициентами, а  r – кратность корня β±α=λ i  характери-
стического уравнения (если β±α i  не является корнем характеристического урав-
нения, то 0r = ). 

Частные случаи )x(f , определяемые формулой (2): 

I. )x(Pe)x(f m
x ⋅= α . 

1) если число α  не является корнем х.у., то 
                                )x(Qey m

x
.н.ч ⋅= α ,  

где )x(Qm – многочлен той же степени, что и )x(Pm , но с неопределенными коэф-
фициентами. 

2) число α   является корнем yx0  кратности  r , то                              

                                       )x(Qexy m
xr

.н.ч ⋅⋅= α . 

II. xsin)x(Qxcos)x(P)x(f mn β+β= , то 
если 

1) β± i   не является корнем  х.у., то 

                           xsin)x(Q
~

xcos)x(P
~

y kk.н.ч β+β= ,    )n,m(maxk = . 
2) число  β± i   является корнем  х.у. кратности  r  , то  

                           ( )xsin)x(Q
~

xcos)x(P
~

xy kk
r

.н.ч β+β⋅= . 

III.  [ ]xsin)x(Qxcos)x(Pe)x(f mn
x β+β⋅= α , то 

если 
1) число β±α i   не является корнем х.у., то 

                        [ ]xsin)x(Q
~

xcos)x(P
~

e)x(f kk
x β+β⋅= α . 

2) число β±α i  является корнем х.у. кратности r , то 
                         

                          [ ]xsin)x(Q
~

xcos)x(P
~

exy kk
xr

.у.х β+β⋅⋅= α . 

Замечание. Первые два вида являются частными случаями III вида. 
Пример 16. Найти общее решение уравнения  xxyyyy 2 +=−′+′′−′′′ . 
Решение. 
Характеристической уравнение  (х.у.)  0123 =−λ+λ−λ  имеет различные 

корни i,i,1 321 =λ−=λ=λ , поэтому общее решение  

                                xsinCxcosCeCy 32
x

1.o.o ++= . 
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Находим частное решение  xx)x(fy 2
.н.ч += ; это многочлен 

0;xx)x(P 2
2 =α+= – не является корнем х.у., поэтому 

                                  CxBxA)x(P
~

y 2
2.н.ч ++== , 

А, В, С – неопределенные (неизвестные) коэффициенты. 
Подставляя  .н.чy   в уравнение, получим 

                              xx)CA2B(x)ВA2(xA 22 +=−−+⋅−+− . 
Откуда 

                                  








=−−
=−

−=

.0CA2B

,1BA2

,1A

x

x

x

0

2

 

Решая систему, находим  1C,3B,1A −=−=−= . Следовательно,                                 

1x3xy 2
.н.ч −−−=  и общее решение будет 

                      1x3xxsinCxcosCeCy 2
32

x
1.н.о −−−++= . 

Пример 17.  Решить уравнение  xsiny2y3y =+′+′′′ . 
Решение. 

.у.х023;0y2y3y:y 2
.o.o −=+λ+λ=+′+′′  

          x
2

x2
1.o.o2б1 eCeCy.1;2 −− +=−−=λ . 

ii,0;xsin)x(f:y .н.ч ±=ρ±α=α=  – нее является корнем х.у., поэтому 
xcosBxsinAy .н.ч += . 

Подставляя  .н.чy  в уравнение 
( ) ( ) xsinxcosBxsinA2xsinBxcosA3xcosBxsinA =++−+−− . 

Приравнивая коэффициенты при xcosиxsin  слева и справа, получим сис-
тему уравнений относительно неизвестных А  и  В. 

 

        




=+
=−

.0BA3

,1B3A

xcos

xsin
    

,3B10

,31A

−=
+=

  
10

1
A,

10

3
B =−= . 

                              xcos
10

3
xsin

10

1
y .н.ч −= . 

         xcos
10

3
xsin

10

1
eCeCууу x

2
x2

1.н.ч.о.о.н.о −++=+= −− . 

Замечание. Если правая часть уравнения  [ ] )x(fyL =   (1) имеет вид: 

)x(f)x(f)x(f 21 += , то частное решение уравнения (1) II
.н.ч

I
.н.ч.н.ч ууy += , где I

.н.чу – 

частное решение уравнения [ ] )x(fyL 1= ;   II
.н.чу – частное решение уравнения 

[ ] )x(fyL 2= . 
Упражнения. Определить вид частного решения. 
1) xy2yy =+′+′′ .              Ответ:  BxAy .н.ч += . 

2) x3exy2yy =+′+′′ .         Ответ:  ( )BxAey x3
.н.ч += . 
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3) 2xyy =′+′′ .                            Ответ: ( )CxBxAxy 2
.н.ч ++= . 

    4) ( ) xsin1x2yy2y +=′+′′+′′′ .   Ответ: ( ) ( ) xcosДxCxsinBxAy .н.ч +++= . 
 

Для следующих линейных неоднородных дифференциальных уравнений оп-
ределить вид частного решения не находя числовых значений коэффициентов: 

1. xey3y =′+′′ . 
2. x7ey7y −=′+′′ . 
3. x4e)x1(y16y8y −=+′−′′ . 
4. x5ey25y10y =+′−′′ . 
5. x

4

3

exy3y4 ⋅=′−′′ . 
6. x4exy4y ⋅=′−′′ . 
7. x5cosy25y =+′′ . 
8. xcosxsinyy −=+′′ . 
9. )x2cosx2(siney8y4y x2 +=+′+′′ . 
10. ( )x2cosx2siney8y4y x2 −=+′−′′ . 
11. x2cosey13y6y x3 ⋅=+′+′′ − . 
12. xyy =+′′′ . 
13. xsinxeyy x ⋅⋅=−′′ . 
14. xcosxyy ⋅=+′′ . 
15. 2x x2xsineyy +=′−′′′ . 
16. xsiney2y2y x ⋅=+′−′′ . 
17. xsinxy4y 22 ⋅=+′′ . 
18. x4cosy4y 2=′−′′ . 
19. ( )21xy7y −=′−′′ . 
20. ( )x3sinxx3cosxey13y4y 2x2 −=+′−′′ . 
21. xcosxey2y2y x +=+′−′′ . 
22. x2sinex5y20y8y x4 ⋅=+′−′′ . 
23. xcosxxsinyy +=′+′′′ . 
24. xsin5e3yyyy x +=+′−′′−′′′ . 
25. xlny3y4y =+′+′′′ . 
26. xsiney5y4y x2 ⋅=+′′−′′′ . 
27. x22 exxy3y4y +=+′′−′′′ . 
28. xsin)ex(y2y2y x+=+′−′′ . 
29. )xcose(xyy2y x −⋅=+′+′′ − . 
30. x2ex5y8y6y ⋅=+′−′′ . 
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Упражнения. Решить уравнения. 
1) 1xxyy 2 +−=−′′ .             Ответ: 3xxeCeCyyy 2x

2
x

1.н.ч.o.o −+−+=+= − . 

2) xe4yy2y =+′−′′ .              Ответ: ( ) x2
21

x ex2xCCey ++= . 
3) x2sin6yy =+′′ .                Ответ: x2sin2xsinCxcosCy 21 −+= . 

4) xcoseyy x +=+′′ .            Ответ: ( ) xsinCxcosCxsinxe2/1y 21
x +++= . 

Замечание. Следует найти отдельно два частных решения  .н.чуи.н.чy
III

 со-

ответствующие  ( ) xcosxfиe)x(f IIxI == , но можно найти их и вместе. 
Задача 11. Решить следующие линейные неоднородные уравнения с пра-

вой частью специального вида методом подбора частного решения по виду 
правой части. 

 
1. e2e8y4y4y −=+′+′′ . 
2. 2)0(y,2)0(y);x1(2yy −=′=−=+′′ . 
3. x3e9y3y4y −=+′+′′ . 
4. 3)0(y,1)0(y;2x12x9y9y6y 2 =′=+−=+′−′′ . 
5. x14yy7 =′−′′ . 
6. 6)0(y,2)0(y;e36y9y x3 =′==+′′ . 
7. x3ex3y3y −=′+′′ . 
8. 0)0(y)0(y;e2y4y4y x2 =′==+′−′′ . 
9. x2e)x1(10y6y5y −−=+′+′′ . 
10. 1)0(y,1)0(y;eyy x −=′==′+′′ − . 
11. x1y2y2y +=+′+′′ . 
12. 0)0(y)0(y;xsin10y9y6y =′==+′+′′ . 
13. ( ) x2 exxyyy +=+′+′′ . 
14. 0)0(y,1)0(y;xcos2yy =′==+′′ . 
15. x2sin8y2y4y =−′+′′ . 
16. 1)0(y)0(y;xsiny4y =′==+′′ . 
17. xcosx4yy =+′′ . 
18. 1)0(y,0)0(y;xcosx4yy =′=⋅=+′′ . 
19. xsinxy8y4 =′+′′ . 
20. 2)0(y,1)0(y,0)0(y;x2yy =′′=′−=′−′′′ . 
21. xexy2y3y =+′−′′ . 
22. 0)0(y,1)0(y,0)0(y,1)0(y;e8yy xIV =′′′=′′=′−==− . 
23. xxyyy 2 +=′+′′−′′′ . 
24. 2)0(y,0)0(y)0(y;x2yy =′′=′==−′′′ . 
25. xxyy 2IV +=′′+ . 
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26. 0)1(y,1)1(y;e2y2y x =′−=′−′′ . 
27. xsinyy =−′′′ . 
28. 3)0(y,4)0(y;e4yy x −=′==+′′ . 
29. xcosyy2y IV =+′′− . 
30. 6)0(y,4)0(y,2)0(y,0)0(y;e8yy xIV =′′′=′′=′==− . 

 
Задача 12. Метод вариации произвольных постоянных, метод Лагранжа. 
Рассмотрим метод вариации произвольных постоянных для уравнения второго 

порядка 
                              )x(fy)x(py)x(py 21 =+′+′′                                                   (1) 
Если известна фундаментальная система решений соответствующего одно-

родного уравнения 
                              0y)x(py)x(py 21 =+′+′′ ,                                                      (2), 

то общее решение неоднородного уравнения (1) может быть найдено методом ва-
риации постоянных (метод Лагранжа). 

Общее решение уравнения (2) имеет вид 
                                   2211 yСyСy += ,                                                                 (3) 

где  )x(y),x(y 21  –  фундаментальная система решений (ф.с.р.), 
       21 C,C – произвольные постоянные. 

Решение уравнения (1) будем находить в виде 
                                   2211 y)x(Сy)х(Сy += ,                                                      (4) 

где  )x(C),x(C 21 – некоторые пока неизвестные функции от  х. Для их определения 
получаем систему 

                                         




=′′+′′
=′+′

).x(f)x(Cy)x(Cy

,0)x(Cy)x(Cy

2211

2211                                                (5) 

Решая (5) относительно  )x(C),x(C 21 ′′ , получим 

                   [ ] [ ]21

1
2

21

2
1 y,yW

)x(fy
)x(C,

y,yW

)x(fy
)x(C =′−=′                                      (6) 

                         [ ]
21

21
21 yy

yy
y,yW

′′
= – определитель Вронского. 

                        [ ] 0y,yW 21 ≠ , т. к.  )x(y),x(y 21  – ф. с. р. 
Из (6) находим 

      [ ] [ ] 2
21

1
21

21

2
1 C

~
xd

y,yW

)x(fy
)x(C;C

~
xd

y,yW

)x(fy
)x(C ′+∫=′+∫−= , 

где  21 C
~

иС
~

 – постоянные интегрирования. 

Пример 18.  Решить  уравнение  
xcos

1
yy =+′′ . 

Решение. 
Соответствующее однородное уравнение будет   0yy =+′′ . 
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Его характеристическое уравнение  i,i;01 21
2 =λ−=λ=+λ  и общее реше-

ние имеет вид  xsinCxcosCy 21.о.о + . 
Общее решение исходного уравнения имеем в виде 
                                             xsin)x(Cxcos)x(Cy 21 +=                                           (*) 

xsiny,xcosy 21 == – ф. с. р. 
)x(Cи)x(C 21  – неизвестные функции от x .  

Для их нахождения составим систему 

                                           








=′+′−

=′+′

.
xcos

1
xcos)x(Cxsin)x(C

,0xsin)x(Cxcos)x(C

21

21

 

Решаем эту систему относительно )x(Cи)x(C 21 ′′ : 
                                     1)x(C,xtg)x(C 21 =′−=′ . 
Интегрируя, находим 
                            2211 C

~
x)x(C,C

~
xcosln)x(C +=+= . 

Подставляя выражения  )x(Cи)x(C 21   в (*), получаем общее решение ис-
комого уравнения 

                    xsinxxcoslnxcosxsinC
~

xcosC
~

y 21 ⋅+⋅++= . 

Здесь xsinxxcoslnxcos ⋅+⋅ –  частное решение исходного уравнения. 

Упражнения.  Решить уравнения. 

1) x
2

e
x

x1
yy

−=′−′′ .    Ответ:  xlneeCCy xx
21 −+= . 

2) x
3

e
xsin

1
yy =+′′ .    Ответ: 

xsin2

x2cos
xsinCxcosCy 21 ++= . 

3) xctgyy =+′′ .           Ответ: xsin
2

x
tglnxsinCxcosCy 21 ++= . 

4) x2tgy4y =+′′ .        Ответ: 






 +π−+= x
2

tglnx2cos
4

1
x2sinCx2cosCy 21 , 

                                          или   






 −π++= x
4

tglnx2cos
4

1
x2sinCx2cosCy 21 . 

Решить методом вариации произвольных постоянных следующие уравнения: 
 

1. 
xsin

1
yy =+′′ . 4.  

xcosxsin

1
yy

5 ⋅
=+′′ . 

 

2. 
1e

1
yy

x +
=−′′ .  5.   

1x

e
yy2y

2

x

+
=+′−′′ . 

3. 
xcos

1
yy

3
=+′′ .  6.   

xsine

1
y2y2y

x
=+′+′′ . 
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7.   
xsin

2
yy

3
=+′′ . 19. x2x2 e1eyy −⋅=′−′′ . 

8.   xx2 ecoseyy ⋅=′−′′ . 20. xx2 ecoseyy ⋅=′−′′ . 

9.   
1e

1
y2y3y

x +
=+′+′′ . 21. 

x2cos

1
y4y =+′′ . 

10. 
xsin

1
y4y

2
=+′′ . 

22. xtgyy =+′′ . 
 

11. 
2

x

x4

e
yy2y

−
=+′−′′ . 

23. xtgyy =+′′ . 
 

12. xlney4y4y x2 ⋅=+′+′′ − . 24. x
3

e
x

x2
yy

−=′−′′ . 

13. 
x

e
yy2y

x

=+′−′′ . 25. 
xx

1
x4yy +=−′′ . 

14. xtg2y4y =+′′ . 
26. 

x2sinx2sin

1
yy −=+′′ . 

15. 1xe3yy2y x +⋅⋅=+′+′′ − . 27. 
x2cos

1
yy =+′′ . 

16. xsec2yy 3=+′′ . 28. 
x2e1

1
y6y5y

+
=+′+′′ . 

17. xctgyy 2−=+′′ . 29. x2ctgy4y =+′′ . 

18. 
x

x

e1

e
yy

+
=′−′′ . 30. 

xcos

xsin
yy

2
=+′′ . 

 
Рассмотрим задачу  )x(fyPyPy 21 =+′+′′ ,                                                           (1) 
                                   00 y)0(y,y)0(y ′=′= ,                                                           (2) 
                                  .н.ч2211.н.о y)x(yC)x(yCy ++= ,                                            (3) 

где  21 yy – ф.с.р. Если )x(V),x(V 21 – нормированная  ф.с.р.,  т. е  ,1)0(V1 =  

,0)0(V2 = 1)0(V,0)0(V 21 =′=′ , то решение задачи Коши (1), (2) запишется в виде 

                                ∫ −+′+=
x

0
22010 td)1x(V)t(f)x(Vy)x(Vyy .                                  (4) 

Пример 19.  Решить методом Коши 
                        2)0(y,1)0(y,e3y4y4y x =′==+′+′′ − . 
Решение. 

2,044 21
2 −=λ=λ=+λ+λ – корни х.у.,  x2

2
x2

1 exy,ey −− ==  –  ф.с.р. 
Найдем нормированную  ф.с.р.: 





=′=′
==





⇒




.1)0(V0)0(V

0)0(V1)0(V
:VV;

)x(V

)x(V

)x(y

)x(y

21

21
21

2

1

2

1         
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)x(V),x(V 21   будем находить в виде линейной комбинации решений  )x(y1  и  
)x(y2 : 

а) x2
2

x2
2

x2
11

x2
2

x2
122111 exC2eCeC2V,exCeCyCyCV −−−−− −+−=′+=+= , 

                                    ;ex2e)x(V
2C0CC2:)0(V

1C10CC:)0(V x2x2
1

2211

1211 −− +=⇒




=⇒=+−′
=⇒=⋅+

         

б)  ,exCeCyCyCV x2
4

x2
324132

−− +=+=  

                            .ex)x(V
1C1CC2:)0(V

0C10CC:)0(V x2
2

4432

3432 −=⇒




=⇒=+−′
=⇒=⋅+

 

tdee)tx(3ex4etd)tx(V)t(fVyVyy t
x

0

)tx(2x2
x

0

x2
22010

−−−−− ⋅∫ −++∫ =−+′+= . 

Вычислим интеграл: 

( ) ( ) .1exetde
0

x
etxe

evd

ev

tdud

txu

tde)tx(e

tde)tx(tdee)tx(x

xx2
x

0

ttx2

tdt

t

x

0

tx2

x

0

tt2x2t
x

0

)tx(2

−+−







∫+−=

=
=

−=
−=

=∫ −=

=∫ −=⋅∫ −

−−−

−+−−−−

 

Подставим в решение  ( ) 2e3xey xx2 −+= − . 
 
Задача 13. Решить неоднородные линейные дифференциальные уравне-

ния с правой частью неспециального вида методом Коши. 
 

1.  6)0(y,2)0(y,e2y2y2y x =′==+′−′′ . 
2.  1)0(y),0(y,xsh2y ==−′′ . 

3.  0)0(y,3)0(y,
x4cos

16
y16y =′==+′′ . 

4.  5,0)0(y,1)0(y,xsin3yy =′==+′′ . 

5.  3ln5)0(y,3ln31)0(y,
e2

1
y2y3y

x
=′+=

+
=+′−′′

− . 

6.  2)0(y,3)0(y,x2chy4y −=′==−′′ . 

7.  
4

1
)0(y,

4

5
)0(y,eeyy2y xx =′=+=+′+′′ − . 

8.  2ln14)0(y,2ln81)0(y,
e3

1
y2y3y

x
=′+=

+
=+′−′′

− . 

9.  0)0(y,1)0(y,
xcos

1
yy =′==+′′ . 
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10. 2)0(y,1)0(y,
x3cos

1
y9y =′==+′′ . 

11. 2)0(y,1)0(y,x2tg4y4y =′==+′′ . 

12. 0)0(y,0)0(y,e3y4y4y x =′==+′+′′ − . 
13. 0)0(y,0)0(y,x2siny4y =′′==+′′ . 

14. 0)0(y,3)0(y,
xcos

yy
2

2 =′=
π

π=π+′′ . 

15. 0)0(y)0(y,
e2

e
y2y3y

x

x

=′=
+

=+′+′′
−

. 

16. 0)0(y)0(y,
e2

e
y2y3y

x

x

=′=
+

=+′+′′
−

. 

17. 0)0(y,2)0(y,
x2cos

4
y4y =′==+′′ . 

18. 0)0(y)0(y,
e1

e4
y8y6y

x2

x2

=′=
+

=+′−′′
− . 

19. 1)0(y,2)0(y,
)8/x(4sin

16
y16y =′=

π+
=+′′ . 

20. 2)0(y,3)0(y,x2tg4y4y =′==+′′ . 

21. 19ln)0(y,27ln)0(y,eyy x −=′==′−′′ − . 
22. 0)0(y,1)0(y,xy9y =′===′′ . 

23. 2/3)0(y,4)0(y,
x3cos

9
y9y π=′==+′′ . 

24. 3)0(y,6)0(y,e4y8y6y x2 =′==+′+′′ − . 

25. 3)0(y,4)0(y,e4yy x −=′==+′′ . 

26. 2)0(y,1)0(y,
e1

1
yy

x
=′=

+
=′−′′ . 

27. 1)0(y)0(y,xsiny4y =′==+′′ . 
28. 0)0(y)0(y,x3sin13y6y5y =′==+′−′′ . 
29. 1)0(y)0(y),x1(2yy =′=−=′−′′ . 
30. 0)0(y)0(y,xsiny6y8y =′==+′−′′ . 

 
Задача 14. Решить неоднородные линейные дифференциальные уравне-

ния с разрывной правой частью методом Коши. 
Пример 20. Решить методом Коши 
                           ,2)0(y,1)0(y),x(fy4y3y =′==−′+′′  

                           




>
≤<−

=
.1x,0

,1x0,x1
)x(f

2
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Решение. Составим характеристическое уравнение: ,0432 =−λ+λ  ,11 =λ  
x4

2
x

12 ey,ey;4 −==−=λ – ф.с.р. 
Найдем нормированную  ф.с.р. 21 V,V : 

а) x4
2

x
11

x4
2

x
11 eC4eCV;eCeCV −− −=′+= , 

       ( )x4x
1

2

1

21

21

1

1 ee4
5

1
V

5/1C

5/4C

0C4C

1CC

0)0(V

1)0(V −+=⇒




=
=

⇒




=−
=+

⇒




=′
=

; 

б) 
x4

4
x

32 eCeC)x(V −+= ; 

      ( )x4x
2

43

43

2

2 ee
5

1
V

1C4C

0CC

1)0(V

0)0(V −−=⇒




=−
=+

⇒




=′
=

; 

    

( ) ( ) ,Iee
5

2
ee4

5

1

2)0(yA

1)0(yA
td)tx(V)t(fVAVA)x(y

x4xx4x

x

0 2

1
22211

+−++=

∫ =
=′=

==
=−++=

−−

 

где   
[ )
[ )




∞+∈
∈

=
.,1x,I

1,0x,I
I

2

1  

1. [ ) ( ) ( )
32

5
x

8

3
x

4

1
e

160

7
e

5

1
tdeet1

5

1
I,1,0x 2x4x

x

0

)tx(4tx2
1 ++++=∫ −⋅−=∈ −−−− ; 

2. [ ) ( ) ( )∫ =−⋅−=∞∈ −−−
1

0

)tx(4tx2
2 tdeet1

5

1
I,,1x  

.e
32

3
e4ee

32

7

5

1 )1x(41xxx4







 −+−= −−−−  

  

1. 
,1)0(y,1)0(y

,)x(fy6y5y

=′=
=+′−′′

 




>
≤<

=
.1x,0

,1x0,x
)x(f  

2. 
,1)0(y,2)0(y

),x(fy3y4y

=′=
=+′−′′

 




>
≤<−

=
.1x,0

,1x0,x1
)x(f  

3. 
,2)0(y,1)0(y

,)x(fyy

=′=
=+′′

 




>
≤<

=
.1x,0

,1x0,x
)x(f

2

 

4. 
,1)0(y)0(y

,)x(fyy

=′=
=−′′

 




>
≤<−

=
.1x,0

,1x0,x1
)x(f

2

 

5. 
,3)0(y,1)0(y

,)x(fy4y

=′=
=+′′

 




π>
π≤<

=
.2/x,0

,2/x0,xsin
)x(f

2

 

6. 
,1)0(y,2)0(y

,)x(fy9y

=′=
=+′′

 




π>
π≤<

=
.2/x,0

,2/x0,xcos
)x(f  
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7.   
,2/3)0(y,2/1)0(y

,)x(fy3y4y

=′=
=+−′′

 




>
≤<

=
.1x,0

,1x0,x
)x(f

3

 

8.   
,2/1)0(y,1)0(y

,)x(fy9y

=′=
=′−′′

 




>
≤<−

=
.1x,0

,1x0,x1
)x(f

3

 

9.   
,1)0(y,2/1)0(y

),x(fy16y

=′=
=+′′

 




π>
π≤<−

=
.2/x,0

,2/x0,xsin1
)x(f  

10. 
,1)0(y,3)0(y

,)x(fy25y
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Задача 15.  По условию задачи составить дифференциальное уравнение и 

решить его. 
Дифференциальные уравнения являются математической моделью реальных 

процессов. При составлении д.у. мы  пользуемся законами конкретных наук, таких 
как физика, химия, биология, экономика. Рассмотрим несколько примеров. 

Механический смысл д.у. второго порядка. 
Предположим, что материальная точка массы  m  движется вдоль оси Ox под 

влиянием сил: 
 
                                                    m  
                                                                                х 
                           0               )t(x          
1) сила сопротивления среды   )t(xa ′− , определяемая опытным путем. При 

малых скоростях сила сопротивления среды пропорциональна первой степени ско-
рости,  a– коэффициент пропорциональности. При больших скоростях сила сопро-
тивления пропорциональна квадрату скорости; 

2) восстанавливающая сила, стремящаяся вернуть точку в положение равнове-
сия, т. е. сила упругости )0b()t(xb >′− ; 

3) )t(F  - внешняя сила, направленная вдоль оси Ox. 

По второму закону Ньютона сила инерции  
2

2

td

xd
m  уравновешивается всеми 

силами, действующими на точку. Поэтому уравнение 
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                              )t(F)t(xb)t(xa)t(xm +−′−=′′                                              (1) 
Есть дифференциальное уравнение движения материальной точки. Разделим на m  
обе части уравнения (1)  и введем обозначения: 

                     
m

)t(F
)t(f,

m

b
k,

m2

a
h 2 === .                                                          (2) 

Тогда получим   )t(f)t(xk)t(xh2)t(x 2 =+′+′′                                                         (3) 
 
К уравнению (1) или (3) приводят следующие задачи: 
 
а) колебания математического маятника 
 
 
 
                              l  
 
                             ϕ  
 
 
                     m  

ϕ – малое отклонение от положения равновесия. 

g,sinmg
td

d
ml

2

2

ϕ−=ϕ
– ускорение свободного падения, 

ϕsin ~ ϕ . Получим 
l

g
,0 22 =ω=ϕω+ϕ′′ – уравнение 

свободных гармонических колебаний; 

б) колебательный контур 
Последовательный колебательный контур состоит из последовательно вклю-

ченных источника тока, напряжение которого изменяется по закону  )t(e , напри-
мер,          
 
 b                                           с 
 
 
 
 
 
 а                                           d 

)tv(sinE)t(l ϕ+= , сопротивления  R , индуктивно-
сти  L  и емкости С  ,0C,0R,0E( >>>  ,0L >  

ϕиv – постоянные). 
Найти силу тока в контуре в установившемся (пе-
риодическом) режиме. 

Последовательный  колебательный контур представляет собой электрическую 
цепь с четырьмя узлами  d,c,b,a . Применив первый закон Кирхгофа, получим 

.0JJ,0JJ,0JJ,0JJ dadccdcвbcababad =+=+=+=+       

Откуда  )t(iJJJJ dccbbaad ==== , где  )t(i – искомая сила тока (символом 

xyJ  обозначена сила тока, идущего от узла  x   к узлу  у). 

Для падения напряжения yxU  от узла x   к узлу  у имеем 

                ∫ ==== )t(eU,tdi
c

1
U,iRU,

d

id
JU addccbba . 

Согласно второму закону Кирхгофа электродвижущая сила в цепи равна сум-
ме падений напряжения на индуктивности, сопротивлении и емкости 

)t(l  

)t(i  



 41

                                  ∫++= tdi
c

1
iR

td

id
L)t(e .                                                  (1) 

Получилось интегро-дифференциальное уравнение, которое относится к од-
ному из наиболее сложных типов уравнений. 

Продифференцировав уравнение (1), придем к обычному дифференциальному 
уравнению для определения силы тока для )t(i  

                                        
td

ed
i

c

1

td

id
R

td

d
L

2

i2

=++ .                                             (2) 

Замечание. Если общее решение линейного уравнение 
[ ] )tv(sinHyaya...yayyL n1n

)1n(
1

)n( ϕ+=+′+++≡ −
− ,                             (3) 

n...,,2,1j,Ra,,0v,0H( j =∈ϕ>> )                        

имеет вид  y~yy += ,  где общее решение уравнения  [ ] 0yL =  

.н.ч.o.o yy~а,tприyy =∞→→= – периодическое с периодом 
v

2
Т

π= – частное 

решение уравнения (3),  то говорят, что решение y– описывает переходный ре-
жим, а решение y~ – установившийся режим . 

Можно доказать, что если все корни характеристического уравнения 0)(D =λ  
оператора [ ]yL  имеют отрицательные действительные части, то уравнение (3) 

имеет единственное 
v

2
Т

π= – периодическое (установившееся) решение. 

в) упругие колебания материальной точки массы   m   около положения равно-
весия 
 
                         a             m 
    
                                     )t(x  

)t(x – отклонение от положения равновесия 
)t(xk)t(xm −=′′ , где  )t(xk−  - сила упругости. 

Обозначая  2

m

k ω , получим 0xx 2 =ω+′′ - сво-

бодные упругие колебания; 

г)  задача о радиоактивном распаде. 
Из опыта известно, что скорость распада радиоактивного вещества пропор-

циональна количеству вещества в данный момент. Если )t(y  – количество вещест-
ва, то yky −=′ . Берется знак «минус», т. к. количество вещества уменьшается. 

Интегрируя, получим xkeCy −⋅=  – решение уравнения; 
д) системы дифференциальных уравнений. 
При описании некоторых процессов получаются системы д.у. Например, в 

химической кинетике получается система уравнений следующего вида: пусть 1С  и 

2С – концентрации двух веществ, участвующих в реакции, тогда 

            2211
2

2211
1 CkCk

td

Сd
,CkCk

td

Сd −=+−= , 

где  21 k,k – константы. 
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Геометрические приложения. 
 
В геометрических задачах, в которых требуется найти уравнение кривой по 

данному свойству ее касательной, нормали или площади криволинейной трапеции, 
используется геометрическое истолкование производной (угловой коэффициент 
касательной) и интеграл с переменным пределом (площадь криволинейной трапе-
ции с подвижной ограничивающей ординатой), а так же следующие общие форму-
лы для определения длин отрезков касательной   t  , нормали   n, подкасательной St   
и поднормали Sn. 
 
 
                                М 
                       
                            t          y       n 
 
                            St     x     Sn 

2y1
y

y
t ′+

′
= ,        2y1yn ′+⋅= , 

,
y

y
St ′

=                         yySn ′⋅= . 

Пример 21.  Найти такую кривую, проходящую через точку (0, - 2), чтобы уг-
ловой коэффициент касательной в любой ее точке равнялся ординате этой точки, 
увеличенной в три раза. 

Решение. 
Допустим, что искомая кривая описывается функций  )x(y . Найдем ее. Угло-

вой коэффициент  αtg  равен y′ . Имеем  y3y =′  и начальное условие 2)0(y −= . 

Решим уравнение  Clnx3yln;xd3
y

yd +==   или  x3eCy + . Используя началь-

ное условие, получим x3e2y −= . 

Пример 22.  материальная точка массой 310− кг  движется прямолинейно под 
действием силы, прямо пропорциональной времени, отсчитываемому от момента 

0t = , и обратно пропорционально скорости движения точки. В момент 0t =  с ско-

рости равнялась 2105 −⋅  м/с , а сила  5104 −⋅  Н. Какова будет скорость спустя ми-
нуту после начала движения? 

Решение. 

По второму закону Ньютона  
v

t
k)t(F,)t(F

td

vd
m == , где  k – коэффициент 

пропорциональности. Найдем  k  из условия, что в момент c10t =   скорость равня-

лась 2105 −⋅  м/с,  а сила  5104 −⋅  Н,  2с/мкг1Н1 ⋅= .  

Имеем 42812125 с/мкг1020kc/м105c10kс/мкг104 ⋅⋅=⇒⋅⋅⋅=⋅⋅ −−−− . Решим 

уравнение C2ktv,tdtkvdv,
v

tk
v 22

t +=== .Произвольную постоянную С  най-

дем из условия: в момент c10t =   скорость c/м105v 2−⋅= , т.е. 2105)10(v −⋅= ,  
64284 10201025C2C21010201025 −−−− ⋅−⋅=⇒+⋅⋅=⋅ . 

Найдем скорость, которая будет спустя минуту после начала движения: 
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с/м1024v;10321020102510361020v 2464282 −−−− ⋅=⋅=⋅−⋅+⋅⋅= . 

Пример 23. Тело массы  m   скользит по горизонтальной плоскости под дей-
ствием толчка, давшего начальную скорость 0v . На тело действует сила трения, 
равная mk− . Найти расстояние, которое тело способно пройти. 

Решение. 
Уравнение движения имеет вид mksm tt −=′′⋅ . Найдем решение этого уравне-

ния при начальных  0v)0(s,0)0(s =′= . Имеем  ,Ckts,ks 1+−=′−=′′     

;CtC
2

tk
)t(s 21

2

++−=    21 C,C  найдем из начальных условий:  0C,vC 201 == . 

Получим  tv
2

tk
)t(s 0

2

+−= . Найдем момент времени t,  при котором тело остано-

вится: 
k

v
t0vtks 0

0 =⇒=+−=′ . За время 
k

v
t 0=  пройденный путь  

k2

v
s

2
0= . 

Пример 24. К источнику с э. д. с. равной constE)t(l −=  подключается кон-
тур, состоящий из последовательно соединенных катушки индуктивности L, оми-
ческого сопротивления   R и емкости С. Найти ток  I  в цепи как функцию времени  
t,  если в начальный момент ток в контуре и заряд конденсатора равны нулю. 

Решение.  

По условию задачи constE)t(L == . В этом случае 0
td

ed =  и уравнение (2) по-

лучается однородным 

                               0i
CL

1

td

id

L

R

td

id
2

2

=+⋅+                                                           (4) 

Уравнение (4) аналогично уравнению свободных механических колебаний с 
учетом сопротивления среды. Решим уравнение (4). 

Характеристическое уравнение 0
CL

1

L

R2 =+λ+λ  

имеет корни  
CL4

L4cR

L2

R

CL

1

L4

R

L2

R
2

2

2

2

2,1

−±−=−±−=λ . 

Если 0L4CR2 >− , то оба корня y,x  действительные и общее решение есть 
функция непериодическая. Соответственно апериодическим будет и ток. Никаких 
электрических колебаний в цепи не произойдет так же и при  0L4CR2 =− . 

Если же  0L4CR2 <− , то корни х.у.  будут комплексно-сопряженными и 

общее решение    ( )tsinCtcosCe)t(i 1211
t ω+ω⋅= δ− , 

где положено  
2

2
2
1 )L4(

R

CL

1
,

L2

R −=ω=δ , определяет электрические колебания. 

                         E
0ttd

id
L =

=
⋅ , откуда   

L

E

0ttd

id =
=

, 
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и, таким образом, начальные условия запишутся в виде 

                                  
L

E

0ttd

id
,0

0t
i =

=
=

=
.                                                        (5)                   

21 СиC   найдем, используя начальные условия (5) 

                                   
1

21 L

E
Cи0С

ω
== . 

Таким образом   tsine
L

E
)t(i 1

t

1

ω⋅
ω

= δ− . 

Упражнения. Составить дифференциальное уравнение и решить его. 
1) На материальную точку масса  m  действует постоянная сила, сообщая точ-

ке ускорение   а . Окружающая среда оказывает движущейся точке сопротивление, 
пропорциональное скорости ее движения, коэффициент пропорциональности ра-
вен k. Как изменяется скорость движения со временем, если в начальный момент  
точка находилась в покое? 

Ответ:  







−=

= t
m

k

e1a
k

m
)t(V . 

2) Найти кривые, у которых поднормаль повсюду равна р. 
Ответ: )Cx(p2y2 += . 
3) Кривая проходит через точку (0; 1)  и обладает тем свойством, что в каждой 

ее точке тангенс угла касательной к этой кривой равен удвоенному произведению 
координат точки касания. Найти кривую. 

Ответ:  
2xey = . 

4) Сила тока в электрической цепи с омическим сопротивлением R и коэффи-
циентом самоиндукции  L  удовлетворяет дифференциальному уравнению 

                                    EiR
td

id
L =+ , 

где  Е– электродвижущая сила. Найти зависимость силы тока )t(i  от времени, если  
Е  равно 0E   и  0)0(i = . 

       Ответ:  







−−=

−
1e

R

E
)t(i

t
L

R
0 . 

 
Задача 15.  По условию задачи составить дифференциальное уравнение и 

решить его. 
 
1. Определить кривую, проходящую через точку (3,4), если угловой коэффи-

циент касательной в любой точке кривой равен квадрату ординаты точки касания. 
2. Материальная точка с массой  m  движется вдоль оси  Oy, и на нее в каж-

дый момент времени действует сила, пропорциональная отклонению точки от на-
чала координат и направленная к началу координат. Найти закон движения точки, 
если в момент 0t =  она имела ординату 0y  и скорость 0v . 
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3. Корабль замедляет свое движение под действием силы сопротивления воды, 
которая пропорциональна скорости корабля. Начальная скорость корабля 10 м/с, 
скорость его через 5 с  станет 8 м/с. Когда скорость уменьшится до 1 м/с? 

4. Доказать, что кривая, угловой коэффициент касательной в любой точке ко-
торой пропорционален абсциссе точки касания, есть парабола. 

5. Найти кривую, для которой угловой коэффициент касательной в какой-либо 
точке в  n  раз больше углового коэффициента прямой, соединяющей ту же точку с 
началом координат. 

6. Определить путь S, пройденный телом за время  t, если  его скорость про-
порциональная проходимому пути и если тело проходит 100 м  в 10 с  и  200 м   в  
15 с. 

7. Найти кривую, обладающую тем свойством, что отрезок касательной к кри-
вой, заключенный между осями координат, делится в точке касания пополам. 

8. Найти кривую, обладающую тем свойством, что величина перпендикуляра, 
опущенного из начала координат на касательную, равна абсциссе точки касания. 

9. Определить кривую, у которой отношение отрезка, отсекаемого касательной 
на оси   к радиусу-вектору, равно постоянной величине. 

10.  Найти кривую, для которой длина отрезка, отсекаемого на оси ординат 
нормалью, проведенной в какой-нибудь точке кривой, равна расстоянию этой точ-
ки от начала координат. 

11. Точка массы  m  движется прямолинейно. На нее действует сила, пропор-
циональна времени (коэффициент пропорциональности  1k ). Кроме того, точка ис-
пытывает сопротивление среды, пропорциональное скорости (коэффициент про-
порциональности 2k ). Найти зависимость скорости от времени, считая, что в на-
чальный момент скорости равна нулю. 

12. Найти кривые, обладающие тем свойством, что отрезок, который касатель-
ная в любой точке кривой отсекает на оси Oy , равен  квадрату абсциссы точки ка-
сания. 

13. Найти кривую, в которой отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, 
равен полусумме координат точки касания. 

14. Дана RL – цепь с э.д.с. равной а) constЕ = ,  б) tsinω . Найдите ток  i   в 
цепи как функцию времени  t ,  если в начальный момент ток в контуре равен ну-
лю. 

15. Найти кривую, для которой произведение абсциссы какой-нибудь точки на 
величину отрезка, отсекаемого нормалью на оси  Oy, равно удвоенному квадрату 
расстояния от этой точки до начала координат. 

16. Найти время, нужное для того, чтобы упасть на Землю с высоты 400000 км 
(приблизительно расстояние Луны от центры Земли), если эта высоты исчисляется 
от центра Земли, и радиус равен приблизительно 6400 км. 

17. Материальная точки движется по прямой со скоростью, обратно пропор-
циональной пройденному пути. В начальный момент движения точка находилась 
на расстоянии  5 м  от начала отсчета пути и имела скорость 20v0 =  м/с. Опреде-
лить пройденный путь и скорость точки через 10 с   после начала движения. 
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18. Найти закон движения материальной точки массы   m   по прямой  ОА  под 
действием отталкивающей силы, обратно пропорциональной третьей степени рас-
стояния точки  OMx =  от неподвижного центра О. 

19. Определить кривую, у которой радиус кривизны равен постоянной вели-
чине. 

20. Тело массой   m   падает с некоторой высоты со скоростью  v. При падении 
тело испытывает сопротивление, пропорциональной квадрату скорости. Найти за-
кон движения падающего тела. 

21. Материальная точка массы  m   движется прямолинейно под действием  
силы  F, прямо пропорциональной времени от начала движения и обратно пропор-
циональной скорости v. Установить зависимость между скоростью   v  и временем  
t, если при  0v0t == . 

Указание: согласно второму закону Ньютона,  







−⋅= ускорение

td

vd

td

vd
mF . 

22. Тело движется прямолинейно с ускорением, пропорциональным произве-
дению скорости движения  v  на  время  t.  Установить зависимость между скоро-
стью и временем, если при  0v0t == . 

23. Замедляющее действие трения на диск, вращающийся в жидкости, про-
порционально угловой скорости  ω .  Выразить  ω  как функцию времени, если из-
вестно, что за  25  с   с начала движения угловая скорость снизилась со 100 об/с   до 
50 об/с. 

24. Найти кривую, проходящую через начало координат, и такую, что площадь 
треугольника, образованного касательной к кривой в некоторой точке, ординатой 
этой точки и осью  Ox, пропорциональна площади криволинейной трапеции, обра-
зованной кривой, осью Ox и ординатой этой точки. 

25. Найти уравнение кривой, проходящей через точку ( )0;2 , если сумма 
длин ее касательной и подкасательной равна произведению координат точки каса-
ния. 

26. Найти уравнение кривой, проходящей через точку (1;  2), если ее подкаса-
тельная вдвое больше абсциссы точки касания. 

27. Найти уравнения кривых, у которых длина отрезка нормали постоянна и 
равна  а. 

28. Найти уравнения   кривых,   у   которых   поднормаль   имеет   постоянную  
длину  а. 

29. Найти уравнение кривой, проходящей через точку ( )2/1,1 , если для любого 
отрезка [ ]x;1  площадь криволинейной трапеции, ограниченной соответствующей 
другой этой кривой, равна отношению абсциссы  x  концевой точки к ординате. 

30. Найти уравнение кривой, проходящей через начало координат, если для 
любого отрезка [ ]x;a  площадь криволинейной трапеции, ограниченной соответст-
вующей дугой этой кривой, равна кубу ординаты концевой точки дуги. 
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