
Федеральное агентство по образованию 
Государственное образовательное учреждение 
высшего профессионального образования 

 
 

 «Омский государственный технический университет» 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЕ 
Методические указания для студентов 1-2-го курса 

всех специальностей.  
(Дисциплины: математика, математический анализ ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Омск – 2005 
 
  



 2 

 
 
Составители:   Полежаев Виктор Дмитриевич, доцент; 
                         Панченко Елена Ивановна, ассистент; 
                         Галимова Лязат Аменевна, ассистент 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Редактор   
ИД  06039  от  12.10.01 
Сводный темплан 2004 г 

Подписано в печать         Бумага офсетная. Формат 60х84/16 
Отпечатано на дуплекаторе. Усл. печ. л.      Уч.-изд. л. 

Тираж  500 экз. Заказ 
  
 

Издательство ОмГТУ. 644050, Омск, пр-т Мира, 11 
Типография ОмГТУ 

 
 
 
 
 
 

Г. М. Кляут 



 3 

I. Определение определенного интеграла 
 

Часто на практике нужно вычислить: 
1) площади фигур, ограниченных кривыми; 
2) длины дуг различных кривых; 
3) объемы тел, образованных вращением плоских                         геометрические                                                                                                          
фигур вокруг осей координат;                                                              приложение 
4) площади поверхностей, образованных вращением  
дуги кривой вокруг осей координат. 

 
5) в физике по функции скорости определить путь,  
пройденный точкой; 
6) вычислить работу силы, под воздействием которой 
перемещается точка вдоль осей координат;                                     физические 
7) вычислить статические моменты и центр тяжести                      приложение 
плоской фигуры; 
8) найти количество электричества, протекшего  
через поперечное сечение проводника за промежуток  
времени и т.д. 

Решаются подобные задачи с помощью определенного интеграла. 
 

 
Пусть функция  )x(f  определена на отрезке  [ ]в,а ,  ва < .  
 

     )x(f                                                                          )x(fу =  
 
 
 

 
                 
 
 
 
                    
                                                              
                  1c     2c               ic                              nc  
 0      ax0 =    1x     2x      1ix −    ix         1nx −               nxв =                      x  
                                      
                                            Рисунок 1 
 
Выполним следующие действия: 
1. Разобьем отрезок на  n -частичных отрезков: ax0 = , 1x , 2x , …, вxn = . 
2. В каждом частичном отрезке  [ ]i1i x;x − , где  n,...,2,1i =   выберем произ-

вольную точку  [ ]i1ii x;xc −∈  и  вычислим значение функции в ней: )c(f i . 



 4 

3. Умножим   )c(f i   на  длину   1iii xxx −−=∆    соответствующего  частичного 
отрезка:  ii x)c(f ∆⋅ ; 

4. Составим сумму всех таких произведений  Sn (интегральную сумму функ-
ции  )x(fу =   на отрезке [ ]в,а  ), т.е. 

        ∑
=

∆⋅=∆⋅++∆⋅+∆⋅=
n

1i
iinn2211 x)c(fx)c(f...x)c(fx)c(fSn . 

5. Обозначим через λ  длину наибольшего частичного отрезка, т.е. 

ixmax∆=λ . 
Найдем  ISnlim

)0(
n

=
→λ

∞→
. Если он существует и не зависит ни от способа разбиения 

отрезка  [ ]в,а  на частичные отрезки, ни от выбора точек на них, то он называется 
определенным интегралом. 

Определение. Число I  называется определенным интегралом от функции 
)x(fу =   на отрезке  [ ]в,а  и обозначается: 

                             ∫ ∑
=

→λ
∞→

∆⋅=
в

а

n

1i
ii

)0(
n

x)c(fdx)x(f lim , 

 (т. е.  предел интегральной суммы функции  )x(f  на отрезке  [ ]в,а  при условии, 
что число частичных отрезков  ix∆   неограниченно увеличивается, а длина наи-
большего из них стремится к нулю). 

Здесь:   а  - нижний предел интегрирования; в  - верхний предел интегрирова-
ния;  )x(f  - подынтегральная функция;  х  - переменная интегрирования;             
[ ]в,а  - область (отрезок) интегрирования. 

Сформулируем теорему существования определенного интеграла: 
Теорема (Коши). Если функция  )x(fу =   непрерывна на отрезке [ ]в,а , то 

определенный интеграл   ∫
в

а

dx)x(f  существует. 

Кроме этого, сформулируем несколько свойств. 
1. Определенный интеграл не зависит от обозначения переменной:  

                              ∫∫∫ ==
в

а

в

а

в

а

dz)z(fdt)t(fdx)x(f , 

т.е. он не зависит от того, какой буквой обозначен аргумент функции. 
2. Определенный интеграл с одинаковыми пределами интегрирования равен 

нулю, 

                                            т.е. 0dx)x(f
a

а

=∫ . 

3. Для любого действительного числа  c   справедливо равенство: 

                                         ( )авcdxc
в

а

−⋅=⋅∫ . 

4. Сформулируем геометрический и физический смысл определенного инте-
грала. 
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а)   Геометрический смысл определенного интеграла 
Рассмотрим криволинейную трапецию, т.е. плоскую фигуру, ограниченную 

сверху графиком  )x(fу =  , прямыми:  вx,ax ==  с боков и отрезком [ ]в,а  оси  
Ox .  Тогда определенный интеграл от неотрицательной функции  )x(f   численно 

равен площади       криволинейной трапеции, т.е.  ∫=
в

а
.тр.кр dx)x(fS   

  у  
                                    )x(fу =  
 
                                                                  
                                                   
                                             вх =    
 
      0              а               в           х  
 
                      Рисунок 2 
 
б) Физический смысл определенного интеграла 
Работа переменной силы  F

r
 , величина которой есть непрерывная функция, 

действующей на  отрезке  [ ]в,а  , равна определенному интегралу от величины 

)x(F  силы, взятому по отрезку  [ ]в,а  , т.е.     ∫=
в

а

dx)x(FA . 

Таким образом, работа  А   силы  F
r

  по перемещению точки  вдоль оси  Ох  из 
точки  ax =   в точку  вx =   ( )ва <  равна данному определенному интегралу. 

5. Вычисление определенного интеграла. Формула Ньютона – Лейбница. 
Сформулируем следующую теорему. 
Теорема. Если  )x(fу =  непрерывна на [ ]в,а  и  )x(F  - какая-либо ее первооб-

разная на  [ ]в,а , т.е. )x(f)x(F =′ , то имеет место формула Ньютона – Лейбница: 
 

                              )a(F)в(F)x(Fdx)x(f
в

а а

в

−==∫ . 

 
Таким образом, для вычисления определенного интеграла некоторой непре-

рывной функции нужно  уметь находить ее первообразную. Следовательно, ме-
тоды нахождения неопределенного интеграла переносятся на определенный инте-
грал. Однако отметим некоторые особенности вычисления определенного интегра-
ла: 

а) интегрирование с помощью замены переменной  в определенном инте-
грале. Рассмотрим два возможных способа вычисления одного и того же интегра-
ла. 

ах =  

S 
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       б) интегрирование по частям в определенном интеграле рассмотрим на 
примере: 

                                  ∫ ∫ ⋅−⋅=⋅
в

а

в

аa

в

duvvudvu ; 
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в) интегрирование четных и нечетных функций в симметричных отрез-
ках интегрирования: 

    ∫

∫

−












 ⋅

=
а

а

a

0

).координатначала

ноотносительнсимметричеграфикее.е.т(,нечетная)x(fесли,0

),Оуноотноситель

нсимметричеграфикее.е.т(,функциячетная)x(fесли,dx)x(f2

dx)x(f          

 
                )x(f  
                                 )x(fy =  - четная 
 
 
 
 
 
         а−             0      а        x   
 
                   Рисунок 3 

 
          )x(f  
                             )x(fy =  - нечетная 
 
 
         а−                      а  
 
                         0                       x  
 
 
                  Рисунок 4 
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Рассмотрим применение этой формулы на примерах: 

                     ( ) =⋅=⋅⋅=+−+ ∫∫
−

2

0

5
4

2

2

345

0

2

5

x
10dxx52dxxx3x5x.1  

 
        нечетные функции, ⇒  интегралы от них =0.     = 

                                     .6432222
0

2
x2 55 =⋅=⋅==  

 

       

( )

.
2

sin
2
1

2
02sin

2
2sin

2
1

0
2

x2sin
2
1

x
2
1

2dxx2cos
2
1

2dx
2
1

2

dx
2

x2cos1
20dxxcos2dxxsinxxcos.2

2

0

2

0 0

2/

0

2/

2

0

2

0

2
2

2

42

π=π+π=






 ⋅−π⋅+






 −π=

=+⋅⋅=⋅+=

=






 +=+=+

∫ ∫

∫∫∫

π π
ππ

πππ

π−

 

 
II. Основные свойства определенного интеграла 

 

1. ∫ ∫⋅=⋅
в

а

в

а

,dx)x(fcdx)x(fc   

где   constc = . 

2. [ ] ∫∫∫ ±⋅=⋅±⋅
в

а
2

в

а
211

в

а
2211 dx)x(fcdx)x(fcdx)x(fc)x(fc ;  

где constc,c 21 − . 

3. ∫ ∫−=
в

а

а

в

dx)x(fdx)x(f . 

4. ∫ ∫ ∫+=
в

а

c

a

в

с

dx)x(fdx)x(fdx)x(f ,  

если  вca << . 

5. Если  )x(f  сохраняет знак на отрезке  [ ] ( )вав;a <  , то интеграл   ∫
в

а

dx)x(f  

сохраняет тот же знак, т. е. например, если  0)x(f ≥   для любого 

[ ] ∫ ≥⇒∈
в

а

0dx)x(fв;аx . 

6. Если  )x(f  - непрерывна на отрезке  [ ]в;а , то существует такая точка  

[ ]в;ас∈ , что ( )∫ −⋅=
в

а

ав)c(fdx)x(f   (теорема «о среднем»). 

четн

. 
нечетн. 
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7.  Если )x(f)x(f 21 ≤    при  [ ]в;ax ∈ , то  ∫ ∫≤
в

а

в

а
21 dx)x(f)x(f . 

8. Если   m  - наименьшее, а  M  - наибольшее значения  функции )x(fy =  не-
прерывной на отрезке  [ ]в;а , то: 

 

                          ( ) ( )∫ −≤≤−
в

а

авMdx)x(fавm  (теорема «об оценке»). 

9. ∫∫ ≤
в

а

в

а

dx)x(fdx)x(f , где ва < . 

Пример 1. Вычислить среднее значение функции  
x

1
xy +=   на отрезке 

[ ]4;1 . 
Решение. Так как  )x(fy =  является непрерывной на указанном отрезке, то 

можно применить свойство 6 (теорему о среднем); 

( )∫ −⋅=
в

а

ав)c(fdx)x(f  выразим )с(f   из данного соотношения как неизвестное 

из уравнения: 

ав

dx)x(f
)c(f

в

а

−
=
∫

, т. е.   

=








+

=








+

=
−








 +
=

∫∫
−

3

1

4

2/1

x

2/3

x

3

dxxx

14

dx
х

1
х

)c(f

2/12/34

1

2

1

2

1
4

1  

=






 +⋅⋅=







 +⋅
=








 ⋅+⋅
=

1

4
xxx

3

1

3

2

3

1

4
x2xx

3

2

3

1

4
x2x

3

2 2/12/3

 

.
9

20

3

10

3

2

1
3

7

3

2
1

3

1
2

3

8

3

2
111

3

1
444

3

1

3

2

=⋅=

=







+=




 −−+=














 +⋅⋅−






 +⋅⋅⋅=
 

 

Пример 2. Оценить интеграл: ∫
− +

1

1
3x8

dx
. 

Применим  теорему «об оценке» определенного интеграла (свойство 8). 

                                ( ) ( )∫ −≤≤−
в

а

авMdx)x(fавm . 

Найдем значения функции на концах отрезка:  

                            
7
1

18
1

)1(8
1

)1(f
3

=
−

=
−+

=− ,      
9
1

18
1

)1(f
3

=
+

= . 
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Найдем также  2)1(1ав =−−=− . Так как здесь  9/1m=  - наименьшее значение, а 

7/1M =  - наибольшее значение функции, ⇒  2
7
1

x8
dx

2
9
1 1

1
3

⋅≤
+

≤⋅ ∫
−

. 

Ответ: 
7
2

x8
dx

9
2 1

1
3

≤
+

≤ ∫
−

. 

Пример 3. Не вычисляя, сравнить значения интегралов:  dxe
1

0

x 2

∫    или  ∫
1

0

x dxe . 

 Решение. Так как xx ee
2

≤  при  ⇒≤≤ 1x0   по свойству 7 ∫∫ >
1

0

x
1

0

x dxedxe
2

. 

 
Задания для самостоятельной работы. 

 
Вычислить определенные интегралы с помощью формулы Ньютона –

Лейбница:  

1.  ( )∫ +
4

2

3 dxxx , 
Ответ:  66. 

2.  ∫
e

1

dx
x
1

, 
Ответ:  1. 

3.  ∫ 






 +
9

4

dx
x

1
x3 , 

Ответ:  40. 

4.  ∫
−

−
−

1

12

dxx54 , Ответ: 
3
2

64 . 

5.  dxe
1

3

x
∫

−

− , Ответ:  
e
1

e3 − . 

6.  ∫ +

6

1

dx
3x

x
, Ответ:  

3

20
. 

7.  ∫
3

1

dxxln , 
Ответ:  227ln − . 

8.  ∫
π

⋅
2/

0

dxxcosx , Ответ:  1
2

−π
. 

9.  ∫
π 2/

0

2 dxxsin , Ответ: 
4
π

. 

10. ∫
−

− −+

2

5
2 21x4x

dx
, 

Ответ: 4ln1,0 ⋅− . 

11.  ∫
−

− −−

1

2
2xx45

dx
, Ответ: 

3
1

arcsin . 

12.  
( )∫

+−−−
⋅3

0 3 32 48x328x3

dxx4
, 

Ответ:  3. 
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III. Приложения определенного интеграла 
 

1. С помощью определенного интеграла можно вычислять площади плоских 
фигур, ограниченных кривыми. Напомним, что кривые могут быть заданы раз-
личными способами, т.е. 

1) в прямоугольных декартовых координатах (в явном виде и  параметриче-
ски); 

2) в полярных координатах. 
Рассмотрим случаи вычисления площадей плоских фигур в прямоугольных 

координатах. 
а) если фигура представляет из себя криволинейную трапецию вида. 

 0)x(f >  
 
           y                        )x(fy =  
 
 
 
 
     
             0    a                     в     x  
 
                       Рисунок 5 

 

∫==
в

а
.тр.крф dx)x(fSS ; 

 
б) если криволинейная трапеция расположена ниже оси  Ox, т.е. 0)x(f <  тогда 

исходя из свойств определенного интеграла 
 
     
       0   a                     в            x  
 
 
 
 
                                   )x(fy =  
 
                     Рисунок 6 

 

∫−=
в

а
ф dx)x(fS . 

 

В общем случае     ∫=
в

а
ф dx)x(fS ; 

 
в) если плоская фигура имеет сложную форму, т.е. прямые  вx;ax ==  «вы-

рождаются» в точки, то фигуру следует разбить на части так, чтобы можно было 
применить известные формулы. 

 
Проиллюстрируем некоторые возможные варианты: 
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          y                 
                                 )x(fy 2=  
 
 
 
 
 
           0    a                 в       x  
 
                              )x(fy 1=  
 
                        Рисунок 7      

 
 

( )∫ −=
в

а
12ф dx)x(f)x(fS ; 

г) 
 y  

                             2S                    

                                          3S                                      

                                 1S  

 
 
 
    0         а      с          d                   в      x   
 
                         Рисунок 8 

 
 
 

321ф SSSS ++= ; 

 

 
д) если криволинейная  трапеция ограничена  прямыми   cy =    и  
dy = , осью Oy  и непрерывной кривой  )y(x ϕ= ,  то  ⇒  
 

       y  
 

dy =                         )y(х ϕ=  
 
 

cy =  
 
        0                                     x  
 
                      Рисунок 9 

 

    ∫ϕ=
d

c
ф dy)y(S . 

 
Рассмотрим примеры нахождения  площади плоских фигур: 

Пример 1.  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 
.xx2y

,xy
2−=

−=
 

Решение.  
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           y  

xy −=   1                          2xx2y −=                              

                       1S                       А                        

           0              1     2S   2            3           х  

                     - 1 
                     - 2                           В  
                     - 3            

а) Построим графики данных функций: 
    хy −=  - прямая; 

    x2xy 2 +−=  - парабола; приведем ее 
уравнение к каноническому виду: 
    ( ) py2ax 2 ±=− ; 

    ( ) 11xy 2 −−=− ; 
 

( )21x1y −=+− ; 

( ) ( )21x1y −=−−  откуда координаты вершины )1;1( , ветви вниз. Находим точки пе-
ресечения параболы  с осью Oх : 
    0xx2 2 =− ,   0)x2(x =− ,  0x1 =   или  0x2 =− ,  2x2 = . 

б) Чтобы найти площадь данной фигуры, разобьем ее на части. Для этого най-
дем координаты точек пересечения графиков, решив систему уравнений данных 
линий: 

 
⇒





−=
−=

2xx2y

xy

      

( )3;3В3y;0y

)0;0(O3x;0x

0)3x(x

0x3x

xx2x

21

21

2

2

−−==
⇒==

=−
=−
−=−

 

Тогда ( )
3

4

3

8
4

0

2

3

x

2

x2
dxxx2SSSS

322

0

2
121ф =−=








−=−=⇒+= ∫  (кв. ед). 

         ( ) dxxx2SS
3

2

2
OAВ2 ∫ −−= ∆ ;         

2

9
33

2

1
S OAВ =⋅⋅=∆  (кв. ед.). 

         ( ) ( )
3

4

3

8
499

3

2
2

3

3
9

2

3

3

x
xdxxx2

3
2

3
2

3

2

3
22 −=







 −−−=







−−








−=








−=−∫ . 

         






 −=−−=
3

4

2

9

3

4

2

9
S2   (кв. ед). 

в)  
2

9

3

4

2

9

3

4
Sф =−+=  (кв. ед.)  

Замечание.  Площадь этой же фигуры можно вычислить более рациональ-
ным  способом, применив формулу    

      

( ) ( )

( ) ..)ед.кв(
2
9

2
1827

9
2
27

3
x

2
x3

dxxx3

dx)x()xx2(dx)x(f)x(fS

0

3323

0

2

в

а

3

0

2
12ф

=−=−=






 −=−=

=−−−=−=

∫

∫ ∫
 

Ответ:  2/9Sф =   кв. ед. 
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Пример 2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой 32 xy = , пря-
мой 1y =   и осью Оу. 

Решение. 
    y  

                          32 xy =  
    1                                           1y =  
 

    0               1                         х  

    -1   

                         Рисунок 10 

а) Построим графики данных функций; 
 

1y =  - прямая, параллельная оси  Oх ; 

 
32 xy =  - полукубическая парабола. 

 
 

 
б) Для вычисления площади этой фигуры воспользуемся случаем, когда кри-

вая задана функциональной зависимостью  )y(x ϕ= . Выразим  x   через  y  : 

                                         3

2

3 2 yyx == . 

Тогда            
5

3
0

1
y

5

3

0

1

3

5
y

dyyS 3

51

0

3

5

3

2

ф ==== ∫  (кв. ед.). 

Ответ: 
5

3
Sф =   кв. ед. 

Замечание. Если линия, ограничивающая криволинейную трапецию, задана 
параметрически,  то  

                            [ ]



βα∈=
=

′⋅= ∫
β

α .,t),t(xx

),t(yy
где;td)t(x)t(yS    

Пример 3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:  




=
=

3

2

ty

,tx
, 

прямой  1y =   и осью Oy. 
Решение.  
Построим графики данных функций. Так как одна из линий задана параметри-

чески, то придавая параметру произвольные  значения, составим таблицу значений 
функции. 

 
 

t  -2 -1 0 1 2 
x  4 1 0 1 4 
y  -8 -1 0 1 8 

 
 
 
 

      Таким  образом, считая  





=
=

2

3

t)t(x

,t)t(y
  найдем  t2)t(x =′ , подста-

вим найденные выражения в формулу, 
предварительно вычислив пределы ин-
тегрирования по t : 
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         y  
                     фS        

            
           1                                      1y =  
                             1S  
        
           0             1                         x  
          -1                         
 
           

           0tt00x 1
2 =⇒=⇒=   

( в нашем случае α=1t ). 

           1tt11x 2
2 ±=⇒=⇒=  

( в нашем случае β== 1t 2 ). 
Тогда  1.квф SSS −= , так как 1S .кв =  кв. 

ед.; 
 

  

5

2

5

1
2

0

1

5

t
2dtt2dtt2tdt)t(x)t(yS

51

0

4
1

0

3
1

0
1 =⋅===⋅⋅=′⋅= ∫∫∫  (кв. ед.). 

5/35/21Sф =−=  кв. ед. 

Ответ:  5/3Sф =  кв. ед. 

2. Вычисление площадей плоских фигур в случае, когда линии, их ограничи-
вающие, заданы в полярной системе координат. 

Если непрерывная кривая задана в полярных координатах уравнением 
)(f ϕ=ρ , то площадь сектора АОВ  вычисляется по формуле: 

                           В                   )(f ϕ=ρ  
                                                 
 
                                         А 
 
 
                                                          х    
  0      β    α                              ρ  
                        Рисунок 11 

 

[ ] ϕ⋅ϕ= ∫
β

α
d)(f

2

1
S 2
ф . 

 

Пример 4. В полярной системе координат построить фигуру, ограниченную 
указанной линией, и вычислить ее площадь:    ( )ϕ+=ρ cos12 . 

Решение. 
а) Составим таблицу значений  ρϕ,  задавая шаг для  4/π=ϕ . 

                              
            2                     
                                            1S  
    0,6                     
 
       0                                  4      )(x ρ  
    0,6 
 
                Рисунок 12 
График этой функции – кардиоида. 

 
 

ϕ  0 

4

π
 

2

π
 

4

3π
 

π  

4

5π
 

2

3π
 

4

7π
 

π2  

ρ  4 3,4 2 0,6 0 0,6 2 3,4 4  

3,4 

S 

4

π
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б) Вычислим 1ф S2S ⋅= , т.к. ϕ  изменяется от 0 до π  (см. рис. 12), т.к. фигура 

симметрична относительно  Ох, где 

( )[ ] ( )

( )

π=






 ++−






 π+π+π=

=






 ϕ+ϕ+ϕ⋅=

=







ϕ+ϕ+ϕ+ϕ=

=







ϕϕ+ϕ+ϕ+ϕ=

=







ϕϕ++ϕ+ϕ=

=




 ϕϕ+ϕϕ+ϕ=

=ϕϕ+ϕ+=

=ϕϕ+=ϕϕ+=

π

π

π πππ

πππ

π ππ

π

ππ

∫ ∫

∫

∫ ∫∫

∫

∫∫

30sin
2
1

0sin402sin
2
1

sin43

2sin
2
1

sin4
2
3

2

2sin
4
1

2
1

sin22

d2cos
2
1

d
2
1

sin22

d
2

2cos1
sin22

dcosdcos2d2

dcoscos212

dcos1
2
4

dcos12
2
1

S

0

0

0 000

000

0 0

2

0

0

2

2

00

2
1

 

π=π⋅= 632Sф    

Ответ:  π= 6Sф  кв.  ед. 

 
2. Вычисление длины  дуги различных кривых 

 
а)  Вычисление длины дуги в прямоугольных координатах  
 

                              )x(fy =  
                        А               В         α  
 
 
 
 
            0            а                в        х 
 
                            Рисунок 13 

      1) Если линия  α   задана уравнением  
)x(fy =  , то длина ее дуги  АВ  вычис-

ляется по формуле : 
 

           [ ] dx)x(f1
в

а

2
АВ ∫ ′+=α . 

 

Рассмотрим пример:  
Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением  xx3/1y ⋅=  от нача-

ла координат до точки  ( )38;12В ⋅ . 



 16 

Решение. Найдем производную функции  xx3/1)x(fy ⋅== , т. е.  

2

x
x

2

1
x

2

1
x

2

3

3

1
x

3

1
xx

3

1
xx

3

1
)x(f 2

1
1

2

3

2

3

2

1
1 ===⋅⋅=

′









=

′









⋅⋅=

′







 ⋅⋅=′
−

; 

т.к. О(0; 0),  ( ) ⇒⋅ 38;12В  в нашем случае  .12в;0a ==  
       

( ) .
3
56

3
8

3
64

3
8

24
3
8

11
3
8

3131
3
8

0

12

4
x

1
3
8

2/3
4
x

1
4

4
x

1d
4
x

14

xd
4
x

1
xd

4
x

1xd
2
x

1

0

12

12

0

2/3

2/1

12

0

2/1

12

0

12

0

2

ов

=−=−⋅⋅=⋅⋅−+⋅+⋅=






 +⋅=

=







 +
⋅=







 +






 +⋅=

=






 +=+=







+=α

∫

∫∫ ∫

 

2) Если уравнение кривой задано в параметрическом виде, т. е. 




=
=

)t(yy

),t(xx
, 

то длина дуги вычисляется по формуле: 

                   ( ) ( )∫∫ ′+′=







+








=α

2

1

2

1

t

t

2
t

2
t

t

t

22

tdyxtd
td

yd

td

xd
. 

где  )tt(t,t 2121 < - значения параметра, соответствующие концам дуги. 
Рассмотрим пример. 
Найти длину дуги полукубической параболы, заданной параметрически 





=
=

3

2

ty

,tx
 между точками  А ( 1; 1 )  и   В ( 4;  8 ) (см. рис. 10). 

Решение. Так как  ( ) ( ) tdyx
2

1

t

t

2
t

2
tАВ ∫ ′+′=α  , в нашем случае 





=′
=′

2
t

t

t3y

t2x
 , най-

дем значения параметра 21 t,t , соответствующие концам дуги. 

Для этого абсциссы точек  А  и  В   подставляем в уравнение  2t)t(x = , тогда 

при нахождении  1t   нужно решить 1t,1t 1
2 ±=⇒= . 

Так как точки расположены на кривой над осью  Ox , 1t1 =⇒ . 

Аналогично получим уравнение  2t,4t 2
2 ±=⇒= , по тем же соображениям 

выбираем значение  2t 2 = . 
Тогда  

( ) ( ) =+=+=α ∫∫ tdt9t4tdt3t2
2

1

42
2

1

222
АВ ( )∫ ∫ =+⋅=+

2

1

2

1

222 tdt94ttdt94t  
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(введем новую  переменную   ;
t18
ud

td;uddtt18;ut94 2 ===+  находим преде-

лы интегрирования для  u  : 40294u;13194u 2
2

2
1 =⋅+==⋅+= ). 

 

           

.
27

13131080

27

1313

27

4040

13

40

27

uu

13

40
uu

318

2
13

40

2/3

u

18

1
udu

18

1

t18

du
ut

2/340

13

40

13

−
=

⋅
−

⋅
=

⋅
=

=⋅⋅
⋅

=⋅==⋅⋅= ∫ ∫
 

      Ответ:  
27

13131080
АВ

−
=α . 

 
б) Вычисление длины дуги в полярных координатах 
Если кривая  АВ  задана уравнением в полярных координатах  )(f ϕ=ρ , где 

β≤ϕ≤α , то   ( )∫
β

α
ϕ ϕρ′+ρ=α d22

АВ . 

Рассмотрим пример. 
Вычислить дугу кардиоиды, заданной в полярной системе координат:  
( )ϕ+=ρ cos12 , где  π≤ϕ≤0  (т.е. той части кривой, которая расположена выше 

оси Ox). 
Решение.  
Рассмотрим уже известную нам кривую (см. рис. 12). Применим  формулу  

( )∫
π

ϕ ϕρ′+ρ=α
0

22 d , где  ( )[ ] ( ) ϕ−=′ϕ+=′ϕ+=ρ′ ϕϕ sin2cos22cos12 , тогда 

 

                                 

( ) ( )

( )

( ) =ϕ∫ ϕ+ϕ+ϕ+=

=ϕ∫ ϕ+ϕ+ϕ+=

∫ =ϕϕ+ϕ+ϕ+=

=ϕ∫ ϕ−+ϕ+=α

π

π

π

π

dsincos4cos84

dsin4cos4cos84

dsin4coscos214

dsin2cos12

0

22

0

22

0

22

0

222

 

                                 ( )∫ ∫ =ϕϕ+⋅=ϕϕ+=
π π

0 0

dcos18dcos88  

                    

.80sin8
2

sin8
02

sin8
2

d
2

cos24d
2

cos4

d
2

cos16d
2

cos28

00

0 0

22

=−π=
πϕ=







ϕ
∫

ϕ
∫ ⋅=ϕϕ⋅=

=ϕ∫ ∫
ϕ⋅=ϕϕ⋅=

ππ

π π
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Задания для самостоятельной работы. 
 

Приложения определенного интеграла 
I.  Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями: 
                                                                                          Ответы: 

1.  .0y;ex;1x;6yx ====  )..eд(6S 2=  

2.  6x5xу 2 +−=   и координатными осями. )..eд(
3

2
4S 2=  

3.  7yy8x 2 −−=   и осью  Оу. )..eд(36S 2=  

4.  




⋅=
⋅=

tsinвy

tcosax
  - эллипс. 

)..eд(вaS 2⋅⋅π=  

5.  Одним витком спирали Архимеда  ϕ=ρ a . )..eд(a3/4S 223 ⋅π=  

6.  ϕ⋅=ρ cosa22  - лемниската Бернулли. )..eд(4S 2=  

7.  x4xy 3 −=     и   0y = . )..eд(8S 2=  
 

II.   Найти длины дуг следующих кривых: 
 

1.  yln
2

1
y

4

1
y 2 −=     от   1y =   до  ey= . 

4

1e2 +=α . 

2.  




⋅=
⋅=

tcosey

tsinex
t

t

        
2

t0
π≤≤ . 








−=α

π

1e2 2 . 

3.  ϕ=ρ e ,    
2

0
π≤ϕ≤ . 









−=α

π

1e2 2 . 

4.  xcoslny =     от  0x =     до  
6

x
π= . ( )3ln=α . 

  
3.  Объем тела вращения 

 
      1) Если тело образовано вращением плоской фигуры вокруг оси Ох, то его объ-
ем равен      
                        
      y                                )x(fy =  
 
 
 
        0       а                                     в    х 
 
 
 
                      Рисунок 14 

 

dx)x(fV
в

а

2
.вр.т ∫π=  
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2) Если же тело образовано вращением плоской фигуры вокруг оси Оу, то его 
объем равен 
                              у 
 
                                                 
 
                                                  )y(x ϕ=  
 
 
 
                              0                      x 
                        Рисунок 15 

 

dy)y(V
d

c

2
.вр.т ∫ ϕπ= . 

 
Рассмотрим пример: 
Найти объемы тел, образованных вращением фигуры, ограниченной линиями: 

x

4
y = ;  1x = ;  4x =   0y = . 

а) вокруг оси Ох;      б) вокруг оси  Оу; 
Решение. 
а) Изобразим тело, получающееся в результате вращения данной плоской фи-

гуры вокруг Ох: 
 

      у 

    4                           
x

4
y =  

 
 
          
       0     1                                           х 
 
                                    4x =  
  - 4 
                   1x =  

.)ед.куб(12416

1

16

4

16
1

4

x

16
1

4

)1(

x
16

dxx16dx
х

4
V

1

4

1

2
4

1

2

.вр.т

π=π−π=

=π+π−=π−=
−

π⋅=

=π⋅=






π=

−

−
∫∫

 

 
Ответ: π= 12V  куб.ед. 

 
                          у 
                           В  4   С 
               2V  
          4V                                      4x =       
 
                                                        х   
       - 4                0          F           4   
                                       1x =  
 
 

б)  Изобразим тело, получающееся в ре-
зультате вращения фигуры вокруг оси Оу 
 

c 

d 
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При вращении данной плоской фигуры вокруг оси Оу образуется тело с «вы-
резанным» круговым цилиндром, получающимся при вращении прямоугольника 
ОВСF вокруг Оу, причем он состоит из двух цилиндров с объемами 42 V,V . Най-
дем объем тела, полученного при вращении криволинейной трапеции АВСD во-
круг Оу: 

 
 
         4  В  С 
 
                             y/4x =  
 
         А   К                                Д  
 
          0       F                             Е       х 
                    1х =                       4х =  

)..ед.куб(11V

.).ед.куб(1614V

.).ед.куб(331HRV.к.т

.).ед.куб(12
1

16

4

16

1

4

y

16

dyy16dy
y

4
V

2
4

2
3

22
2

4

1

4

1

2

2

1

π=⋅⋅π=

π=⋅⋅π=

π=⋅⋅π=π=

=π+π−=π−=

=π=






π= ∫ ∫
−

  

 
Тогда ( ) ( ) π=π−π+π−π=−+−= 2416312VVVVV 4321  (куб. ед.). 

Ответ:  π= 24V  куб. ед. 
 

 4. Площади поверхностей, образованных вращением 
дуги кривой вокруг оси Ох 

 
а) Если кривая задана уравнением вида:  )x(fy = , то 

                            ( ) xdy1)x(y2S
в

а

2
t∫ ′+⋅π= . 

б) Если кривая задана параметрическими уравнениями:  




=
=

)t(yy

)t(xx
, причем  

21 ttt ≤≤ ,  0)t(y ≥ , то 

                          ( ) ( ) tdyx)t(y2S
2

1

t

t

2
x

2
t∫ ′+′⋅π= , 

где  ( )2121 tttиt <  - значения параметра  t , соответствующие концам дуги. 
в) Если кривая задана уравнением в полярных координатах )(f ϕ=ρ , где 

β≤ϕ≤α   и  )(f ϕ   имеет непрерывную  производную  на  [ ]βα; , то 
 

                          ( ) ϕρ′+ρ⋅ϕ⋅ρπ= ∫
β

α
ϕ dsin2S 22 . 

Рассмотрим примеры. 
 
Пример 1. Найти площадь поверхности, образованной вращением полуок-

ружности, расположенной выше оси Ох, вокруг нее. 
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Решение. 
                         у 
 
                                  R 
                   
                В                       А 
              -R          0         R            x 

а) уравнение  окружности   222 Ryx =+ ,   ⇒  
222 xRy −= ,   ⇒     22 xRy −±= ,   т.  к.  

окружность расположена выше оси Ох,   ⇒  
22 xRy −= ;   

⇒    
2222 xR

x

xR2

x2
y

−
−=

−
−=′ . 

.ед.квR4R2R2

R

R
Rx2xdR2xd

xR

R
xR2

xd
xR

xxR
xR2xd

xR

x
1xR2S

222

R

R
22

R

R

22

22

222R

R

22
22

2R

R

22

π=π+π=

=
−

⋅π=⋅π=
−

⋅−π=

=
−

+−⋅−π=
−

+⋅−π=

∫∫

∫∫

−−

−−

  

б)  Найти площадь той же  поверхности, если  кривая  задана  параметрически. 
Решение.   
Уравнение данной окружности, заданной в параметрической виде: 





=
=

tsinRy

tcosRx
,  ⇒   





=′
−=′

tcosR)t(y

tsinR)t(x
, найдем значения параметра, считая концами 

дуги точки  )0;R(Ви)0;R(A − ,  подставим абсциссы этих точек в уравнение 

для  х: т. е.  tcosRx = , тогда 
,1tcos

,tcosRR

=
=

  .0t1 =⇒  

Найдем аналогично  2t  :  
,1tcos

,tcosRR

−=
=−

  .t 2 π=⇒  

Тогда по формуле:  

                

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )( ) )..ед.кв(R4)11(R20coscosR2

0
tcosR2tdtsinR2tdRtsinR2

td)tcostsin(RtsinR2

tdtcosRtsinRtsinR2

tdtcosRtsinRtsinR2

tdyx)t(y2S

222

2

0

2

0

0

222

0

2222

0

22

t

t

2
t

2
t

2

1

π=+π=−−π−π=

=
π

−π=⋅π=⋅π=

=+⋅π=

=+⋅π=

=+⋅π=

=′+′⋅π=

∫∫

∫

∫

∫

∫

ππ

π

π

π

 

в)  Найти площадь той же поверхности, если кривая задана в полярной систе-
ме координат. 
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Решение. В полярной системе координат уравнение данной окружности имеет 
вид: R=ρ , т. к.  уравнение окружности в прямоугольных координатах 

222 Ryx =+ , тогда по формулам перехода в полярную систему координат: 





ϕρ=
ϕρ=

siny

,cosx
   ⇒     22222 Rsincos =ϕρ+ϕρ   

                            
( )

.RR

Rsincos
22

2222

=ρ⇒=ρ
=ϕ+ϕρ

 

Так как  ( ) π≤ϕ≤=′=ρ′ ϕϕ 0а,0R ,  найдем площадь данной поверхности: 

( )

( ) ( ) ( ) )..ед.кв(R411R20сoscosR2
0

scoR2

dsinR2dsinR2

d0RsinR2

dsin2S

222

0

22

0

22

0

22

π=+π=+π−π=
π

ϕ−π=

=ϕϕ⋅π=ϕϕ⋅⋅π=

=ϕ+ϕ⋅⋅π=

=ϕρ′+ρϕ⋅ρ⋅π=

∫∫

∫

∫

ππ

π

ϕ

β

α

 

 
Задания для самостоятельной работы 

 
I. Вычислить объемы тел, образованных вращением фигуры, ограниченной 

линиями: 
                                                                                                    Ответы: 
1.  ,0x,0y,x4y 2 ==−=  где 0x ≥  вокруг   
     а) оси Ох;   б)  оси Оу. 

а)  
15

256
V

π−= ( ед.3 ). 

б)  π= 8V  ( ед.3 ). 
2.  9y;3y,9yx ===   и осью  Оу вокруг оси Оу. π= 18V  ( ед.3 ). 

3. y3x2 =  и биссектрисой I  координатного угла 
вокруг оси Ох. 5

18
V

π= ( ед.3 ). 

       
       II. Вычислить площади поверхностей, полученных вращением кривых вокруг 
оси Ох.  

1.  2x2,
3

x
y

3

≤≤−= ; ( )1717
9

2
S −π=  (кв. ед.). 

2.  ( )



−⋅=
=

3t3/ty

tx
2

2

,    3t0 ≤≤ ; 
π= 3S  (кв. ед.). 

3.  ( )ϕ+=ρ cos1a   вокруг полярной оси. 2a
5

32
S π=  (кв. ед.). 
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5. Приложения определенных интегралов к решению  
физических задач 

 
1) Путь, пройденный точкой. 

Пусть точка движется по некоторой кривой и абсолютная величина скорости ее 
)t(fV =  есть известная функция времени  t . Тогда путь, пройденный точкой  за  

промежуток времени  [ ]21 t;t , равен:  ∫=
2

1

t

t

dt)t(fS . 

Пример. 
Скорость тела задается формулой t1V +=  м/с. Найти путь, пройденный те- 

лом за первые  10 секунд после начала движения. 
Решение. 
Здесь  t1)t(f;10t,0t 21 +=== , тогда 

 

            

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

).м(65,23
3

23,322
3

21122

3
2

3

1122

0101
3
2

101101
3
2

t1t1
3
2

0

10
t1

3
2

2/3
t1

tdt1tdt1S

0

10
2/3

0

102/310

0

2/1
10

0

≈−⋅≈
−⋅

=−
⋅

=

=+⋅+−+⋅+=

=+⋅+=+=

=+=+=+= ∫∫

 

Ответ:  .м65,23S=  
2) Работа силы. 
Если переменная сила )x(F  действует в направлении оси Ох, то работа силы 

на отрезке [ ]21 x;x   равна  ∫=
2

1

x

x

dx)x(FA . 

 
Пример. Какую работу нужно затратить, чтобы растянуть пружину на  0,06 м,  

если сила 1 Н растягивает ее на 0,01 м ? 
Решение. 
Так как xk)x(F = , где  k  - коэффициент пропорциональности,  F - сила, рас-

тягивающая пружину на x  м. 

Полагая 100
01,0

1
kм01,0x,н1F ==⇒== ;  x100xk)x(F ⋅=⋅=⇒ , тогда 

∫ =⋅=⋅==
06,0

0

2
2

18,0
0

06,0
x50

0

06,0

2

x
100xdx100A   (дж). 

Ответ:  18,0A =  дж. 
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3) Статические моменты и центр тяжести плоской фигуры. 
 

                               )x(fy =  
                        А               В          
 
 
 
 
            0            а                в        х 
 
                       Рисунок 16 

Пусть дана материальная плоская фигура (пла-
стинка), ограниченная кривой 0)x(fy ≥=  и 
прямыми: 0y = (осью Ох), вx;ax ==  (см. 
рис. 16). Считаем, что поверхностная плот-
ность пластинки постоянная, т.е. const=γ . То-
гда масса всей пластинки находится по форму-
ле: 

                    ∫⋅γ=
в

а

xd)x(fm . 

Статические моменты относительно координатных осей  Ох   и  Оу  находятся 
по формулам:  

                      ∫⋅γ=
в

а

2
x xdy

2

1
S ;         ∫⋅γ=

в

а
y xdyxS . 

 
А координаты  центра тяжести  С  этой пластинки вычисляются по формулам: 

                           
m

S
y;

m

S
x x

c
y

c == . 

Пример. 
Найти статические моменты относительно осей  Ох   и  Оу  и координаты цен-

тра тяжести треугольника, ограниченного прямыми  0y,0x,ayx ===+ , 
(плотность 1=γ ). 

Решение. 
    у 
 
    а            
                      xay −=  
  
  а/3            С              
 
      0        а/3          а               х 
 

      Вычислим массу данной пластинки:  

( ) .
2
a

2
a

a
2
х

xaxdxa1m
22

2

0

аa

0

2

=−=






 −=−⋅= ∫  

( ) ( )

( )
.

6
a

3
a

2
1

3
xa

2
1

)xa(dxa
2
1

xdxa
2
1

S

33

0

а3

a

0

2
а

0

2
x

=⋅=−−=

=−−−=−= ∫∫
 

           

( ) ( )

.
6

a

6

a2a3

3

a

2

a

0

a

3

x

2

xa

xdxaxxdxax1S

3333332

a

0

2
а

0
y

=−=−=







−=

=−=−⋅= ∫∫
 

3

a

a

2

6

a
x

2

3

c =⋅= , аналогично 
3

a
yc = . 

Ответ: 








3

a
;

3

a
C . 

с 
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4) Количество электричества. 
Пусть по проводнику течет ток переменной силы  )t(II = , где  0)t(I ≥ . Тогда 

количество электричества Q , протекшего через поперечное сечение проводника за 
промежуток времени [ ] ( )2121 ttt;t < , вычисляется по формуле: 

 

                                  ∫=
2

1

t

t

td)t(IQ ,  

где  I  - выражено в амперах;   t – в секундах. 
Рассмотрим пример. 
Сила тока  I  в проводнике меняется со временем по закону  2t32I += . Опре-

делить, какое количество электричества проходит через поперечное сечение про-
водника за время от .с5tдо.с2t 21 ==  

Решение. 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) .).k(123121358412510

222552
2

5
tt2

2

5

3
t3

t2tdt32Q 333
35

2

2

=−=+−+=

=+⋅−+⋅=+=






 +=+= ∫  

 
Ответ:  k123Q = . 
 

6. Приближенное вычисление определенных интегралов 
 
На практике часто требуется вычислить определенные интегралы от функций, 

для которых не удается найти первообразные. В этом случае осуществляют чис-
ленный расчет по формулам приближенного интегрирования. Иногда это удобно 
делать и для функций, первообразные которых найти можно. 

Рассмотрим три наиболее употребляемые формулы вычисления определенно-
го интеграла – формулу прямоугольников, формулу трапеций и формулу пара-
бол (Симпсона).  

Пусть необходимо вычислить интеграл  ( )∫
−

+−
1

1

42 xd1xx2 , пользуясь этими 

формулами. Построим график данной функции на заданном отрезке. 
 

                    у 
 
                    2                     1xx2у 42 +−=  
 
                   1 
 
              - 1      0        1               х 
 
                  Рисунок 17 

1) Так как первообразную этой  
функции найти легко, вначале вычис-
лим этот интеграл, пользуясь форму-
лой Ньютона – Лейбница.   
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( )∫
−

+−
1

1

42 xd1xx2  =  т. к. пределы интегрирования симметричны, а подынте-

гральная функция четная, воспользуемся свойством интегрирования четных функ-
ция в симметричных отрезках   = 
 

( )

.9333,2
15

44

15

22
2

15

15310
21

5

1

3

2
2

0

1
x

5

x

3

x2
2dx1xx22

1

0

53
42

≈=⋅=

=






 +−=






 +−=







+−=+−= ∫

 

 
2)  Рассмотрим на этом же примере метод прямоугольников. 
  

 
                     Рисунок 18 

Отрезок [ ]в;а  разбивается на  n   рав-
ных  частей  длины       

            1ii xx
n

ав
h −−=−= . 

В середине  
2

xx
c i1i

i

+
= −   каждого та-

кого отрезка строим ординату 
( )ii cfy = . Приняв эту ординату за вы-

соту, построим прямоугольник с пло-
щадью iyh ⋅ . Тогда сумма площадей 
всех  n   прямоугольников дает пло-
щадь фигуры, представляющую собой 

приближенное значение искомого определенного интеграла: 

          ( )1n21o

в

а

n

1i

i1i y...yyy
n

ав

2

xx
f

n

ав
xd)x(f −

=

− ++++−≈






 +
⋅−≈∫ ∑ , 

где  n0 xв,xa == . 
Нашу фигуру мы разбили на 8 равных частей с шагом  

                   25,0
4

1

8

2

8

)1(1
h ===−−= . 

Тогда при:  
2y1x 00 =⇒−= , 

( ) ( ) 8086,1175,075,02y75,025,01x 42
11 =+−−−⋅=⇒−=+−= , 

( ) ( ) 4375,115,05,02y5,025,075,0x 42
22 =+−−−⋅=⇒−=+−= , 

( ) ( ) 1211,1125,025,02y25,025,05,0x 42
33 =+−−−⋅=⇒−=+−= , 

11002y025,025,0x 42
44 =+−⋅=⇒−=+−= , 

( ) ( ) 1211,1125,025,02y25,025,00x 42
55 =+−⋅=⇒=+= , 

( ) ( ) 4375,115,05,02y5,025,025,0x 42
66 =+−⋅=⇒=+= , 
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 ( ) ( ) 8086,1175,075,02y75,025,05,0x 42
77 =+−⋅=⇒=+= , 

21112y125,075,0x 42
88 =+−⋅=⇒=+= . 

 
Подставляем найденные значения в формулу: 
 

( )

( )

( )

( ) .4336,37344,13
4

1
2422,2875,26172,35

4

1

11211,124375,128086,124
4

1

28086,14375,11211,11211,14375,18086,12
8

11

xd1xx2у
1

1

42

≈⋅≈+++≈

≈+⋅+⋅+⋅+≈

≈+++++++⋅+≈

≈+−= ∫
−

 

 
2) Теперь рассмотрим метод трапеций для этого же интеграла.  

Эту формулу получают аналогично предыдущей, достраивая в процессе разбиения 
каждую фигуру до обычной трапеции.  

Тогда 
 

              .y...yy
2

yy

n

ав
xd)x(f 1n21

n0
в

а








 +++++⋅−≈∫ −  

 

( )

( )

( ) .9336,27344,11
4

1
2422,2875,26172,33

4

1

11211,124375,128086,122
4

1

8086,14375,11211,111211,14375,18086,1
2

22

4

1

xd1xx2
1

1

42

≈⋅≈+++≈

≈+⋅+⋅+⋅+≈

≈






 ++++++++⋅≈

≈+−∫
−

 

 
3) Вычислим данный интеграл по формуле парабол (формула Симпсона). 

Если  заменить график функции на каждом отрезке разбиения не отрезками пря-
мых, а дугами парабол, то получим формулу Симпсона: 
 

                
(

).)y...yy(2

)y...yy(4)yy(
n6
ав

xd)x(f

2n242

1n231n20

в

а

−

−

++++

++++++⋅−≈∫
 

 
В нашем случае: т.к. отрезок разбивается на  n2   равных частей, то 
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( ) )(

)(

)(

( )

( )

( ) .9323,21876,35
12

1
75,74376,234

12

1

875,328594,544
12

1

)1875,2(2)2422,26172,3(44
12

1

)14375,12(2)1211,128086,12(44
12

1

)4375,114375,1(2)8086,11211,11211,18086,1(422
12

1

)yyy(2)yyyy(4yy
423

2
xd1xx2 642753180

1

1

42

≈⋅≈++≈

≈⋅+⋅+≈

≈++++≈

≈+⋅+⋅+⋅+≈

≈++++++++≈

≈++++++++
⋅⋅

≈+−∫
−

              

 
      Вывод. Сравнивая ответы, видим, что данный интеграл приближенно находит-
ся с различной степенью точности по различным формулам. 
 

Задания для самостоятельной работы 
 

Вычислить приближенно определенные интегралы: 
                                                                                                                      Ответы: 

1.  ∫
2

1 x

xd
, разбивая отрезок [ 1; 2 ] на 10 частей с округлением до 4-го   

     десятичного знака по формуле   прямоугольников. 

 
 0, 7188 

2.  xdx1
1

0

2
∫ − ,  разбивая отрезок  [ 0; 1 ] на 6 частей с округлением   

     до 4-го десятичного знака по формуле трапеций. 

 
 0, 8109 

3.  ∫ −

3

1 1x2

xd
, разбивая отрезок [ 1; 3] на 4 части с округлением до 4-го  

     десятичного знака по формуле Симпсона. 

  
0, 8111 

 
7.  Несобственные интегралы 

 
Рассмотрим так называемые несобственные интегралы, т.е. определенный 

интеграл от непрерывной функции, но с бесконечным промежутком интегриро-
вания  (несобственный интеграл I рода), или определенный интеграл с конечным 
промежутком интегрирования, но от функции, имеющей на нем бесконечный  
разрыв (несобственный интеграл II рода). 

Рассмотрим, как вычисляются несобственные интегралы I рода. Здесь воз-
можны три варианта:  

 
1) Пусть функция )x(f  непрерывна на промежутке [ )∞+;a , тогда  
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       у 
 
 
                        )x(fy =  
 
 
 
 
        0          а                                          х 
                    Рисунок 19 

∫∫
∞+

∞+→
=

в

аа в

xd)x(fxd)x(f lim . 

Если этот предел существует, то гово-
рят, что интеграл сходится; если же  
предел не существует или бесконечен, 
то говорят, что интеграл расходится. 

2) Если функция  )x(f  непрерывна на промежутке ( ]в,∞− , тогда 
 

                                                          у 
 
                       )x(fy =  
 
 
 
 
 
                                               в      0     х 
                       Рисунок 20 

∫∫
∞− ∞−→

=
в

а

в

а

xd)x(fxd)x(f lim . 

Сходимость и расходимость такого ин-
теграла определяется аналогично. 

 
Несобственный интеграл с двумя бесконечными пределами интегрирования 

определяется формулой 
 

                          ∫ ∫∫
∞−

∞+∞+

∞−
+=

c

c

xd)x(fxd)x(fxd)x(f ,  

 
где с – произвольное число. 
                у 
                    
 
                                              )x(fy =  
 
 
 
                     0         с                           х 
 
                       Рисунок 21 

Интеграл, стоящий в левой части равен-
ства, сходится лишь тогда, когда схо-
дятся оба интеграла, стоящие в правой 
части равенства. 

 
 Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость : 
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1. ⇒=−−=−=
−

==
∞+→

−

∞+→

−

∞+→

∞+

∫∫ ,1)10(
х

1

)1(

x
xdx

x

xd

1

в

в1

в1

в

в

1

2

в1
2 limlimlim  данный 

интеграл сходится.  

2. ,asin0xsinxdxcosxdxcos limlimlim
a

а

0

a

0

aa

0

∞−→∞−→∞−→∞−
−=== ∫∫  т. к. при 

∞−→a  asinlim
a ∞−→

  не существует,  ⇒  данный интеграл расходится. 

 

[ ] ,
2222

)t1(arctg)1t(arctg

)1x(arctg
1)1x(

xd
2x2x

xd
.3

lim

limlim

t

t

t

t

t

t
2

t
2

π=π+π=






 π−−π=−−+=

=++
++

=
++

∞→

−∞→−

∞+

∞− ∞→
∫∫

 

 
следовательно, данный интеграл сходится. 
 

В некоторых задачах нет необходимости вычислять интеграл, достаточно 
лишь знать, сходится он или нет. 

 
Сформулируем признак сходимости: 
 

Интеграл  )0a(xd)x(f
а

>∫
∞+

:  1) сходится, если  
mх

М
)x(f ≤    и  1m > ; 

2)  расходится, если mх

М
)x(f ≥    и   1m ≤ , где  М,  m  - постоянные. 

Пример.  Установить, сходится или расходится интеграл  xd
x

xсos

1
3∫

∞

, исполь-

зуя признак сходимости. 

Решение. Так как 1xсos ≤ , то  
33 x

1

x

xcos ≤  , т.е. подынтегральная функ-

ция удовлетворяет условию (1) при  3mи1М == , ⇒   данный интеграл схо-
дится. 

Теперь рассмотрим, как вычисляются несобственные интегралы II рода. 
Если функция  )x(f  терпит бесконечный разрыв в точках  ax = ,  или  вx = , 

или  )вca(cx <<= , то интеграл ∫
в

а

xd)x(f  называется несобственным интегра-

лом II рода. 
 
Таким образом, при вычислении таких интегралов также возможны три ва-

рианта:  
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   у 
 
                                               )x(fy =  
 
 
 
 
      0   а   ε+a                 в            х 
 
                   Рисунок  22 

1) если  ax =  - точка разрыва )x(f : 

∫ ∫
ε+→ε

=
в

а

в

а0
xd)х(fxd)x(f lim , где 0>ε ; 

 
           у               )x(fy =   
 
 
 
 
 
 
            0          а                ε−в   в      х 
 
                         Рисунок  23 

2) если  вх =  - точка разрыва  )x(f  : 

∫ ∫
ε−

→ε
=

в

а

в

а0
xd)х(fxd)x(f lim ; 

 
   у                                     
                                              )x(fy =  
 
 
 
 
 
 
    0        а        ε−с   с  sс +       в      х 
 
                         Рисунок  24 

3) если  cх =  - точка разрыва  )x(f , где 
вca <<  

∫

∫ ∫

+→

ε−

→ε

+

+=

в

sc0s

в

а

с

а0

.xd)х(f

xd)х(fxd)x(f

lim

lim
 

 
Если хотя бы один из пределов не существует или равен бесконечности, не-

собственный интеграл II рода расходится. В противном случае – сходится. 
 
Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость: 

1. =∫=⇒=

−=

=∫
ε+→ε

1

00

1

0 x

xd
lim

родаII

ныйнесобственинтеграл,
x

1
)x(f

функцииразрываточка0x

x

xd
 

 



 32 

    ( ) ( ) 222
1

x2
1

2/1

x
xdx limlimlimlim

00

2/1

0

1
2/1

0
=ε−=

ε
=

ε
==

→ε→ε→εε

−

→ε
∫ , 

 
следовательно, данный интеграл сходится. 

2. =
π

π=
=∫

π

существуетне2/tg.к.тфункции

льнойподынтеграразрываточка2/xздесь
xdxtg

2/

0

 

    ( ) =
ε−π

−=∫=
→ε

ε−π

→ε 0

2/
xcoslnlimxdxtglim

0

2

00
 

    
( ) ( )( )
( )( ) ( )( ),02/coslnlim1ln2/coslnlim

0cosln2/coslnlim

00

0

−ε−π−=−ε−π−=

=−ε−π−=

→ε→ε

→ε
 

 
так как этот предел не существует, следовательно, данный интеграл расходится. 

3. =∫+∫=∫
−=

=
−−

1

0
2

0

1
2

1

1
2 x

xd

x

xd

)x(fфункциильнойподынтегра

разрываточка0хздесь

x

xd
 

    

,
s

1
11

1
s

1

x

1
1x

1

x

xd

x

xd

x

xd

x

xd

limlimlimlim

limlimlimlim

0s00s0

1

s
2

0s1
2

0

1

s0
2

0s

0

1
2

0

∞=






 +−+






 −
ε

=






 −+
−

ε−







 −=

=+=+=

→→ε→→ε

→

ε−

−→ε+→

ε−

−→ε
∫∫∫∫

 

следовательно, данный интеграл расходится ( )0s,0здесь >>ε . 
 

Задания для самостоятельной работы 
 

Вычислить несобственные интегралы или установить их расходимость: 
                                                                                               Ответы: 

1.  .
x

xd

2
5∫

∞+

 
64/1 . 

2.  .xdex
0

x
∫ ⋅
∞−

 
1. 

3.  xde x2
∫
∞+

∞−
. 

Расходится. 

4.  ∫ −

10

2
23 )2x(

xd
.  

6. 

5.  ∫
π

π +
2

xcos1̀

xd
. 

1. 

6.  xd
x

1x1

1 5 3∫
−

+
. 

7/10 . 
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Вариант 1 
1. Вычислить интегралы: 

а)  dx
x

3
х2

3

1 7

3∫ 









+⋅ ; б)  ∫

− +

1

1
2x1

dxx
; в)  ∫

−⋅
1

0

x dxex ; 

г)  ∫ −+

5

3
2 10x3x

xd
; д)  

( )∫
+−−−

1

0 33 2 11x91x9

dxx4
; е)  ∫

π

⋅
2/

0

3 dxxcosxsin . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями  x6y,xx12y 2 −=−= . 
3. Найти длину дуги кривой, заданной параметрически, заключенной между 

точками:  




−=
+=

tcos8tsin6y

tcos6tsin8x
,  2/t;0t 21 π== . 

4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 
кривыми: xy;2y;1yx === ,  вокруг оси Оу. 

5. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой  3xy = , 
1х0 ≤≤ ,  вокруг оси ОХ. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞

−3
2

dx
4x

13
;   б) ∫ −

6

5 4 5x

xd
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 10 частей:  ∫ +

1

0
2

6

x1

xdx
. 

 
   Вариант 2 

1. Вычислить интегралы: 

а)  dx
xx

)x1(2

1

2

∫
−

; б)  ∫ +

1

0
x

x

1e

dxe
; в)  ∫ ⋅

3

0

dxxarctgx ; 

г)  ∫
−+

1

0
2x9x68

xd
; 

д)  

( )∫
++++

7

0 33 2 11x1x

dxx4
; 

е)  ∫
π

⋅
2/

0

2 dxxcosxsin . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:  2xx4y −=  и осью Ох. 
3. Найти длину дуги кривой ,cos1 ϕ−=ρ  заключенной между точками 

;01 =ϕ  π=ϕ2 . 
4.  Найти объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-

ниями: ey;0x;ey x ===   вокруг оси Оу. 
5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни-

ченной кривыми xxy ⋅= , 4x =  и осью Ох. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞+

∞− ++ 146x10x
xd

2
;   б) ∫

2

1 xln

xd
. 
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7. Вычислить определенный интеграл  приближенно  по  формуле  трапеций  с 
точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 8 равных частей:  

xd1х9
7

1

3∫
−

+ . 

Вариант 3 
1. Вычислить интегралы: 

а)  dx
2

5232

1
x

x

∫
−⋅

; б)  ∫ +

4

2
3

2

1x

dxx
; в)  ∫

π

π
⋅+

2/

dxxsin)17x7( ; 

г)  ∫ −−

4

3
2 5,2xx

xd
; д)  

( )∫
− +⋅++

+0

1 33 2 8x728x7

dx)16x7(
; е)  ∫

π 3/

0

2 dxxcos . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями:  5yx,4yx =+= . 
3. Найти длину дуги кривой, заданной параметрически, заключенной между 

точками:  




+=

−=

2ty

tt3/1x
2

3

, 3t;0t 21 == . 

4.  Найти объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-
ниями: π≤≤= x0;xsiny   вокруг оси Ох. 

5. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох пара-
болы  1x2y2 +=   от  7xдо1x 21 == . 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞

−
⋅

11
2

dx
100x

xd17
;   б) ∫

−

1

1
4x

xd
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле Симпсона с 
точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 10 равных частей:  

xd
x

x12

1

2

∫
+

. 

Вариант 4 
1. Вычислить интегралы: 

а)  dx
x5

xxx
7

232

1

+−
∫ ; б)  ∫

+−
3

0

1x3 xde ;          в)  ∫
π

π
+

2/

dx)16x3(xcos ; 

г) ∫
+−−−

−4

1 33 2 14x3)4x3(

xd)1x(
; д) ∫ ++

2

1

2 dx)x3(cos)x3(sin ; е)  ∫ ++

1

0
2 5x4x4

xd
. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линией:  )sin1(2 ϕ+=ρ . 
3. Найти длину дуги кривой, заданной параметрически, заключенной между 

точками:  




=
=

tsiney

tcosex
t

t

, π== lnt;0t 21 . 

4. Найти объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной линия-
ми: 4х;хy2 32 ==   вокруг оси Ох. 
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5. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой  вокруг оси 
Ох:    2х0,x2y ≤≤= . 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞+

∞− +







dx

1
9

x

15
2

;   б) xd
x

2x31

1 3 2

2

∫
−

+
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле трапеций с 
точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 8 равных частей:  

∫
−

+
6

2

3 xd10x9 . 

Вариант 5 
1. Вычислить интегралы: 

а)  dx
x

xx
3

2

43 2

∫
−

; б)  ∫ +

4

2
2 4x

dxx
; в)  ( )∫

π

π
+

2/

dxxcosx1014 ; 

г)  
( )∫

+++

3

0 44 3 1x51x5

xdx15
; д)  ∫ ++

3

2
2 3x2x

dx
; е)  ∫

π

π +

3/

4/
2 xcos62

xd16
. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линией:  ϕ⋅=ρ 2cosa22 . 

3. Найти длину дуги кривой  ,x2y =  заключенной между точками: 1x0 ≤≤ . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением фигуры, ограниченной линия-

ми: ( ) 0y,x4xy =−= ,  вокруг оси Оу. 
5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни-

ченной кривой  2x2/1y ⋅=  и прямой x4y −= . 
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞+

∞− ++ x26173x

xd
2

;   б) ( )∫ −

3

0
21x

xd
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле трапеций с 
точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 8 равных частей:  

∫
−

+
5

3

3 xd19x9 . 

Вариант 6 
1. Вычислить интегралы: 

а)  dx
x

xexx2

1
3

4x3

∫
+−

; б)  ∫
3

2

x xdxe
2

; в)  ( )∫
1

0

dx20/хarcsin10 ; 

г)  ∫
−−

2

1
2x3x4

xd
; 

д)  

∫ +++

5

0
44 3 1x3)1x3(

dxx27
; 

е)  хd
6xsin18

543/

4/
2∫

π

π +
. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 2xx25y −=   и 0x5y =+ . 

3. Найти длину дуги кривой: 22 t2/1ty,tx ⋅−== ,  3t0 ≤≤ . 
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4.  Найти объем тела, полученного вращением фигуры, ограниченной линия- 
ми: 0х3)3y( 2 =+− , 3x −= ,  вокруг оси Ох. 

5. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой:  
1x0где,1yx 22 ≤≤=+ ,  вокруг оси Ох. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞

−









11

xd
3

x
sin ;   б) ∫ +−

6

2
2 10x7x

xd
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле прямоуголь-
ников с точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части:  

∫ +

4,1

6,0

xd
1x

xcos
. 

Вариант 7 
1. Вычислить интегралы: 

а)  
( )

dx
x

х12

1
3

3

∫
+

; б)  ∫
− +

1

1
x2

x2

xd
4e

e
; в)  ( )∫ +

2

1

dxxln2x3 ; 

г)  ∫ +

3

2 )1x(x

xd
; д)  

( )
∫ −⋅+−

−
4

1
44 3 4x53)4x5(

dxx513
; е)  хdx5sinx2sin

0
∫
π

⋅ . 

       2.  Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 3/xy 2=  и 2x3/24y ⋅−= . 
3. Найти длину дуги  кривой  ϕ+=ρ сos1 , заключенной между точками  

π=ϕ=ϕ 21 ,0 . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением фигуры, ограниченной линия-

ми: ( ) 0x,x4y =−= ,  вокруг оси Оу. 
5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни-

ченной дугой синусоиды  xsiny =  и отрезком оси Ох  от 0x1 =   до π=2x . 
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞+

+⋅+6
3

xd
)5x(ln)x5(

6
;   б) ∫ +

1

0 4 xx

xd
. 

7. Вычислить приближенно интеграл по формуле трапеций с точностью 0,001, 

разбивая отрезок интегрирования на 4 равные части:  ∫ +

98,0

18,0

xd
1x

xsin
. 

 
Вариант 8 

1. Вычислить интегралы: 
 

а)  ∫ 






 −2

1

2

dx
x

x1
; б)  ∫

π

⋅
0

xsin xdxcose ; в)  ∫ +
1

0

2 dx)x1(lnx ; 

г)  ∫ −+

4

3 )3x2()1x(

xd
; д)  ∫ +++

5

0 4 1x31x3

dx3
; е)  ∫

π

⋅
2/

0

dxx3cosx2cos . 
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2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: ( )32xy −= ,  0y =  и осью 
ординат.  

3. Найти  длину  дуги  кривой, заданной параметрически  







−=

=

3

2

t
3

1
ty

tx
, заклю-

ченной  между  точками   3t,1t 21 == . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением фигуры, ограниченной линия-

ми: 2x,1x,x2y,xy 22 ==== ,  вокруг оси Ох. 
5. Найти площадь поверхности, образованной вращением вокруг оси Ох кри-

вой  x4y2 += , отсеченной прямыми  0y,2x == . 
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞

+0
2

xd
)x13(1

)x13(arctg
;   б) ( )∫ −

5

0
23x

xd
. 

7. Вычислить приближенно интеграл по формуле  Симпсона с точностью 0,01, 

разбивая отрезок интегрирования на 4 части:  ∫
π

0

xd
x

xsin
. 

Вариант 9 
1. Вычислить интегралы: 

а)  ∫ 






 −⋅
2

1

2

5 2 dx
x

1
х3 ; б)  ∫ ⋅−

2

0

2x xdxe
3

; в)  ∫
π 2/

0

dxxcosx ; 

г)  ∫
−+−

2

1 4 22 4x54x5

dxx5
; д)  ∫

++

2

1
2x9x62

dx
; е)  ∫

π 2/

0

3 dxxsin . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линией: ϕ⋅=ρ 2sina22 . 

3. Найти  длину  дуги  кривой,  заданной параметрически  




−=
=

4/t2y

6/tx
4

6

, за-

ключенной  между  точками  2t,0t 21 == . 
4.  Найти объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-

ниями: 3lnx,ey,ey x2x === ,  вокруг оси Ох. 

5. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой x2y2 =  
вокруг оси Ох,   2x0 ≤≤ . 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞

0

xdxsin ;   б) xd
1x

2x2

1
∫ −

−
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле  трапеций с 
точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 8 равных частей:   

 

                                   ∫
−

+
4

4

3 xd28x9 . 
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Вариант 10 
1. Вычислить интегралы: 

а)  ∫ −

4

3 12/x

xd7
; б)  ∫

2

1
2

x/1

x

xde
; в)  ∫ 







12

0

dx
15

x
arccos3 ; 

г) ∫
+−+−

1

0 33 2 12x5)2x5(

dxx4
; д)  ∫

−−

5

4
2 2x3x

dx
; е) ∫

π

π +⋅

3/

4/
2

dx
5xcos15

40
. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 2y,
9

x
y,x4y

2
2 === . 

3. Найти  длину  дуги ,
3

sin3 ϕ=ρ   заключенной  между  точками  

2
,0 21

π=ϕ=ϕ . 

4.  Найти объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной ли-
ниями: 0y,1x,x4y2 ===   вокруг оси Оу. 

5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни-
ченной кривыми:  0y,xx2y 2 =−= . 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞

−⋅
0

2/x xdex ;   б) ∫ −

2

1
2 1x

xdx
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле  прямоуголь-
ников с точностью 0,01, разбивая отрезок интегрирования на 4 равные части:  

∫
3

2 xln

xd
. 

Вариант 11 
1. Вычислить интегралы: 

а)  dx
xx

х314

1

2

∫
−

; б)  ∫ +⋅+

3

0 x1)x2(

xd
; в)  ( )∫ +

2

0

2 dx4xln ; 

г) xd
45x12x

)6x(
3

9

2∫
−

++
+

 ; д)  xd
3xcos9xsin6

213/

4/
22∫

π

π ++
; 
е)  ∫

−π

−π
+⋅

1
4

1
6

dx)x22(sin7 . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линией:  ϕ=ρ cos2 . 

3. Найти  длину  дуги,  заданной параметрически  




⋅=
⋅=

tsinay

tcosax
2

2

,  заключенной  

между  точками  2/t,0t 21 π== . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

отрезком прямой, соединяющей начало координат с точкой (а; в), вокруг оси Оу. 
5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни-

ченной кривыми:  4х,уx 2 ==  и осью Ох. 
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  
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а) ∫
∞+

+0
4)3x(

xdx
;   б) ∫ −

2

0 x2cos1

xd
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле  прямоуголь-

ников с точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 8 частей:  ∫ −

3

1 1x2

xd
. 

 
Вариант 12 

1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
x

2
x

23

1

4
∫ 







 − ; б)  ∫
π

⋅
2/

0

xsin xdxcos2 ; в)  ( )∫
−

−⋅+
0

1

x2 xde3x2 ; 

г)  ∫ ++−
−28

14
2

xd
x580x50

52x11
; д) xd

xsin186

243/

4/
2∫

π

π +
;      е)  ∫

−π

−π
+⋅

56/

58/

xd)х210(cos7 . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: x3y,x9y2 == . 
3. Найти  длину  дуги ϕ−=ρ sin1 ,  заключенной  между  точками    

2/,0 21 π=ϕ=ϕ . 

4.  Найти объем тела, образованного вращением плоской фигуры, ограничен-
ной кривыми: 8/xy,4/xy 32 == ,  вокруг оси Ох. 

5. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 

3

2
x

3

2
где,xy 3 ≤≤−= ,  вокруг оси Ох. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞+

+0 3 2 1x

xdx
;   б) ∫ −

4

2
2 4x

xd
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле  прямоуголь-

ников с точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части:  ∫ +

1

0
2x1

xd
. 

 
Вариант 13 

 
1. Вычислить интегралы: 

а)  xdexx3
х

2
2

1

x

3∫ 






 −+ ;      б)  ∫ −⋅

4

2 1xx

xd
; в)  ∫ ⋅

1

0

2 xdxarcsinx3 ; 

г)  ∫
−

− ++

1034

6
2 116x20x

xd
;   д) xd

x26x185

)13x(9

17
2

2

∫
−

− ++
+

;    е)  ∫
−π

−π
+⋅

114/

121/

xd)7x7(cos13 . 

 
2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 2x4y −=  и осью Ох. 
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3. Найти  длину  дуги,  заданной параметрически  




−=
−=

)tcos1(ay

)tsin1(ax
, заклю-

ченной  между  точками  π== 2t,0t 21 . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

линиями: yx,xy 22 == ,  вокруг оси Оу. 
5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни-

ченной кривой  016y4x 2 =−+   и осью Ох. 
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞+

+−5
2 17x8x

xd
;   б) ∫

− −

7

1 3 x7

xd
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле  Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части:  ∫
1

0

x xde
2

. 

 
Вариант 14 

1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
x

1x8

1 3 2

3

∫
−

; б)  ∫
−

−⋅
9

7

xdx9x ; в)  ∫
−

+⋅
2

1

2 xd)2x(lnx3 ; 

г)  xd
6x18x2

30x957

15
2∫ +−

−
; д)  xd

xcos93

213/

4/
2∫

π

π +
; е)  ∫

−π

−π
++

533/

544/

2 xd)1)x1155(ctg( . 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: xy,x2y,xy 3 === . 
 

3. Найти  длину  дуги,  заданной параметрически  




=
=

tsiny

tcosx
4

4

, заключенной  

между  точками  2/t,0t 21 π== . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

линиями: 0y,2x,xy 3 === ,  вокруг оси Оу. 
5. Найти площадь поверхности, образованной вращением кривой 

  




=
=

tsin2y

tcos2x
3

3

,   2/t0 π≤≤   вокруг оси Ох. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  
 

а) ∫
∞+

⋅e
2)xln(x

xd
;   б) ∫

−

2

0
2x4

xdx
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле  Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 8 частей:  ∫ +
1

0

2 xdx4 . 
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Вариант 15 
1. Вычислить интегралы: 

а)  
( )

xd
x

xx8

2
2

23

∫
+

; б)  ∫
e

1

xd
x

)x(lnsin
; в)  ∫ ⋅

21ln10

6ln10

10/x xdex ; 

г)  

xd
x78240x6

60x923

11
2∫ −+

−
; 

д)  

xd
9xcos27xsin18

453/

4/
22∫

π

π ++
; е)  ∫

−

−

+⋅
3

2

7
ln

3
2

7
ln

6x2 xde7 . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линией: ϕ=ρ cos3 . 

3. Найти  длину  дуги,  заданной параметрически 




⋅=
⋅=

tsinay

tcosax
3

3

, заключенной  

между  точками  2/t,0t 21 π== . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

кривыми: 2x,1x,0y,1xy 2 ===+= ,  вокруг оси Ох. 

5. Скорость движения тела задана функцией  ctv +=   м/с. Найти путь, 

пройденный телом за 20 с. 
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞+

−⋅
0

x2 xdex
3

;   б) ∫ ⋅

e

1 xlnx

xd
. 

7. Вычислить приближенно определенный интеграл, разбивая отрезок интег-
рирования на 8 частей, с точностью 0,001 с помощью формулы Симпсона:  

( )∫ −
4

1

xd2x3ln . 

Вариант 16 
1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
x

xxx2ex2

1 3

3 2x3

∫
⋅+−⋅

; б) ( )∫
−

−
+⋅

11/6

11/7

4 xd7x11x ; в) ∫
π

⋅
4/

0

2 xdx2sinx ; 

г)  
( )

xd
130x22x

11x14

8
2

2

∫ +−
−

; д)  xd
6xcos18

303/

4/
2∫

π

π +
; е) ∫

−π

−π
+

121/

128/

xd)7x7(cos5 . 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 




=
=

2

3

ty

tx
,  0y,8x == . 

3. Найти  длину  дуги  ϕ+=ρ sin1 ,  заключенной  между  точками  
2/;0 21 π=ϕ=ϕ . 

4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 
кривыми: 0y,ex,xlny === ,  вокруг оси Ох. 

5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни-
ченной кривыми 5x,yx 2 ==  и осью Ох. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  
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а) ∫
∞+

+0
3)2x(

xdx
;   б) xd

)3x()33x11(ln

15

3
5∫ −⋅−

. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле  Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части:  ∫ +
1

0

3 xdx41 . 

 
Вариант 17 

1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
x

)1x(2

1
2

3

∫
−

; б)  ∫
−⋅

e

1
2)xln(1x

xd
; в) ∫

2/1

0

xdx2sinarc ; 

г)  

xd
60x40x5

42x1118

10
2∫ +−

−
; 
д)  xd

2xcos6xsin4

163/

4/
22∫

π

π ++
; е) ∫

−π

−π
+

6)10/(

6)15/(

xd)x530(sin5 . 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями: 22 x2y,xy −== . 

3. Найти  длину  дуги,  заданной параметрически  




−=
+=

)tcosttsin(ay

)tsinttcos(ax
 за-

ключенной  между  точками  π== 2t,0t 21 . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

кривыми: 1x3y,1xy 2 −=+= ,  вокруг оси Ох. 

5. Скорость движения точки определяется функцией  t01,0etv ⋅−⋅=  м/с. Найти 
путь, пройденный точкой за 5 с. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ∫
∞+

++1
2 13x14x

xd
;   б) xd

15

7x
1

122

7
2∫








 −−

. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно, разбивая отрезок интег-

рирования на 6 частей, по формуле Симпсона с точностью 0,001: ∫
5,1

5,0

x1,0

xd
x

e
. 

 
Вариант 18 

1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
xx

)x1(2

1

3

∫
−

; б)  xd
3e

1ee5ln

0
x

xx

∫ +
−⋅

; в)  ∫
1

0

3 xdxtgarcx ; 

г)  xd
x90144x9

68x1350

14
2∫ −+

−
;  д)  xd

2xcos6xsin4

103/

4/
22∫

π

π ++
;  е)  ∫ +

++2

1

xd
x3

)x3(ln7
. 

 
2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: ,4y,4x,4yx ===  

0y,0x == . 
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3. Найти  длину  дуги,  заданной параметрически  




−=
+=

tcos6tsin8y

tcos8tsin6x
 заклю-

ченной  между  точками  2/t,0t 21 π== . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

кривыми   0y,2x,1x,xy 3 ==== , вокруг оси Оу. 
5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, ограни-

ченной отрезком прямой  1
3

y

2

x =+  и осями  координат. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) xd
2x2x

2x

0
2∫

∞+

++
+

;   б) ( ) xd
40x8

113

5 5
∫ −

. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части: ∫ −
1

0

3 xdx2 . 

 
Вариант 19 

 
1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
x
1

x4
2

1

2

3
3 2

∫ 






 − ; б)  xdxcosxcos
2/

2/

3
∫

π

π−
− ; в)  ∫

e

1
2

2

xd
x

xln
; 

г)  xd
200x70x

94x1328

16
2∫ +−

−
; д)  xd

6xcos18xsin12

243/

6/
22∫

π

π ++
; е)  ∫

π

+

2/

0 xcos23

xd
. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 2xy,x1y 22 +=−=  
1x,0x == . 

3. Найти  длину  дуги  ( )2x1lny −= ,  заключенной  между  точками  
2/1x,2/1x 21 =−= . 

4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 
кривыми   0y,хx2y 2 =−= , вокруг оси Ох. 

5. Определить  координаты  центра  тяжести  сегмента  параболы  x2y2 = ,  
отсекаемого прямой 8x =  и  осью Ох. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  
 

а) xd
)4x(

14

5
10∫

∞+

−
;   б) xdxctg

4/

0
∫

π

. 

 
7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле трапеций с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 8 частей: ∫ −
8

0

3 xd8x9 . 
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Вариант 20 
1. Вычислить интегралы: 

а)  xd2
x

18

2

3

3
∫ 










− ; б)  xd

e1

e1

0
x2

x

∫ +
; в)  ∫

2

0

xd
2

x
arctg ; 

г)  xd
137x22x

)11x(7

15
2

2

∫
−

− ++
+

; д)  ∫
− −−

0

1
2xx21

dx
; е)  ∫ +

4

0 1x

xd
. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: ey,ey x == , 0х,1x =−= . 

3. Найти  длину  дуги  
4

sina 4 ϕ⋅=ρ ,  заключенной  между  точками 

π=ϕ=ϕ 21 ,0 . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

кривой   x4y2 −= ,  вокруг оси Оу. 
5. Определить координаты центра тяжести прямоугольника со сторонами а, в 

( )0в,0а >> .  
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) xd
313x24x

1
2∫

∞+

∞− ++
;   б) xd

)11x()88x88(ln

122

11
4∫ −−

. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле Симпсона с 
точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 6 частей: 

∫
π

⋅−
2/

0

2 xdxsin1,01 . 

 
Вариант 21 

1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
xx

)2x(
4

2

1

3

3
∫ ⋅

−⋅ ; б)  xdx31x
1

0

815
∫ +⋅ ; в)  ∫

2

1
5

xd
x

xln
; 

г)  ∫
−

3/8

3/5
2 x4x3

xd
; д)  ∫

π

+

2/

0
2 xsin41

dx
; е)  ∫

π

π

3/

4/
2 xcos

xdx
. 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: ( )ϕ−=ρ sin12  и полярной 
осью. 

3. Найти  длину  дуги  2x2y −= ,  заключенной  между  точками  

1x,0x 21 == . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

кривыми   0x,0y,4x,3xy 2 ===+= ,  вокруг оси Ох. 
5. Определить координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, огра-

ниченной параболой ayx =+  и осями координат. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  
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а) xd
225xx18

1
2∫

∞+

∞− ++
;   б) xdxln

1

0
∫ . 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части: ∫ −
1

0

3 xdx1 . 

 
Вариант 22 

1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
x

1
x2

2
2

1

3∫ 









−⋅ ; б)  xd

x

x13

1
2

2

∫
+

; в)  ∫
π

⋅
0

xd
2

x
cosx ; 

г)  ∫
−

5,4

5,3
2 x3x

xd
; д)  ∫

π

+−

2/

0
2 xsinxsin56

dxxcos
; е)  xdx1x

9

1

3∫ −⋅ . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 0y,ex,xlny === . 

3. Найти  длину  дуги  
3

sin3 ϕ=ρ ,  заключенной  между  точками 

π=ϕπ=ϕ 21 ,2/ . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

кривыми   0y,1x,1xy 2 ==−= ,  вокруг оси Оу. 
5. Найти координаты центра тяжести однородной плоской пластинки, ограни-

ченной кривой xcosy =  и осью Ох. 
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) xd
225x

19

16
2∫

∞+

−
;   б) xd

xsin

xcos2/

0 3

3

∫
π

. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части: ∫ ⋅
1

0

3 xdxsinx . 

 
Вариант 23 

1. Вычислить интегралы: 
а)  

xd
xx

x3xxx
3

43 52

1 ⋅
+⋅−

∫ ; 

б)  xd
xx

xd2

1
3∫ +

; в)  ∫
2/1

0

xdx2arcsin ; 

г)  ∫ ++

1

0
xx2

x

34e12e4

xde
; д)  xd

x

x/1sin/2

/1
2∫

π

π
; е)  ∫

+⋅

2

1
2x1x

xd
 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 0x,y4х 2 =−= . 

3. Найти  длину  дуги  )e(sinarcy x−= ,  заключенной  между  точками  
1x,0x 21 == . 
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4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 
кривыми   06yx,xx6y 2 =−+−= , вокруг оси Ох. 

5. Определить координаты центра тяжести однородной плоской фигуры, огра-

ниченной частью кривой 
2

ee
y

xx −+=   ( )1x1 ≤≤− . 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) xd
4x

15

5
∫
∞+

−
;   б) xd

xx

11

0 36
∫ +

. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части: ∫
1

2,0
2

x

xd
x

e
. 

 
Вариант 24 

1. Вычислить интегралы: 

а)  xdxx
x

3
x4

3

2

2

1








 −∫ ; б)  ∫
− +

1

1

5

2x

xdx
; в)  ∫

π

⋅
0

xdxsinx ; 

г)  
( )

xd
97x18x

9x13

5
2

2

∫ +−
−

; д)  xd
xsin217

633/

4/
2∫

π

π +
; е)  ∫

−
−⋅

7

2

xdx7x  

2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 22 xx3y,y2x −== . 

3. Найти  длину  дуги  xey = ,  заключенной  между  точками 1x,0x 21 == . 
4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 

кривыми   04yx2,x4y 2 =−+−= ,  вокруг оси Ох. 
5. Найти центр тяжести однородной плоской фигуры, которая представляет 

собой прямоугольный треугольник с катетами а  и  h. 
6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) ( ) ( ) xd
10xlnx10

4

4
6∫

∞+

++
;   б) ∫

− −

2

2
2 1x

xdx
. 

7. Вычислить определенный интеграл приближенно по формуле Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части: ∫
1

0

xd
x

xarctg
. 

 
Вариант 25 

1. Вычислить интегралы: 

а)  xd
xx

xx7x2
3

352

1 ⋅
−⋅

∫ ; б)  ∫ +

8

3 x1

xdx
; в)  ∫

π

π

⋅3/

4/
2 xsin

xdx
; 

г)  
( )

xd
185x26x

13x9

17
2

2

∫
−

− ++
+

; д)  xdxcosxsin
2/

4/

37/5
∫

π

π
⋅ ; е)  ∫ +⋅

1

0

815 xdx31x . 
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2. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: )sin1(2 ϕ+⋅=ρ  и поляр-
ной осью. 

3. Найти  длину  дуги  ),e(arccosy x−=   заключенной  между  точками:  
1x,0x 21 == . 

4.  Найти объем тела, полученного вращением плоской фигуры, ограниченной 
кривыми   x3y,x9y2 == , вокруг оси Ох. 

5. Найти центр тяжести однородной плоской фигуры, ограниченной кривой 
2xx4y −=   и  осью Ох. 

6. Вычислить несобственные интегралы или доказать их расходимость:  

а) xd
x

3x

1
3

2

∫
∞+ +

;   б) ∫








 −−

10

3
2

xd

7

3x
1

1
. 

7. Вычислить приближенно определенный интеграл по формуле Симпсона с 

точностью 0,001, разбивая отрезок интегрирования на 4 части: ∫ +

1

0
2

xd
x1

xsin
. 
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