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Введение. Инженерное образование сегодня предполагает освоение буду-

щими инженерами навыков математического моделирования, причем это озна-

чает, что инженер должен уметь не только воспользоваться готовым пакетом 

программ, но и самостоятельно создать математическую модель. Использова-

ние размерностей для решения задач механики известно с давних времен. Этим 

пользовались Галилей, Мариотт, Ньютон, Фурье, Рэлей [1]. Однако стройной 

теории до 20 века не было, и широкого распространения этот метод не получил. 

С середины прошлого века благодаря Седову [2] появилась и развилась теория 

размерности и подобия, с помощью которой можно сравнительно легко и точно 

решать возникающие задачи.  

Метод теории размерности и подобия стал обязательным для теоретиче-

ских специальностей в университетах. Будущих математиков и механиков учат 

его применению, а вот в учебный план инженерных специальностей этот курс 

обычно не входит. Но с развитием новых технологий и появлением новых ма-

териалов появилась острая необходимость не только фиксировать результаты 

экспериментов, но и выводить аналитические зависимости. В МГТУ им. Бау-

мана основы теории размерности и подобия обязательно входят в учебные пла-
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ны магистров или специалистов инженерных направлений подготовки. Надо 

заметить, что из-за того, что основное применение эта теория в 20 веке нашла в 

задачах математической физики и механике сплошных сред, то и основная мас-

са обучающих материалов и задач создана для этих направлений.  

Применение размерностей в математическом моделировании. Осозна-

вая важность владения навыками использования теории размерностей для ин-

женеров, в МГТУ разработан курс, включающий темы и задачи, максимально 

приближенные к тематике будущей профессиональной деятельности [3]. В 

настоящей работе приводится краткое описание соответствующего учебного 

модуля, обосновывается необходимость его изучения и приводятся примеры, на 

которых учатся будущие инженеры. 

Весь материал можно разбить на блоки: 

1. Понятие размерности и знакомство с разными системами измерений. 

2. Приведение уравнений к безразмерному виду. 

3. Применение Пи – теоремы для решения задач.  

4. Задачи для самостоятельного решения. 

Изучение материала модуля начинается с понятия размерности физических 

величин, приводятся примеры различных систем измерения (СИ, СГС, СГСЭ, 

СГСМ, МКСА, др.), отмечается произвольность их выбора в зависимости от 

конкретной задачи, рассматриваются отличия основных единиц измерения от 

производных единиц измерения.  

Пример 1. Система СИ включает 7 основных единиц (килограмм, метр, 

секунда, ампер, кельвин, моль, кандела [кг, м, с, А, К, моль, кд]). Эти величины 

не могут быть получены друг из друга, все они являются независимыми. Про-

изводные величины в СИ получаются из основных, иногда производные вели-

чины могут иметь собственные названия, например, ньютон – единица измере-

ния силы [Н] = [кг ∙ м/с2]. Другие не имеют своих названий, например, ско-

рость измеряют в отношении [м/с]. 

Пример 2. Система СГС включает всего три независимые единицы, кото-

рые и дали ей название: сантиметр, грамм, секунда. Остальные единицы изме-

рения являются производными, выражаются через основные три.  

Естественно, при записи физических законов в разных системах измерений 

происходит «перераспределение» размерностей внутри формулы. Так, в СИ ча-

сто появляются размерные коэффициенты, а в СГС все коэффициенты безраз-

мерные. Примером служат уравнения Максвелла: 

div 𝐄 =
1

𝜀0
(𝜌𝑓 + 𝜌𝑏);  (СИ) 

div 𝐄 = 4𝜋(𝜌𝑓 + 𝜌𝑏);  (СГС) 

rot 𝐁 = 𝜇0(𝐣𝑓 + 𝐣𝑏) +
1

𝑐2
𝜕𝐄

𝜕𝑡
;   (СИ) 
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rot 𝐁 =
4𝜋

𝑐
(𝐣𝑓 + 𝐣𝑏) +

1

𝑐

𝜕𝐄

𝜕𝑡
.   (СГС) 

Видно, что в СИ появляются размерные коэффициенты: электрическая по-

стоянная 𝜀0 и магнитная постоянная 𝜇0, обе являются размерными величинами. 

𝜀0 = [
Ф

м
] , 𝜇0 = [

Н

А2
]. 

Начиная со школы, и далее, в вузе обычно используется система СИ, но 

для теоретических расчетов часто используют СГС. Необходимо обратить вни-

мание студентов на невозможность «смешивания» формул, приводящую к 

ошибкам. 

Далее можно привести примеры других систем измерений. Например, в 

лекциях Фейнмана используются уравнения, где вышеуказанные постоянные, а 

также скорость света равны 1 [4]. 

Следующим обязательным моментом, кроме различий записи в разных си-

стемах, является техника «обезразмеривания» уравнений. Для получения ана-

литических решений не важно, какие значения принимают физические величи-

ны, используемые в задаче. При аналитическом решении ответ сначала ищется 

в виде формулы, а потом в формулу подставляются нужные величины. А при 

численном решении наибольшая точность достигается при оперировании с 

данными одного порядка. Более того, почти законом для численных исследова-

ний является использование промежутков счета от 0 до 1 или от –1 до 1. Это 

естественно, т.к. при численных расчетах следует учитывать, погрешности вы-

числений и методов и способ хранения данных в компьютере. Специалисты, 

занимающиеся расчетами профессионально, проводят стандартную процедуру 

приведения уравнений к безразмерному виду, преследуя цель именно достиже-

ние точности. Студентам, проходящим подготовку по инженерным специаль-

ностям, и часто не получающим достаточных знаний по численным методам, 

важность процесса обезразмеривания, может быть, неочевидна.  

Пример 3. Привести к безразмерному виду уравнение теплопроводности.  

𝜌𝑐
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑘
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝐹(𝑥, 𝑡). 

Здесь 𝑢 – температура, 𝜌 – плотность материала, 𝑐 – удельная массовая 

теплоемкость, 𝑘 – коэффициент теплопроводности, 𝐹(𝑥, 𝑡) – объемная плот-

ность (удельная мощность) тепловых источников, 𝑢0 – температура, поддержи-

ваемая на границе. В размерном виде это выглядит так: 

[
кг

м3
Дж

кг ∙ К

К

с
=
1

м

Вт

м ∙ К

К

м
+
Вт

м3
]. 
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Очень часто принимается, что коэффициент теплопроводности не зависит 

от координаты. Тогда уравнение переписывается в более простом виде:  

 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡), 

 

где 𝑎2 = 𝑘/𝜌𝑐 [м2/с] – коэффициент температуропроводности, а 𝑓(𝑥, 𝑡) =

𝐹(𝑥, 𝑡)/𝜌𝑐, но остается все равно размерным. Все физические величины можно 

поделить на их характерные размеры. Если мы знаем, что изменение темпера-

туры будет происходить в пределах от 𝑢𝑚𝑖𝑛 до 𝑢𝑚𝑎𝑥, то можно перейти к неиз-

вестной 𝑢̃ = (𝑢 − 𝑢𝑚𝑖𝑛)/(𝑢𝑚𝑎𝑥 − 𝑢𝑚𝑖𝑛), которая не имеет размерности и изме-

няется в пределах от 0 до 1. Аналогично, если рассматривается распростране-

ние тепла в теле, имеющем координаты от 0 до 𝑥𝑚𝑎𝑥, то новая переменная 

должна быть 𝑥̃ = 𝑥/𝑥𝑚𝑎𝑥. Если известно характерное время процесса 𝑡∗, то за 

новую переменную времени можно выбрать 𝑡̃ = 𝑡/𝑡∗. Уравнение принимает 

вид: 

 

𝜕𝑢̃

𝜕𝑡̃
=
𝑎2 ∙ 𝑡∗

𝑥𝑚𝑎𝑥
2

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑥̃2
+

𝑡∗

(𝑢𝑚𝑎𝑥 − 𝑢𝑚𝑖𝑛)
∙ 𝑓(𝑥, 𝑡). 

 

Для численного моделирования такая формулировка задачи более предпо-

чтительна, результаты вычислений будут точнее. При необходимости готовый 

ответ можно с помощью тех же зависимостей привести к размерному виду. 

Далее учебным планом предусмотрено изучение применения теории раз-

мерностей и подобия для решения задач. Эта теория требует серьезной матема-

тической подготовки, знания основных физических законов, желательно, вла-

дение навыками решения задач с уравнениями в частных производных. Конеч-

но, для инженеров используются самые наглядные и простые примеры. 

Постулат первый. Если значение некоторой физической величины можно 

выразить явно с помощью значений других физических величин, то ее размер-

ность будет представлять собой степенной многочлен от размерностей этих ве-

личин. Т.е. выражения типа логарифм скорости или температура в степени ко-

ординаты – исключены. Доказательство этого при желании можно посмотреть в 

книге [2]. 

Пи-теорема [1] позволяет от зависимости 

 

𝑎 = 𝑓(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛), 
 

где a – искомая величина, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘, 𝑎𝑘+1, … , 𝑎𝑛 – параметры задачи, причем 

только 𝑘 из них имеют независимые размерности, перейти к новой функции 
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𝑎 = 𝑎1
𝛼𝑎2

𝛽
…𝑎𝑘

𝛾
𝐹(Π𝑘+1, … , Π𝑛 ). 

 

зависящей от меньшего числа параметров. А в случае k = n вся задача сведется 

к отысканию одной неизвестной константы. 

Пример 4. Получить формулу для весового расхода G в единицу времени 

идеальной тяжелой жидкости, приходящегося на единицу длины ребра верти-

кального водослива с острым гребнем и со свободной струей. Высота уровня 

жидкости в водоеме над ребром водослива на далеких от него расстояниях рав-

на h. [5]. 

Решение. Перечислим все параметры, от которых может зависеть искомая 

величина (весовой расход G): высота уровня жидкости h, плотность ρ и ускоре-

ние свободного падения g. Тогда можно записать, что 

 

G = f(ρ, g, h). 

 

Будем считать, что в данной задаче характерная длина равна L, масса – M и 

время T. Выразим через эти величины размерности всех величин (определяемо-

го и определяющих) 

 

[G] = MT−3, [ρ] = ML−3, [g] = LT−2, [h] = L. 

 

Видно, что размерности ρ, g и h независимы (частный случай П-теоремы, 

k = n). 

Запишем выражение размерности [G] в виде степенного одночлена из сте-

пеней размерностей [ρ], [g] и [h] с неизвестными показателями α, β и γ 
 

[G] = [ρ]α[g][h]γ 

 

Приравнивая показатели степени при M, L и T, получим 
 

M: 1 = α, L: 0 = –3α +  + γ; T: –3 = –2. 
 

Откуда α = 1,  = 3/2, γ = 3/2. Поэтому 
3/2 3/2

G

g h
 


. C другой стороны из 

Пи–теоремы имеем П = С, где C − постоянная. Тогда G = Cρg
3/2

h
3/2

. Для опреде-

ления константы C нужно провести всего один эксперимент. 

Заметим, что в число определяющих G параметров студенты могут пред-

ложить добавить и другие величины. Например, параметры, определяющие 

форму водослива, или вязкость жидкости. Хотя в условии и есть указание, что 

ими можно пренебречь (гребень острый и жидкость идеальная), такое усложне-

ние модели не повлияет на итоговый результат, что весовой расход G зависит 

от высоты h в степени 3/2. 
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Безразмерный подход может быть полезен и при нахождении аналитиче-

ских решений обыкновенных дифференциальных уравнений, позволяя сокра-

тить число параметров. 

Пример 5. Парашютист прыгнул с высоты 1.5 км, а раскрыл парашют на 

высоте 0.5 км. Сколько времени он падал до раскрытия парашюта? Известно, 

что предельная скорость падения человека в воздухе нормальной плотности со-

ставляет 50 м/сек. Изменением плотности с высотой пренебречь. Сопротивле-

ние воздуха пропорционально квадрату скорости. [6] 

Решение. Модель, описывающая вертикальное падение тяжелого тела с 

высоты Н в сопротивляющейся среде.  

*

тяжести сопротивления*

dv
m F F

dt
  ,  

тяжестиF mg , .2
сопротивления F kv  

Откуда 

*
*2

*

dv
m mg kv

dt
  , 

*
*

*

ds
v

dt
 . 

Здесь v* − скорость падения тела, m − масса тела, g − ускорение свободно-

го падения (будем считать, что g = 10 м/сек). 

Безразмерные величины введем следующим образом  

*v
v

U
 ; 

*t g
t

U
 ; 

* 2s U
s

g
 . 

Здесь U − характерная скорость движения тела (в данной задаче это пре-

дельная скорость падения человека в воздухе 50 м/сек); H − характерная длина 

(в данной задаче удобно взять в качестве H расстояние, которое пролетел пара-

шютист без парашюта, т.е. H = 1000 м). Приводим нашу модель к безразмерно-

му виду 
2

21
dv kU

v
dt mg

   или 21
dv

av
dt

   

где 
2kU

a
mg

  − единственный безразмерный параметр. 

Найдем решение полученного дифференциального уравнения с начальным 

условием (задачи Коши) 

21
dv

av
dt

  , (0) 0v  , 

 ( ) th / .v t at a  
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Найдем также зависимость пути s от времени t 

 ln cos
( ) .

at
s t

a
 

Так как  lim th 1at
t




, то безразмерная предельная скорость падения 

равна 1/ a . С другой стороны (с учетом того, как мы ввели безразмерные пе-

ременные) она равна 1. Из уравнения 1/ 1a  , находим, что в нашей задаче 

a = 1. 

Итак, ответ:  ( ) thv t t ,  ( ) lnchs t t  и ln( 1)s st e e   . 

Основные области применения – математическое моделирование и физи-

ческое моделирование [3]. Обрабатываются данные экспериментов или анали-

зируются теоретические зависимости, выраженные, например, дифференциаль-

ными уравнениями или функциями. В каких дисциплинах можно найти приме-

нение? Геометрия, кинематика, физика сплошных сред, материаловедение и т.п. 

При разработке новых материалов в материаловедении анализируются резуль-

таты измерений. Очень хорошо можно выразить зависимость характеристик 

материалов, если проанализировать изменение входных параметров на предмет 

размерности. 

Выводы. Студенты получают универсальный и несложный в применении 

инструмент для будущей исследовательской работы. В качестве необходимого 

теоретического обоснования достаточно объяснения Пи-теоремы, отработка 

навыков происходит с помощью упражнений типа 1 – 5. 

Какие преимущества сулит использование теории размерности?  

1. Теория позволяет понять, какие именно безразмерные параметры долж-

ны быть одинаковыми в модельном и натурном эксперименте. 

2. Повышается эффективность экспериментов. Можно провести один экс-

перимент, чтобы понять на качественном уровне, что будет в других. Нет необ-

ходимости в проведении лишних экспериментов: без этой теории можно сде-

лать серию опытов для различных размерных параметров, прежде чем станет 

ясно, что безразмерный параметр был один, и он в ходе опытов не менялся. 

3. Обезразмеривание математической модели позволяет на законных осно-

ваниях пренебречь малыми слагаемыми, что приводит к более простым уравне-

ниям. 

4. Если решение ищется численными методами, то расчетная область с 

границами от 0 до1 (от -1 до 1) дает более точные результаты, чем области с 

границами разных порядков. 

5. Во время представления результатов на конференциях нагляднее демон-

стрировать исследование зависимостей от безразмерных параметров (специали-
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сты, занимающиеся другими похожими задачами, могут быстро пересчитать 

результаты для своих размерных параметров). 
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