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Аннотация. В статье рассмотрены ряд практических задач гидродинами-
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ренциальных уравнений и гидродинамики, влекущего за собой повышение мо-

тивации изучения обеих дисциплин. Реализацией цели статьи является приве-

дение кратких решений представленных задач гидродинамики через теорию 

дифференциальных уравнений. 

Ключевые слова: междисциплинарный подход; дифференциальные урав-

нения; гидродинамика. 
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Одной из важнейших задач подготовки будущего специалиста является 

умение грамотно и эффективно использовать полученные математические зна-

ния и умения в профессиональной деятельности. Зачастую в процессе изучения 

математических дисциплин наблюдается некоторая оторванность от реальных 

технических задач, студенты не видят приложения изучаемых математических 

объектов, алгоритмов и методов в будущей профессии. Поэтому можно счи-

тать, что междисциплинарный подход является той основой, на которой бази-

руется мотивация к обучению. Например, исследователь Минаева А.М. считает, 

что межпредметные связи развивают логическое мышление, «формируют пред-

ставления о математике как части общечеловеческой культуры, о значимости 

математики в развитии цивилизации и современного общества; создают фунда-

мент для математического развития, формируют механизмы мышления, харак-

терные для математической деятельности» [4]. 

При изучении теории дифференциальных уравнений на первой лекции 

обязательно студенческая аудитория задает вопрос: «С какой целью изучается 

данная дисциплина? Где ее приложение в нашей будущей профессии?» Поэто-

му на первой лекции, при объяснении дифференциальных уравнений с разде-

ляющимися переменными, с целью повышения интереса к дисциплине, имеет 

смысл приводить ряд простых примеров приложения дифференциальных урав-

нений. Например, можно указать, что простейшее уравнение вида 
dX

= kX
dt

, где 

k – коэффициент пропорциональности, описывает ситуации определения массы 

радия при радиоактивном распаде (t – время); изменения атмосферного давле-

ния Х воздуха от высоты t; снижения температуры тела (здесь Х=T-t0, t0 – тем-

пература среды охлаждения); увеличения массы Х бактерий (t – время) [6, с. 

325]. Также можно упомянуть то, что дифференциальные уравнения Бернулли 

используются при гидравлических расчетах насосных установок, гидравличе-

ских турбин, трубопроводов, приборов для измерения скоростного напора и 

расхода жидкости [8]. Дифференциальные уравнения необходимы в гидроди-

намике для расчета движения грунтовых вод, построения моделей турбулент-

ности, струйных течений жидкости, изучения вихревых структур и потенци-

альных течений несжимаемой жидкости [8]. Задача обтекания тела конечного 
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размера однородным неограниченным потоком также решается при помощи 

дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим применение дифференциальных уравнений в гидродинамике. 

Приводимые ниже задачи имеет смысл приводить на лекциях уже после всех 

разобранных тем теории дифференциальных уравнений в качестве приложений. 

В гидродинамике применяются дифференциальные уравнения, описыва-

ющие движение идеальной или реальной жидкости. Одним из таких уравнений 

является уравнение Навье-Стокса. Данное уравнение описывает движение вяз-

кой жидкости. В векторном виде: 
 

1
 

υ
= (υ )υ+νΔυ + f

t ρ


  


, 

 

где   – оператор набла, Δ – векторный оператор Лапласа, t – время, ν – коэф-

фициент кинематической вязкости, ρ  – плотность, p – давление,  1( ,..., nυ )   

– векторное поле скорости, f  – векторное поле массовых сил, n – плоская или 

трехмерная область, в которой движется жидкость [7]. 

При решении уравнения Навье-Стокса получаются различные законы гид-

ромеханики. Одним из простых решений данного уравнения является закон Пу-

азейля. «Закон Пуазейля – закон, определяющий расход жидкости при устано-

вившемся течении вязкой несжимаемой жидкости в тонкой цилиндрической 

трубке круглого сечения» [3]. 

 
4 4

1 2 1 2

0

( ) ( )
( ) 2 ( )

128 8

R

S

D p p R p p
Q r dS r rdr

L L

 
  

 

 
   

   , 

 

где «Q – расход жидкости в трубопроводе; D – диаметр трубопровода; U  – ско-

рость жидкости вдоль трубопровода, r – расстояние от оси трубопровода,  

R – радиус трубопровода, 1 2p p  – разность давлений на входе и на выходе из 

трубы, η - вязкость жидкости, L – длина трубы» [3]. 

«Данный закон описывает течение Пуазейля - ламинарное течение жидко-

сти через каналы в виде прямого кругового цилиндра или слоя между парал-

лельными плоскостями» [3]. На примере решения задачи, покажем применение 

закона Пуазейля. 

Рассмотрим ламинарный поток жидкости с радиусом r и длиной l . Резуль-

тирующая сила будет 1 2( ) 2F P P πr  , где Р1 и Р2  – давление. 

На боковую поверхность цилиндра, со стороны внешней жидкости, дей-

ствует сила внутреннего трения, тогда по формуле Ньютона для вязкого трения: 

2тр

du du
F S rl

dr dr
    , 2S = πrl  – площадь боковой поверхности цилиндра. Ре-
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зультирующая сила равна силе трения 1 22 2
тр

du
F = F = η πrl=(P P )πr

dr
  , 

1 2

2

P P
du= rdr

lη


 , тогда скорость равна 2 21 2 1 2

0
2 4

υ P P P P
dυ= rdr υ= (R r )

lη lη

 
    . 

Результат решения свидетельствует о том, что наибольшей скоростью обладает 

слой жидкости, движущийся вдоль оси трубы при r=0.  Площадь сечения для 

слоя радиуса r и толщиной dr составляет 2dS = πrdr , слой переносит за одну 

секунду объем жидкости в количестве 2dQ=udS =u πrdr . Тогда объем проте-

кающей жидкости равен 2 21 2

2

P P
dQ=π (R r )rdr

lη


 , 

2 21 2 1 2

0
2 8

R 4P P (P P )πR
Q=π (R r )rdr=

lη lη

 
 . 

Помимо уравнения Навье-Стокса, для описания движения жидкости ис-

пользуются уравнения Эйлера. Данные уравнения описывают движение потока 

идеальной жидкости и учитывают силы, воздействующие на него [3].  

В векторной форме уравнение Эйлера имеет вид: 
1dυ

= g grad(p)
dt ρ

 . Сла-

гаемые в правой части учитывают влияние внешних сил и давление собствен-

ной массы жидкости: g(x,y,z,t)  – напряженность внешнего силового поля, 

p(x,y,z,t)  – давление жидкости, ρ  – плотность жидкости. Вектор υ(x,y,z,t)  – 

скорость движения жидкости, 
dυ

dt
 – ускорение жидкости. Для одномерного по-

тока, уравнение Эйлера имеет вид: 
1dυ dp

υ =
dx ρ dx

    

На примере решения задачи, покажем применение уравнения Эйлера. 

По горизонтальной трубе протекает жидкость плотностью 950 кг/м3. Дав-

ление на входе в трубу 0,3 МПа, на выходе из трубы 1 МПа. Скорость на входе 

в трубу 50 м/с. Определить скорость на выходе из трубы. 

Запишем уравнение Эйлера для стационарного потока 
1dυ dp

υ =
dx dx

   

Умножим обе части на dx  и проинтегрируем: 
dp

υdυ=
ρ

 . Тогда

2

2ρυ
+ p= const . Запишем это выражение для двух сечений, входного и выход-

ного: 2

2

2
1

2

1

22
pp 


. Выразим из этого уравнения скорость и подставим из-

вестные величины: 
6 5

2 1
2 21

2 2(10 3 10 )
50 32,04 /

950
 

(p p )
υ = υ = м с

ρ

  
   . 
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Рассмотрим примеры задач гидродинамики, также сводящиеся к решению 

дифференциальных уравнений, которые имеет смысл разбирать на практиче-

ских занятиях как иллюстрации к соответствующим темам теории дифферен-

циальных уравнений. 

Задача (тема: уравнения второго порядка). В электрической цепи последо-

вательно соединены катушка индуктивности L =0,4 Гн и электрическая ванна, с 

начальным сопротивлением 2 Ом. В ванне в литре воды растворен хлористый 

водород в объеме 10 г. При разложении кислоты током меняется концентрация 

раствора. Напряжение на клеммах цепи 20 В, электрохимический эквивалент k  

хлористого водорода равен 0,000381 г/Кл, начальный ток 10 А. Требуется опре-

делить зависимость количества соляной кислоты в растворе от времени. 

Ход решения: Уравнение задачи имеет вид 
2

1

0
2

kd Q dQ
L + = E

dt M kQdt



 Неиз-

вестная функция - количество y  хлористого водорода, который не разложился 

к моменту t , приведем уравнение к виду '' 0yy +ay'+by= , где 

1 50 0,0191
k kE

a= = ,b= =
L L

. Тогда при начальных условиях 

10 0,00381,0
'

0 0 0y = M = ; y = kI =   приблизительное решение y =10 – 0,00381t . 

Задача, общую постановку которой можно использовать в качестве инди-

видуальных домашних заданий, имеет вид: в некоторой емкости содержится А 

единиц вещества, растворенного в воде, объемом В. В единицу времени в ем-

кость поступает вода в размере М единиц, и раствор вытекает в размере N еди-

ниц. Требуется определить массу вещества через Т единиц времени. Препода-

ватель поясняет только общий ход решения. Тогда, зная общее решение, а 

именно 
N

M NB
x(T)= A( )

B+(M N) T)


 
, можно задавать произвольные  исходные 

данные для  самостоятельного выполнения задания. 

Также приведем пример из индивидуального домашнего задания по теории 

дифференциальных уравнений, связанного с гидродинамикой.  

Задание. Диск, вращающийся в воде, медленно останавливается силой тре-

ния, пропорциональной угловой скорости. Пусть начальная угловая скорость 3 

оборота секунду, а после одной минуты вращения 2 (об. /сек.) Найти угловую 

скорость через 3 минуты. Ответ: 8/9 (об. /сек.). 

В качестве вывода, можно сказать следующее. Междисциплинарные связи 

теории дифференциальных уравнений и гидродинамики повышают наглядность 

изучаемого материала, показывают его связи с реальными практическими зада-

чами, что, в свою очередь увеличивает мотивацию студентов и их успеваемость 

по обеим дисциплинам.  
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