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МЕТОДОЛОГИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ ОБОСНОВАНИИ СВЯЗИ 

ГОМОМОРФИЗМОВ С ОТНОШЕНИЕМ КОНГРУЭНТНОСТИ 

 

Аннотация. В статье излагаются методологические аспекты, касающееся 

связи гомоморфизмов с отношением конгруэнтности, которое хорошо известно 

для общих алгебраических систем и может быть установлено непосредственно 

для алгебраических моделей различных типов. Показана тесная связь гомомор-

физмов с отношением конгруэнтности. Отношение эквивалентности на множе-

стве трактуется как рефлексивное, симметричное и транзитивное бинарное от-

ношение, для которого N является как областью определения, так и областью 

значений. Для каждого такого отношения R существует разбиение множества N 

на непересекающиеся подмножества, причем два элемента принадлежат одно-

му и тому же подмножеству тогда и только тогда, когда эти элементы находят-

ся в отношении R. Предполагается, что подмножество, содержащее элемент х, 

является множеством эквивалентности элемента х относительно R. Бинарное 

отношение постулируется рефлексивным и транзитивным. 
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Существует важное обстоятельство, касающееся гомоморфизмов, которое 

хорошо известно для общих алгебраических систем и может быть установлено 

непосредственно для моделей, составляющих объект нашего исследования [1-

3]. Это тесная связь гомоморфизмов с отношением конгруэнтности. Под отно-

шением конгруэнтности для модели 𝒩 = <N, 0, S> будем подразумевать такое 

отношение эквивалентности R на множестве N  что из xRy следует (Sx)R(Sy). 

Отношение эквивалентности на множестве N- это такое рефлексивное, симмет-

ричное и транзитивное бинарное отношение R, для которого N является как об-

ластью определения, так и областью значений. Для каждого такого отношения 

R существует разбиение множества N на непересекающиеся подмножества, 

причем два элемента принадлежат одному и тому же подмножеству тогда и 

только тогда, когда эти элементы находятся в отношении R (это весьма простое 

обстоятельство имеет чисто теоретико-множественный характер) [1]. Подмно-

жество, содержащее элемент х, является множеством эквивалентности элемента 

х относительно R, обозначим его через xR. Бинарное отношение xRy будет ре-

флексивным, если имеет место xRx, симметричным, если из  xRy следует yRx, и 

транзитивным, если из xRy и yRz следует xRz.  Приведем простой пример отно-

шения конгруэнтности. Пусть N – множество целых чисел, Sx = x+m (m – неко-

торое целое число), а отношение xRy есть сравнимость х и у по модулю р (х ≡ у 

(mod р)). Тогда 1) x ≡ x(mod p), 2) если х ≡ y (mod р), то y = x (mod р), 3) если x ≡ 

у (mod р) и у ≡ z (mod р), то х ≡ z (mod р), и, наконец, 4) если х≡ у(mod р), то и х 

+ т ≡ у + т (mod р). Следовательно, сравнимость двух чисел есть отношение 

конгруэнтности. Этот пример является частным случаем более общего соотно-

шения конгруэнтности в множестве натуральных чисел [3,4]. 

Предположим h – любой гомоморфизм модели 𝒩 в некоторую другую мо-

дель, тогда отношение Rh такое, что для любых х, у ∈ N м имеем xRhy в том и толь-

ко в том случае, когда hx = hy является отношением конгруэнтности. Обратно для 

каждого отношения конгруэнтности R в модели 𝒩 существует гомоморфизм h, 

отображающий 𝒩 на некоторую другую модель 𝒩𝑅 так, что Rh = R. Чтобы по за-

данным модели 𝒩 и отношению конгруэнтности R построить модель 𝒩𝑅, возьмем 

для каждого элемента x∈N все эквивалентные ему элементы: они образуют неко-

торый класс эквивалентности xR. Множество этих классов для всех x∈N примем в 

качестве множества NR, а в качестве операции SR  – такую, что SRxR = (Sx)R для всех 
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x∈N и x ∈ xR (существование этой операции следует из того, что R – отношение 

конгруэнтности на N), и положим 𝒩𝑅 = <NR, 0R, SR>. 

Если мы определим h как функцию, отображающую N на NR и такую, что 

hx = xR для всех x∈N, то легко увидим, что h есть гомоморфизм 𝒩 на 𝒩𝑅 и что 

Rh = R (т. е. из xRy следует hx = hy и обратно). Если h1 и h2 – гомоморфизмы 𝒩 

соответственно на модели 𝒩1 и 𝒩2 и если 𝑅ℎ1 = 𝑅ℎ2, Sx∈N изоморфны. Отсюда 

следует, что каждый гомоморфный образ модели 𝒩 изоморфен одной из моде-

лей 𝒩R, определенных некоторым [1] отношением конгруэнтности R на N. Сле-

довательно, каждая индукционная модель изоморфна модели 𝒩𝑅
∗, определенной 

некоторым отношением конгруэнтности R в системе 𝒩∗ натуральных чисел. 

Таким образом, можно дать явное описание всех отношений конгруэнтно-

сти на модели 𝒩∗ в терминах известного отношения порядка – отношения 

«меньше» на 𝒩∗. Это отношение порядка можно ввести внутри аксиоматиче-

ской теории N* (т. е. в теории моделей Пеано), положив по определению, что х 

< у тогда и только тогда, когда существует элемент z ≠ 0, для которого х + *z = 

у. Так как каждая индукционная модель обладает функцией сложения, то мож-

но воспользоваться этим определением, чтобы определить отношение «мень-

ше» в каждой индукционной модели, но в общем случае отношение, получен-

ное таким образом, не будет отношением порядка [4-6]. Именно, пусть т, п – 

любые элементы множества N* натуральных чисел.  Определим отношение 

конгруэнтности Rm,п на N* посредством следующего правила: xRm,пу тогда и 

только тогда, когда справедливо одно из следующих двух условий: 

1) x, у <n и х = у; 

2) х, у≥п и для некоторого z ∈ N* имеет место либо х = у+*(z×*m),  

либо y = x+*(z×*m). 

Таким образом, бинарное отношение R на множестве N* является отноше-

нием конгруэнтности в модели 𝒩* тогда и только тогда, когда оно либо явля-

ется отношением тождества в 𝒩*, либо существуют числа т, n∈N*, такие, что 

R = Rm, n. Если R отношение конгруэнтности, отличное от отношения тождества, 

то должен существовать хотя бы один x∈N*, такой, что xRy для некоторого у ≠

 х. Выберем в качестве п наименьшее из этих чисел х. Из выбора п следует, что 

имеются числа z ≠ 0, такие, что nR(n+*z); выберем т наименьшим из этих чи-

сел z. Тогда можно показать, что R = Rm, п. 

Отношения конгруэнтности Rm,0 являются так называемыми «конгруэнтно-

стями по модулю», хорошо изученными в теории чисел, где принято писать    х 

≡ у (mod т) вместо хRт,0у. Индукционная модель 𝒩Rm,0
∗ , соответствующая та-

кому отношению, есть просто система классов вычетов по модулю т, а опера-

ции сложения и умножения в этой модели являются обычными операциями                    

+ (mod т) и × (mod m). Отношение конгруэнтности Rm,п для п>0, по-видимому, 

мало отражено в литературе; однако достаточно небольшого размышления, 
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чтобы читатель мог получить ясное интуитивное представление о моделях 

𝒩Rm,n
∗ , так же как и о соответствующих операциях сложения и умножения. 

Между прочим, очевидно, что если R одно из «модулярных» отношений кон-

груэнтности Rm,0, то 𝑆R
∗  является перестановкой элементов 𝑁R

∗, так что 𝒩R
∗ в 

этом случае удовлетворяет условиям  для всех х,y∈N, если x≠y, то Sx≠Sy. С дру-

гой стороны, если R – одно из отношений конгруэнтности Rm,п для п>0, то ясно, 

что 0R
∗ ≠ SR

∗
XR для всех xR∈NR

∗ , так что 𝒩R
∗ удовлетворяет в этом случае для всех 

x∈N Sx≠0. Таким образом, каждая индукционная модель удовлетворяет для всех 

x∈N Sx≠0 или  х,y∈N, если x≠y,  при  Sx≠Sy. 

Рассмотрим случай, когда f любая операция на N*, для определенности би-

нарная операция. Если R есть произвольное отношение конгруэнтности на 𝒩*, 

то, вообще говоря, не существует ни одной бинарной операции g на 𝑁R
∗, которая 

является гомоморфным образом f при гомоморфизме h, соответствующем R. 

Нетрудно видеть, что необходимым и достаточным условием для существова-

ния такой гомоморфной операции g служит то, что для всех х, x1, у, у1∈N*, та-

ких, что xRx1 и yRy1 имеет место условие (fxy) R(fx1y1). Если это условие спра-

ведливо, то g есть такая операция на 𝑁𝑅
∗, что gxRyR = (fxy)R для всех х, y,∈N*. 

Например, хотя 2 ≡ 2 (mod 3) и 0 ≡ 3(mod 3), мы имеем 2
0
 ≢  2

3
 (mod 3). 

Следовательно, операция возведения в степень в N* не имеет гомоморфного 

образа в N3,0
∗ . С другой стороны, +* и × * суть примеры так называемых универ-

сальных (бинарных) операций на N*, т. е. они являются операциями f, обладаю-

щими тем свойством, что для любого отношения конгруэнтности R на N* (fxy) 

R(fx1y1), если х, у, х1, у, – такие элементы N*, что xRx1 и yRy1. Таким образом 

можно назвать f модулярной операцией, если она обладает этим свойством для 

всех модулярных отношений конгруэнтности R (и не обязательно для других 

отношений конгруэнтности). Именно в силу этого обстоятельства каждая ин-

дукционная модель обладает операциями сложения и умножения. Если опера-

ция j на N* получена путем примитивной рекурсии, то необходимо отметить, 

что она получена из f и g путем простейшей рекурсии. 

Вообще, n операцию j (при любом п= 1, 2,…) можно получить из (п — 1) 

операции f и (п + 1) операции g (случай п = 2 здесь представлен только для 

краткости, так как идея доказательства одна и та же при любом п. Ясно, что 

приведенное выше определение универсальных бинарных операций без труда 

переносится и на случай n операций, где п любое из универсальных операций f 

и g; является ли эта операция j обязательно универсальной. Пример операции 

возведения в степень показывает, что это может не иметь места. Однако если j 

окажется коммутативной, то она будет универсальной: это может быть показа-

но путем обобщения доказанных известных теорем [2–4]. Таким образом, 

вследствие некоммутативности операции возведения в степень на множестве 

N* натуральных чисел невозможно вывести существование операции возведе-
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ния в степень в каждой индукционной модели путем соответствующего распро-

странения доказательства теоремы [7]. 

Конечно, при высказанных условиях коммутативность, достаточная для 

универсальности, ни в коем случае не является необходимой. Например, опера-

ция j, такая, что jxy = х
г
 × у для всех х, у ∈N*, есть универсальная операция, и 

она получается путем примитивной рекурсии из универсальных функций f, g, 

таких, что fx = 0 и gxyz = z+x
2
 для всех х, у, z∈N*, но j не коммутативна. 

Необходимо отметить, что основанием для определения по математиче-

ской индукции в модели 𝒩 является существование единственного гомомор-

физма 𝒩 в какую-нибудь другой модели, так, например, для всех определений 

по математической индукции для моделей Пеано [3, 5]. 

Так, например, система из пяти аксиом Пеано для натурального ряда N  

и функции S формулируется так: 

(1) 0∈N; 

(2) x∈N→ Sx∈N; 

(3) x∈N→ Sx≠0; 

(4) x∈N ;у N Sx Sy x y       

(5) 0∈M ( )х х M Sx М N M      для любого свойства М (акси-

ома индукции). 

В первом варианте вместо 0 использовалась 1. Эти аксиомы категоричны, 

т.е. любые две системы (N, S, 0) и (N', S', 0'), удовлетворяющие аксиомам Пеа-

но, изоморфны. Как известно изоморфизм определяется функцией f (х,х) [5], где 

f (0,0)=0', f (Sх,Sх)=S' f (х,х); f (х,Sy)= f (х,y); f (х,y)=0 для у<х. 

Существование f (х,y) для всех пар (х,y) и взаимная однозначность при х≤у 

доказываются по индукции. Аксиомы Пеано позволяют развить теорию чисел, 

в частности ввести обычные арифметические функции и доказать их свойства. 

Все аксиомы независимы, однако (3) и (4) можно объединить в одну: 

 

x∈N ,у N x y x y       

 

если определить x y как 

 

[ ( ) ( ) ( )) ( )].M M Sx zM z M Sz M y     

 

Независимость доказывается предъявлением модели, в которой верны все 

аксиомы, кроме рассматриваемой. Для (1) такая модель – натуральный ряд, 

начиная с единицы; для (2) -множество N {1/ 2} , где S(0)=1/2, S(1/2)=1; для  

(3) -множество {0}; для (4) -множество {0,1}; для (5) -множество N {-1}. 
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За арифметику Пеано можно принять в языке первого порядка с функцио-

нальными символами S,+,  , состоящую из аксиом: 
 

0, ,Sx Sx Sy x y     

 

определяющих равенств для +,   и схемы индукции  
 

(0) ( ( ) ( )) ( ).A x A х А Sx хА х    
 

Оказывается, эти свойства характерно для моделей Пеано-редких моделей, 

в которых все определения по математической индукции могут быть обоснова-

ны. Здесь полезно привести такую теорему: 

Теорема. Пусть 𝒩 – такая модель, что для любой модели 𝒩1 имеется 

единственный гомоморфизм h, преобразующий модель 𝒩 в 𝒩1. Тогда 𝒩 есть 

модель Пеано. 

Рассмотрим доказательство. Пусть 𝒩 = <N, 0, S> удовлетворяет условию 

теоремы и, если G – подмножество множества N, такое, что 0∈G и  всякий раз, 

когда х∈G, также и Sx∈G, то G=N. По терминологии теории множеств, соответ-

ственно выражают условия, что 0 не принадлежит области значений S и что 

операция S взаимно-однозначна. О подмножестве G из N, говорят, что оно за-

мкнуто относительно S. Если рассматривать <N, S> в качестве алгебраической 

системы, то подмножество G из N, замкнутое относительно S, будет подалгеб-

рой системы. Отсюда следует, что единственная подалгебра <N, S>, содержа-

щая элемент 0, есть само N. В алгебраической терминологии это условие фор-

мулируется так: элемент 0 порождает алгебру <N,S>. Можно также рассматри-

вать саму систему <N, 0, S> в качестве алгебраической системы. В этом случае, 

чтобы подмножество G из N рассматривалось как подалгебра [6], оно должно 

содержать 0 и быть замкнутым относительно S. Таким образом, единственной 

подалгеброй из <N, 0, S> является само N. С этой целью допустим, что G – лю-

бое подмножество N, которое содержит 0 и замкнуто относительно S. Допустим 

Н—дополнение подмножества G (в множестве N) и, что Н непусто. Рассмотрим 

взаимно однозначное отображение k множества Н на множество Р, не пересе-

кающееся с N, и обозначим через M объединение множеств N и Р. 

Далее используем унарную операцию, когда N-функция, имеющая N в ка-

честве своей области определения, область значений которой является подмно-

жеством множества N. Для любого x∈N Sx означает элемент из N, полученный 

применением операции S к x. Определим унарную операцию Т на M следую-

щим образом: 

1) если х ∈ N, то Tx = Sx; 

2) если х ∈ Н и Sx∈H, то T(kx) = k{Sx); 

3) если х ∈ Н и Sx∈G, то Т(kx) = Sx. 
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Пусть ℳ — модель <M, 0, Т>. Ясно, что отображение h1 множества N в М, 

такое, что h1х = х для всех x∈N, является гомоморфизмом 𝒩 в ℳ. С другой сто-

роны, рассмотрим следующее отображение h2 множества N в М: 

1) если х ∈ G, то h2х = х; 

2) если х ∈ Н, то h2x = kx. 

Нетрудно видеть, что h2 также является гомоморфизмом и h2 отлично от h1. 

Но, это противоречит условию теоремы, и следовательно, не верно допущение, 

что Н непусто. Итак, Н пусто, т. е. G=N. Поэтому модель 𝒩 должна быть ин-

дукционной. 

В заключение можно отметить, что существует гомоморфизм h' модели 𝒩* 

на 𝒩. С другой стороны, условие нашей теоремы утверждает, что имеется гомо-

морфизм h модели 𝒩 в 𝒩*. Как и в доказательстве теоремы, можно рассмотреть 

сложную функцию (hh'), которая является гомоморфизмом 𝒩* в себя и, следова-

тельно, должна быть тождественной операцией на 𝒩*. Стало быть, гомоморфизм 

h' взаимно однозначен и поэтому является изоморфизмом 𝒩* на 𝒩.  

Эта идея может быть успешно реализована на адаптационных занятиях по 

математике в техническом вузе и при изучении синтетического, аналитического 

методов, а также метода от противного. 

 

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 19-11-00230. 
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