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 �������������
 ����	����	
 ��	����	��� 	�. �.�. �������  

(���	�������
 	�������������	
 ��	����	���), �. ������, ����	� 

 

��������������������������������������

 

���������. � � !� 	�. �.�. ������� "���#�� ��	���	� �������� ���-

����	����	� $�	��%��	�� �$���������� 	��������. &���	 �� ����%��	� 

$��'��
, �"(����, $��'��
 $����������
 	��)� $����	������ *�����	� �� 

"��'	� 	�%������. ����#�� ����� ���	� *��� ��%�� "��� ��#��� $�	 	*���-

�		 ������� 	��������� �� ������ �����. �� �� ��������� $����	� +	���,  

� ���%� ����	�����	���� ��� ��%�� �"�
�	�� ���������� 	�����	�����	��, 

���	 $�	���	�� $������� ����	����. �����	 ��#��	� $��"��� *��� �� 

������ ���"��	�� �� �����
#��� ������	� ���"���� $����, �� 	 ������"�-

���� $����	��
. � ������ �$	���� $�������������� #��	 �"����	� 	�����	-

�����	) � $������� ����	�����.  

	
���� �
���: �������� 	���
����; ����
������� �������; ����-

������ �����������. 
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�����. ,�%������� �"��*����	� $���*������� �����	
 ������� ��-

�����	�����
 $�������	. -�������� �������	����	� 	��	$�	� � "���#	�-

���� ����	����	� ��*�� ������	��� ��� ����. .�'� ����� ��*�	�	� ��*�	��)� 

�� $�����	� ������, ���� � *��	�	����	 �� �$��	��	*��		 �������� �)��� 

"���� ���"��	� *���	� � �������� ��$������	�� �������	�	. ��� $��������-

�	��� ����%��	� *����	
 $� �������	������� ����	*� $���	 �� ���� ��*�� 

�� ���� �$��	��������
 �	�������. ��� *����	
 ����� 	�$���*������� ����-

�	����	� ���"�	�	 	 *����	�	, ��$�	���, #	���� 	*������
 *����	� $� ��-

���	�
 �.-. ���	��	�� [1]. /���� �%� � 0��� ����#� *������������#�� 

��"� �"���	�� ��� ���"��	���� ���	������ $�	����� �� ������	� ���� 	���-

��	�����	� � $������� ����	�����. � � !� 	�. �.�. ������� �������	��-

��	� ���
����� �$���������� 	�������� $�	����� "���#�� *�����	�, � ��� 

�	���, ���	����	) $��'��
, �"(���� 	 �.$. � $���'�) $������� ����	��� 

(�� $����� �����). -������� ����	���� $�	����)��� �� ����	� 	�%������� 



	 +	*	����	� *�����, �� ����� ����	�� 	�����	�����	� �� ��$����� ����"���-

������ � ���������� $���������. -�0���� "���#	����� �����	���� ��*��"�-

����)��� $��$���������	 � !� 	�. �.�. ������� �������������� [2, 3].  

������������. /������� $�	�	�� $���"���� 	*����	� ����
 ����  

� ����� 	�����	�����	� �� ����� $������ ��� �"����	�: 

1. ��� ����� �������	�����
 �������� – � ����� $������ ����� ������ 

��%�� *���� ��������� �	���� ����	��� 	 ����� � �	� ��"�����. 

2. ��"���� $�	�����	� $������� ����	��� $�	 ���	����		 ��������	-

��	� ��������� �	$�� +	��� 	 ��� � �����
 �	�����	�
. 

3. -����	����	� �����	 ���	����	� �"(���� ���%��� ��� "�* 	�$���*�-

���	� ����		 ������� 	���������. 

4. -�������� �������� � $�������� ������� ����� $� ������� 	������-

���, �� $�	��	��� �$��	������ ��*���	 �	������	 ����	���, ����� ��"	-

���� ��	"���� ������� $��	 ��#��	�, ����#� ������ �������	 $������ �� 

���
 �	����� ����	��� � ����
. 

���������. !������	 �"��������� � ��	"���� ������ ������� �� ������� 

+��������� ��*���	��, ������� $������������ ������	�� *���	
 $� 	���-

��	�����	). !��, ������� ����� ����� $�����	�� � +������ ���"��	��� 

+����		, ����� ��
�	 �)"�
 "���'	
�� 	������� � $���'�) �$������	�� 	�	 

	��������, �� �#	"�)��� � ��"��� ����	� 	�����	�����	�. !���� �#	"�� ��*-

�	����, ���	 +������ "��	 *������ "�* $��	���	�. 

-�	��� 1. ��
�	 $��'�� +	����, ���$���%����
 �����	 ��	��
 

( ) 1 sinr ϕ ϕ= −  	 ����������� ��� ��	��
 ( ) 3sinr ϕ ϕ= − . 

 

 
 

���. 1. ��	��� ( ) 1 sinr ϕ ϕ= −  (���	�	�, ������� ������)  

	 ��	��� ( ) 3sinr ϕ ϕ= −  (����%�����, *������ ������) 



������������ ����� ��#��	�:  

1. ,*�"��*	�� �"� ���+	��.  

2. ��
�	 ����	 $��������	� (�� ���� ��%�� ��#	�� �������	� 

1 sin 3sinϕ ϕ− = − ). 

3. &�#��	������ +	����, $��'�� ������
 ��� ��
�	. �������	�� $���-

�� 	�����	�����	�. 

4. ��
�	 *�����	� 	�������� (	���������).  

-����� �� $����� ������� 	�	 ��$����)� $���	����, 	�	 ���)� 

�#	"�	, �� �� $�	��	$	������.  

1����*��� �#	"�	 ��*�	��)� � �����������
 $������ 	�����	�����	�: 

�	$	���� �#	"��, ���� ������� ���	��)� +����	) �	%���� ���+	�� 	* 

+����		 �������� (��� � ��������� ����	�����). 

� ��#����*����� $�	���� ���� �� ����	 $��������	�: 
6

π
− ; 

5

6

π
− . 

��	����� �	�����	), ��%�� ��������	���� ������ $����) $���$���-

�����, ��
�	 $��'�� 	�����
 +	���� 	 ����%	�� �� �� ��. 

-�	 	*�����	�� ���� �� 
6

π
−  � 0 $��'�	 �������)��� 	* 0����������� 

$��'��
, �����	������ �����	 
6

π
ϕ = − , 0ϕ =  	 ���+	���	 ( ) 1 sinr ϕ ϕ= −   

	 ( ) 3sinr ϕ ϕ= − . 2 $�	 	*�����		 ���� �� 0 � 
2

π
 – ������ ���+	��� +����		 

( ) 1 sinr ϕ ϕ= − . 

-���	����� ��#��	�� "���  
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!	$	���� �#	"�� ��������, �� ��*�"���#	��� � ���� – 0�� ���������	� 

	�������� �	� 

( ) ( )( )
6

0

1 sin 3sin d

π

ϕ ϕ ϕ− − −�  

��� 0���� 	*"�%��� 	 ���	� �"�*�������� 0��$� ��� ����"�����, ���"� 

$����� ������� ����	�� ���� *� $��� *����	
? 



����� ���.  

�� $����� 0��$� ��� $�*�����	�� �������� � $�������	 ����	�����	 

	 $�����	�� ���+	�	 ��� +����	
 � $������� ����	�����. ��� ���"��	��, 

���"�, ��-$�����, $���"����� �� $�	�����	����	�	 $�	������	 ���*����� 

	*������� ����%��	� � 	*�������	 ���+	���	 («�	��� *� �	����� �	����	�, 

� �� ����%�����»). ��$�	���, � $������� ����	����� ���+	�	 +����		 r ϕ= , 

sinr ϕ=  – 0�� �� "	������	�� 	 �	����	�. ��-������, ��� $�����	�� ����	�-

����, ���	�	�, ����%�����, $�����'�) ����* ������ ����	���, 	 ���	� 

����� ���$������������ ���+	�	 	 �"�*������� �"���	�� ��	���	� �� ��, $�	 

���	� *�����	�� ��������� ��	 ��'�����)�, �����	�� *�$	�� ��	� 	 ��� %� 

+����	
 � ��*��� ����	�����. 

 

 
 

���. 2.  ��+	�	 +����	
 y x= , siny x=   

(� ��������� ����	�����, �	�	
 ����) 	 r ϕ= , sinr ϕ=  

(� $������� ����	�����, ������
 ����) 

 

  

������ ���.  

/$������	� ����	� 	�����	�����	�. ��*���'���� � �	$	���
 �#	"��, 

������) ��� 	*"�%���, ������ �'� ��* �"���	�� ��	���	�, ��� ������ � �-

�������� ����	����� $�	 	�����	�����		 ��
���� $��'�� $� ���+	���.  

� $������� ����	����� ��� $���������� $��'�� ��� ����� 0����������� 

��������. � ��%����	), ������	���� *���	 �� ��
��� � $������� ���"�	���, 

�� ��	 	�$���*�)��� �� ����������� ����$�	��	�� � � !� 	�. �.�. �������.  



-�	��� 2. /$����	�� ����	�� 	�����	�����	� 	 *�$	���� +������ �� 

���	����	� $��'�	, 	���� 	* ����� �	�����: 

 

 
 

���. 3. /$������	� ����	� 	�����	�����	� $�	 ���	����		 $��'��
 +	���  

� ��������� 	 $������� ����	����� 

 

1������ ��� ����������� $������ �"����	, � $���� $���
�	 � �������, 

�� ��� ��*��	�� 	�����) $��'�� �� ����� ��������	� $��'��
, ��$�	-

���, ��� �� �	����� 4. 

 

 
 

���. 4. -��������	� ����	����� 	 ����%����	 

 

����� ���.  

����%��	� $��'��
, $�����)'	��� � ��*������� $��������	� �������-

�	� ���+	���. 1������ 	'���� ����	 $��������	�, $���� 	���������, �� 

������� �����
 ��� $���	�� ����) +	����, ���������)��� $����� 	���-

��	�����	� 	 �$�����)��� +����		, ���	� �� ���	� ���	����. �� ������� 0��-

$� (�� ����#�) ��%�� ��#��� *���	, ������	���� $�	���� 1, ��*�"�������  

� ������. 



&��� ��%��� �����	�� �������� ������������ � 	*�"��%��		 ���+	���,  

� ���%� *���	� �"�����
 �$������	�, 	���� ��%�� ��$���	���� ��*��	�� 	�-

����) $��'�� �� "���� $������ ��������.  

������� ���. 

-���"��� 	*����	� ���+	��� � $������� ����	����� 	 $��	���	� +��-

��� $�*������ $���
�	 �� ���	����	� $��'��
 � ���	� �������	����	� $�	-

��%��	��. ��� ����	�����	���� ��� ��%�� ��
�	 �"(�� ���� 	 $��'�� $�-

��������	, �%� ���	 �� $���*������� �������	 	���������	. -�	 ����� 

+����� �� �	�� ��	, �"(��� ����, $��'�	 $���������	 ��� ����#� $�-

�	���� «���������» $������� ����	���. 3��	 $����� ��	 0��$� $��
���, �� 

���	� *���	 �%� �� ����)��� ���%���	 �� ��������. 

�����  ���� �
� ��������. ��� �$��	�������	 ����	������� ��	����	-

���� ������� ��%�� $���	�� �� ��	 ���$$�: ������� ����	����	�, �� ������� 

��%�� �� 	*����� $������� ����	���� (�� ������ ������, �� �"�*������� *�-

�	������ 	�����	�����	��), �$��	�������	 � "�*���
 $��������
, �� ��%�� 

�����	�	���� *�����	 $����� ��� 0��$��, 	 �$��	�������	 � ����"�����
 ��-

�����	�����
 $��������
, �� ������� �������� 	 ���	 �"����	� $�*����)� 

��������	���� ��� ������ �	$� *���. 

!� ���� ������
��. ��� �$��	������ ��#�, �����	����	� *����	�	, 

�%� $����*�������� �� ����	����	� ��*�� [1], ����%�� ����� ���� *���.  

, $� �	� ���%�� ������	�� ����	����	 ���"��	��) «�����	��» 	* *��� 

��*�����)'�
 ���%����	. �%� ����� ��� 	����� � � !� 	�. �.�. ������� 

$	#���� ����	����	� �����	��� $� �������	����	� ���
����� 	��������. 

, ���	 �� ���	����� ��%�� $���*������� ������	*	��������	 ����	�-

���	, �� �� $������	 *���	
 (����������� ��"���, 0�*�����) ���"��	�� ��-

*��� ��������
 �������	����	
 «���������» *���. �� ��*��	� ������ «����-

������» ����%������ ���"��������	 $���������	� +����	
 � $������� ����-

	�����. ��� ��#��	� �� ���$�)���� «����	���» *�����	� 	 ������ �� ��%��. 

2 �� �����������, ���� ������� ������) ���	���)� *�����	�, ��� ��#��	� 

��%�� "��� «����	���	», 	���� ����� �� ��#��	� ���
 *���	 ��%�� ���-

�	�	���� �� ����� ��*.  

3��	 �� ��"���� «������» +����		 	 ����	��, �� ���	����	� 	������-

��� �	���� ����%�	���. , ������ ����	����	 ���"��	��� ������� "��� ���-

�	�������� $����� �����	 �����, *���� "��� *��	���� ����� ������	 	 �� "�-

�� ��$������ ��%��) �� �"����	� +����	).  

��� $������� ����	��� $�	���� � ����������� *����� ��"	����, 

��$�	���, «����	���» ����	�� $�	 *�����	�� ����� 0; ; ; ;
6 4 3 2

π π π π
 	 ��� ����. 

,��� ��"�� ��	���, $�����'	� ����* 	*������� ����	, $��$�������� ����-

��) ��%�� ������ ���#��", ��	�����	) ��	���, ��"�� $��'��
 (�����	 �-



��
 ��	��
 	 �����%	 ����
). !��	� �"��*��, ��%�� $����	�� ����
 «"���» 

$����'	� *���. 

"�#
����. ��$�� ������	� ���� $������� ����	��� � "���#�
 ���$�-

�	 *��	�	� �� $����� ��� #����. 3��	 ����"����� �� ��������	 $���"�� ��-

������� *��� ��������
 ���%����	, �� �����
#�� �"����	� ��� $���	�� �� 

��*����� $��"���. !���� ��"��� �� $����� ����� �������� +��������� �� 

�����
#��� �"����	�: $�	 	*����		 ������� 	���������, �� 	�$���*�)��� 

�	�	��	����	� 	 �+��	����	� ����	����, � ���%� �� +	*	����	� *���, �� 

������� ��"	��)� �������������� �� �	����� ����	���, ������� ��	"���� 

������. 
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1����	�� � eLibrary.ru https://elibrary.ru/author_items.asp?authorid=699932.  

3�����	�� 1�������� -�$�#	�� 

1��%�"��
 $������
 ����: 105005, ������, 2-� ���������� ��	��,  

�� 5, ���. 1. � !� 	�. �.�. �������, ��+��� 6�1 «���#�� �������	��»; 

e-mail: popushinaes@bmstu.ru; spin-code: 3108-1062. 

������� 	������� ������: �������	������ ����	�����	�. 

1����	�� � MathNet: 

http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=99504. 

1����	�� � eLibrary.ru: https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=164126. 


