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      Решение многих задач естествознания, техники, экономики  приводит к нахож-
дению неизвестных функций, описывающих рассматриваемые явления или  про-
цессы, когда известны соотношения, связывающие между собой эти функции и их 
производные. Такие соотношения называются дифференциальными уравнениями. 
Рассмотрим конкретную задачу  о потоке научной информации, приводящую к 
дифференциальному уравнению. 
 
     Задача. При исследовании роста информационных потоков  в науке (числа на-

учных публикаций) исходят из допущения, что скорость роста 
dt

dy
  пропорцио-

нальна достигнутому уровню  y  числа публикаций, т. е. yk
dt

dy ⋅= , где −> 0k  кон-

станта, характеризующая отклики  на публикации в той или иной  области. 

Уравнение  yk
dt

dy ⋅=   является дифференциальным уравнением. Его решением  

является экспонента   ktey ⋅= c , где  с – некоторая постоянная. 
 
 
 

1. Основные понятия и определения 
 

     Определение. Дифференциальным уравнением называется  уравнение, связы-
вающее независимую переменную  х, искомую  функцию  )y(x  и ее производные 
различных порядков. Например: 
     1) 0yxxy 2 =−−⋅′  
     2) 0dy)yx(dx)yx( =++−  
     3) ,0yy2y =−′+′′  

т. е.  дифференциальное уравнение может содержать производные  






′
dx

dy
y   или 

дифференциалы   dyиdx   независимой переменной  и функции. 
     Определение. Порядком дифференциального уравнения называется порядок 
наивысшей производной, входящей в уравнение. Так, в рассмотренных примерах 
первое и второе уравнения –  уравнения первого порядка, третье – второго поряд-
ка. 
     Определение. Решением дифференциального уравнения  называется всякая 
функция   ( )xfy = , удовлетворяющая этому уравнению (т. е. функция, которая об-
ращает данное уравнение в тождество). 
     Пример. Показать, что функция  x3ey =   является решением дифференциально-
го уравнения  .0y9y =−′′  
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     Решение. Для функции  x3ey =   находим первую  x3e3y ⋅=′   и вторую 
x3e9y ⋅=′′  производные. Подставляя выражения  yиy ′′   в исходное уравнение, 

получаем тождество  ,0e9e9 x3x3 =⋅−⋅   что и доказывает, что функция  x3ey =  – 
решение дифференциального уравнения   .0y9y =−′′   Нетрудно  убедиться, что 

решениями этого уравнения являются  и все функции вида  ,ey x3⋅= c   где  с – про-

извольная постоянная.  Действительно,   ,e3y x3⋅=′ c   .e9y x3⋅=′′ c  Подставляя  
yиy ′′   в уравнение, получаем тождество 

 
.0e9e9 x3x3 =⋅−⋅ cc  

 
      Таким образом, дифференциальному уравнению удовлетворяет бесконечная 
система функций – его решений. Для выделения одной из них должны быть заданы 
так называемые начальные условия. Для д. у.1 начальные условия будут такими:  
известно значение функции  0yy =    при заданном значении независимой перемен-
ной  .xx 0=  Записываются в виде 
 
                                ( ) 00 yxy =              или           .yy 0xx o

==  

 
Для уравнений второго порядка начальных условий будет два: 
 
                                        ( ) 00 yxy = ;              .yy 0xx o

′=′ =    

 
     Определение. Решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее на-
чальным условиям, называется   частным решением  дифференциального уравне-
ния. 
     Задача  нахождения частного решения дифференциального уравнения, удовле-
творяющего заданным начальным условиям,  называется  задачей Коши. 
     Пример. Легко проверить, что  функции вида    xxy 2 ⋅+= c    являются  реше-

ниями дифференциального  уравнения    0yxxy 2 =−−⋅′    (проверьте самостоя-
тельно). 
     Зададим начальные условия   .2y 1x ==   Из формулы  решений   xxy 2 ⋅+= c  вы-

делим соответствующее частное решение. Для этого в решение   xxy 2 ⋅+= c   под-

ставим   .2yи1x ==  Получим уравнение   112 2 ⋅+= c   для вычисления посто-
янной  с.  В данном  случае   .1=c    Подставив  найденное значение  1=c   в  реше-
ние  xxy 2 ⋅+= c , получим  xxy 2 +=  – искомое частное решение. 
     Рассмотрим различные типы дифференциальных уравнений и методы их реше-
ния. 
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2. Дифференциальные уравнения первого порядка 
 

     Так как дифференциальное уравнение первого порядка (условимся в дальней-
шем писать д.у.1) содержит независимую переменную  х,  функцию  y  и ее  произ-
водную  y′ ,  общий вид   д.у.1 будет выглядеть как  
 
                                                           ( ) 0y,y,xF =′ .                                                    (1) 
 
      Если уравнение (1) решить относительно производной  y′ , то оно может быть 
записано в виде      ( )y,xfy =′ .                                                                                   (2) 

Так как   
dx

dy
y =′ ,  из  выражения  (2)      ( )y,xf

dx

dy =    

   
можно перейти к форме          ( ) ( ) 0dyy,xNdxy,xM =⋅+⋅ .                                     (3) 
 
Например, дифференциальное уравнение   ( ) )3(0dxy2xydy =−+    можно запи-
сать в   виде  ( ) ,dxxy2dyy −=    затем,  разделив уравнение на  ,dxy ⋅   получим 
 

                                     
y

xy2

dx

dy −=          или          
y

xy2
y

−=′ .                     

 

Наконец, можно получить      0y
y

xy2 =′−−
.                                                       

 
     Таким образом, формы записи дифференциальных уравнений  (1) – (3)  равно-
правны, можно пользоваться любой из удобных для решения.  
     Определение. Общим решением   д .у.1 называется  функция   ( )c,xy ϕ= , кото-
рая  зависит от одной произвольной постоянной   с  и 
     1) удовлетворяет данному  д .у.1 при любом значении    с; 
     2) каково бы ни было начальное условие   0xx yy

o
== ,   можно найти такое зна-

чение ,oc при котором функция   ( )o,x cy ϕ=   удовлетворяет начальному условию. 

Например, для   д .у.1    3x4y =′   общим решением  является функция    .cxy 4 +=  
Найдем частное решение, удовлетворяющее начальному условию   ( ) .30y =  Для 

этого  подставим в общее решение   c+= 4xy   значение   .3yи0x ==  Получим  
,03 c+=   откуда  .3=c   Подставим найденное значение   3=c   в общее решение; 

3xy 4 −= – это искомое частное решение. Таким образом, всякое частное решение 
получается из формулы общего решения при конкретном значении с. 
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3. Основные типы дифференциальных уравнений  первого порядка 
и способы их решения 

Уравнения с разделенными и разделяющимися переменными 
 
     Простейшим  д .у.1  является уравнение вида  ( ).xfy =′  Как известно из курса 
интегрального исчисления, функция   y  находится интегрированием  
 

                                                    ( )∫ += .dxxf cy  

     Определение.  Уравнение вида   ( ) ( ) 0dyyfdxxf 21 =⋅+⋅   называется  дифферен-
циальным уравнением  с разделенными переменными.  Его  можно  записать  в 
виде 
                                               ( ) ( ) .dxxfdyyf 12 −=   
Проинтегрируем обе части уравнения, получим так называемый общий интеграл 
(или общее решение). 
     Пример.    .0dyydxx =⋅+⋅    
     Решение.  Запишем уравнение в виде   .dxxdyy −=  Проинтегрируем  обе части 

уравнения:   ∫ ∫−= ;dxxdyy       c+−=
2

x

2

y 22

 (общий интеграл дифференциального 

уравнения). 
     Определение.  Уравнение вида   ( ) ( ) 0dyy,xNdxy,xM =⋅+⋅   называется урав-
нением с разделяющимися переменными, если  функции  ( ) ( )y,xNиy,xM   
можно представить в виде произведения функций 
 

 ( ) ( ) ( )yMxMy,xM 21 ⋅= , 
( ) ( ) ( )yNxNy,xN 21 ⋅= , 

 
т. е. есть уравнение имеет вид      ( ) ( ) ( ) ( ) .0dyyNxNdxyMxM 2121 =⋅⋅+⋅⋅     
                      
      Чтобы решить такое дифференциальное уравнение, нужно привести его к виду 
дифференциального уравнения с разделенными переменными, для чего разделим  
уравнение на произведение   ( ) ( ).xNyM 12 ⋅  Действительно, разделив все члены 
уравнения   ( ) ( ) ( ) ( ) 0dyyNxNdxyMxM 2121 =⋅⋅+⋅⋅  на произведение ( ) ( )xNyM 12 ⋅ , 
получим   

                       
( )
( )

( )
( ) 0dy
yM

yN
dx

xN

xM

2

2

1

1 =+  – дифференциальное уравнение с разделен-

ными переменными.  
      Для решения его достаточно почленно проинтегрировать 

                                        
( )
( )

( )
( )∫ ∫ =+ .0dy
yM

yN
dx

xN

xM

2

2

1

1      



 8 

При решении дифференциального уравнения с разделяющимися переменными   
можно руководствоваться следующим  алгоритмом (правилом) разделения пе-
ременных. 
     Первый шаг. Если  дифференциальное уравнение содержит  производную  y′ , 

ее следует записать в виде отношения дифференциалов:   .
dx

dy
y =′      

 
     Второй шаг.  Умножим уравнение на  dx , затем сгруппируем слагаемые, со-
держащие дифференциал функции и дифференциал независимой  переменной 
( )dxиdy . 
 
     Третий шаг. Выражения, полученные при   dxиdy , представить в виде про-
изведения двух множителей, каждый из которых содержит только одну перемен-
ную ( yлибо,хлибо ). Если  после этого уравнение  примет вид 

( ) ( ) +⋅⋅ dxyMxM 21 ( ) ( ) ,0dyyNxN 21 =⋅⋅  то, разделив  его на произведение   
( ) ( )xNyM 12 ⋅ , получим  дифференциальное уравнение с разделенными перемен-

ными. 
 
     Четвертый  шаг. Интегрируя почленно  уравнение, получим общее решение 
исходного уравнения (или его общий интеграл). 
 

                                            
( )
( )

( )
( )∫ ∫ =+ c.dy
yM

yN
dx

xN

xM

2

2

1

1         

Рассмотрим уравнения 
 
      № 1. ( ) ( ) ,0dyxy1dxyx1 =⋅−+⋅+     

      № 2. ,
x

y
y −=′  

      № 3. .y2xy −=+′      
Дифференциальное уравнение № 1 является дифференциальным уравнением с раз-
деляющимися переменными, по определению. Разделим уравнение на произведе-
ние   .xy ⋅  Получим уравнение   

                           .0dy1
y

1
dx1

x

1
;0dy

y

y1
dx

x

x1 =






 −+






 +=−++
 

 

Интегрируя, получим     ∫ +dx
x

1 +∫dx ∫ −
y

dy
∫ = ;0dy  

                                              c=−++ yylnxxln   

 или                                               .yxxyln c=−+  
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Последнее соотношение есть общий интеграл данного дифференциального урав-
нения. 

     В дифференциальном уравнении № 2 заменим  ,
dx

dy
наy′   умножим на  dx , 

получим  

;dx
x

y
dy;

x

y

dx

dy ⋅−=−=        ;
x

dx

y

dy −= ∫ ∫−= ;
x

dx

y

dy
 

 
.lnxlnyln c+−=  

−==
x

y;
x

lnyln
cc

 общее решение дифференциального уравнения. 

     Дифференциальное уравнение № 3 не является уравнением с разделяющимися 
переменными, т. к., записав его в виде 

xy2
dx

dy −−=            или           ( ) dxxy2dy ⋅−−= , 

 
видим, что выражение  ( )xy2 −−    в виде произведения двух множителей (один –                           
только с  y, другой – только с  х) представить невозможно. Заметим, что иногда 
нужно выполнить алгебраические преобразования, чтобы видеть, что данное диф-
ференциальное уравнение – с разделяющимися переменными. 
     Пример № 4. Дано уравнение   ( ) .0dxxydyyxyx 2222 =−−  Преобразуем  урав-

нение, вынося общий множитель  слева  :x2     ( ) .dxxydyyyx 222 =−⋅   Разделим 

левую и правую части уравнения на произведение  ,yx 22 ⋅   получим 
 

                            .
x

dx
dy

y

1y
или,

x

dxx
dy

y

yy
22

2

=−=−
 

 
Проинтегрируем  обе части уравнения: 
 

∫ ∫=−
;

x

dx
dy

y

1y
                ∫ −dy ∫ ∫= ;

x
dx

y
dy

 

 
откуда  c+=− xlnylny  – общий интеграл   данного уравнения.                    (а) 

Заметим, что если постоянную интегрирования записать в виде  cln , то общий ин-
теграл данного уравнения может иметь другую форму:                
                                        ;lnxlnylny c+=−  

                                        clnxlnylny ++=    

 
                              или   yxlny ⋅⋅= c   – общий интеграл.                                     (б) 
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      Таким образом, общий интеграл одного и того же  дифференциального уравне-
ния  может иметь различную форму. Важно в любом случае  доказать, что полу-
ченный общий интеграл удовлетворяет данному дифференциальному уравнению. 
Для этого нужно продифференцировать  по  х  обе части равенства, задающего об-
щий интеграл, учитывая, что   y   есть функция от  х.  После исключения  с  полу-
чим одинаковые дифференциальные  уравнения  (исходное). Если  общий интеграл    

c+=− xlnylny ,  (вид (а)), то  

                                        ;
x

1

y

y
y =

′
−′          ;

x

1

y

1
1y =







 −′  

                                    ;
x

dx

y

1
1dy =







 −⋅              ( ) .
x

dxy
1ydy =−  

 
Если  общий интеграл    ,yxlny ⋅⋅= c     (вид (б)), то 

;
xy

yxy
y;

yx

yxy
y

′⋅+=′
⋅⋅

′⋅⋅+⋅=′
c

cc
 

 
;yxyxyy ′+=⋅′             ;yyxxyy =′−⋅′  

 

( ) ;y1yyx =−′⋅    ( ) ( ) .
x

dxy
1ydy;dxydy1yx =−⋅⋅=−⋅  

 
Получим то же уравнение, что и в  предыдущем случае  (а).  
     Рассмотрим теперь простые и важные классы уравнений первого порядка, при-
водящиеся  к уравнениям с разделяющимися переменными. 

 
 Однородные дифференциальные уравнения  первого порядка 

 
     Легко можно убедиться в том, что  дифференциальные уравнения 
 

( ) dyyxdxy;
yx2

yx
y;

xy

xy
y

22

+=+=′
+
−=′  

 
не являются уравнениями с разделяющимися переменными. Они являются  одно-
родными  уравнениями. 
     Определение. Дифференциальное уравнение  ( )y,xfy =′  называется   одно-
родным дифференциальным уравнением первого порядка, если ( )y,xf   – одно-
родная функция  нулевого измерения. 
     Дадим понятие однородной функции нулевого измерения. 
     Определение.  Функция   ( )y,xf   называется  однородной  функцией нулевого 
измерения, если  при любом  t   справедливо тождество  ( ) ( ).y,xfyt;xtf =⋅⋅  



 11 

Так, функции   ( ) ;
xy

xy
y,xf1 +

−= ( )
yx2

yx
y,xf

22

2

+=  – однородные функции ну-

левого измерения, т. к.  
 

( ) ( )
( ) ( ) ;y,xf

xy

xy

xyt

xyt

txty

txty
yt,xtf 11 =

+
−=

+
−=

+
−=⋅⋅  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ).y,xf

xy2

yx

xy2t

yxt

tytx2

ytxt

tytx2

tytx
yt;txf 2

22

2

222222222

2 =+=+=
⋅

+=
⋅

+=  

 
Чтобы проверить, является ли д. у.1  однородным уравнением, нужно в этом урав-
нении  заменить  .tyна,txна yx  Если после этого   t   всюду  сократится и 
получится  первоначальное уравнение, то данное  уравнение – однородное. 
Поэтому  уравнение    ( ) dyyxdxy +=    является  однородным.  Действительно, 

( ) ( ) ;dyyxtydxt;dyytxtydxt +⋅=⋅+=⋅  сократив уравнение на  t,  получим ис-
ходное уравнение. 
 

Решение однородного дифференциального уравнения  
первого порядка 

 
     Так как  функция   ( )y,xf   в правой части уравнения  ( )y,xfy =′    является од-
нородной функцией нулевого измерения, то, по определению,  ( ) ( ).y,xfyt,txf =  

Положим в этом тождестве   ,
x

1
t =   получим   ( ) ,

x

y
;1fy,xf 







=   т. е.  однородная 

функция нулевого измерения зависит только от отношения   у/х.  Д.у.1 в этом  слу-
чае примет вид 

                                                .
x

y
;1fy 







=′  

 
Сделаем подстановку  y/x=u, т. е. ,uxy ⋅=  
 
где   ( ) −= xuu  неизвестная  функция. 
Тогда   .uxuy ′⋅+=′  
 

Уравнение  






=′
x

y
;1fy   примет вид  ( )u;1fuxu =′⋅+   или     ( ) ,uu;1fux −=′⋅  

или   ( ) uu;1f
dx

du
x −=⋅  –  уравнение с разделяющимися переменными. 

( ) .
x

dx

uu,1f

du =
−
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Интегрируя, находим    ( )∫ ∫ +=
−

.
x

dx

uu,1f

du
c  

Найдя отсюда выражение  u  как функции от  x,  подставим его в равенство  
;uxy ⋅=   получим искомое общее решение однородного  д.у. 1. Чаще всего не уда- 

ется  найти явное выражение функции ( ).xu   Тогда после интегрирования   следует  
в левую часть вместо  u  подставить   .x/y  В результате   получим  общий интеграл 
(т. е. общее  решение в неявном виде). 
     Решим уравнения. 
     Пример 1.  Найти общее решение дифференциального уравнения 

.
xy2

yx
y

22 +=′  

Решаем уравнение подстановкой   .uxuy;uxy ′+=′⋅=   Подставив   yиy ′  в 
данное уравнение, получим  

                        
uxx2

xux
uxu

222

⋅
+=′+      или      .u

u2

u1
ux

2

−+=′  

Получили дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными относи-
тельно вспомогательной функции    ( ).xu  Упростим правую часть: 

         .
u2

u1

dx

du
x

2−=⋅    Умножив   на    ( )2u1x

u2dx

−⋅
⋅

,    получим  уравнение с разделен-

ными  переменными   .
x

dx

u1

duu2
2

=
−

 

Интегрируя, получим      ;lnxlnu1ln 2 c−=−−    

или    ,xlnlnu1ln 2 −=− c      

или    ;
x

lnu1ln 2 c=−    

Потенцируем           .
x

x

x
1u;

x
u1 22 ccc −=−==−  

Подставив   ,x/yu =   получим общий интеграл данного дифференциального урав-
нения. 

             ;xxy;x
x

y
;

x

x

x

y 22
2

2

2

cc
c −=−=−=            .xyx 22 c=−  

 

     Проверка:   




=−
=′⋅−
xyx

yy2x2
22 c

c
 

 

yxy2x2yx 222 ′⋅−=−   или   
xy2

yx
y;yxyxy2

22
22 +=′+=′   –  искомое уравнение. 
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      Пример 2. Найти частное решение дифференциального уравнения 

( ) 0dxyxydyx 22 =−+−⋅    при начальных условиях   ( ) .1y π=  

Убедимся, что данное дифференциальное уравнение является однородным. Под-
ставим в уравнение вместо  yиx   соответственно      .ytиxt ⋅⋅   Получим  
 

( ) ( )( ) ;0dxytxtytdyxt 22 =−+−⋅  

( ) .0dxyxytdyxt 22 =−+⋅−⋅  

 
Разделив  на t   обе части уравнения, получим данное уравнение. Решаем уравне-
ние подстановкой 

.duxdxudy;uxy ⋅+⋅=⋅=  
 

Поставим  dyиy    в уравнение, получим  
 

                                    ( ) ( ) .0dxxuxxuduxdxux 222 =−+−+⋅  
 
Сгруппируем слагаемые с  duиdx . 

dxu1xdux 22 −=  – это уравнение с разделяющимися переменными. Разделив обе 

части на  ,u1x 22 −⋅   получим   

x

dx

u1

du
2

=
−

 – уравнение с разделенными переменными. Интегрируя левую и 

правую части уравнения, получим 
 
                                             .lnxlnusinarc c+=  

Подставив  ,
x

y
u =   получим общий интеграл данного дифференциального уравне-

ния: 

                                                .xln
x

y
sinarc c=  

 
Найдем частное решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее дан-
ным начальным условиям   .1xприy =π=  
Подставим в формулу общего интеграла  :1x,y =π=  
                                                         

,ln0;1ln
1

sinarc cc =⋅=π
  отсюда   1=c     и частный интеграл 

.xln
x

y
sinarc =  
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Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 
 
     Определение. Линейным уравнением первого порядка называется уравнение, 
линейное относительно     искомой функции  и ее производной. Общий вид линей-
ного д.у.1:  ( ) ( ) ( ) ( ) −=⋅+′ xqиxpгде,xqyxpy  непрерывные функции или по-
стоянные. Если   ( ) 0xq = , то уравнение   ( ) 0yxpy =⋅+′   решается как дифферен-
циальное уравнение с разделяющимися переменными.  
     Рассмотрим уравнения: 
     1)  .0xyxy 22 =−⋅−′    Это уравнение  является  линейным  по  определению 

22 xyxy =⋅−′ , но лучше  рассматривать его как уравнение с разделяющимися пе-
ременными: 
                                  ( ).y1xy;yxxy 222 +⋅=′⋅+=′  
                                     
     2)  .x4yy 3 =−′ Это уравнение не является линейным, т. к. функция  y  в урав-
нении  имеет не  первую степень, а выше 

     3)  .2y
x

3
y;y

x

3
2y;

x

y3x2
y =−′+=′+=′  

Уравнение является линейным по определению. Но проще рассматривать его как 

однородное  д.у.1:    ,
x

y3x2
y

+=′   где    ( )
x

y3x2
y,xf

+=  – однородная функция 

нулевого измерения. 

    4)  .xy
dx

dy +=   Запишем уравнение в виде   xyy =−′ . Это линейное  д.у.1. 

 
Решение линейного дифференциального уравнения первого порядка 

 
     Общее решение ищется в виде    ,vuy ⋅=  где   ( ) ( ) −== xvv,xuu  некоторые 
функции. 
     Покажем на примере, что любую функцию  ( )xfy =   можно  представить в виде 
произведения двух функций, одна из  которых выбирается  произвольно, а вторая 
зависит от этого выбора. 
     Пусть  xsiny = . Можно  xsin    представить в виде   различных пар множите-
лей: 

;xcosxtgxsin ⋅=  
 

( ).xctg1xsin
xsin

1
xsinxsin 23

2
3 +⋅=⋅=      

      

,
2

x
cos

2

x
sin2xsin ⋅=   где первый множитель  выбирается произвольно.  
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Указанная подстановка  vuy ⋅=   приводит линейное  д.у.1 к решению двух д.у.  с 
разделяющимися  переменными. Покажем это в общем виде. В линейное уравне-
ние  ( ) ( )xgyxpy =⋅+′   подставим  .vuvuy;vuy ′⋅+⋅′=′⋅=   Получим 
 

( ) ( )xguvxpvuvu =⋅+′⋅+⋅′  
  или    
                                              ( )( ) ( )xgvuuxpuv =′⋅+⋅+′⋅ .                                          (4) 
 
Выберем функцию  u   такой,  чтобы 
 
                                                      ( ) .0uxpu =⋅+′                                                          (5) 
 
Уравнение (5) –  дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными: 

      ( ) ( ) .dxxp
u

du
;uxp

dx

du ⋅−=⋅−=    Интегрируя, найдем функцию   ( )xuu =  без  

учета произвольной постоянной. Подставим найденную функцию  ( )xu   в  уравне-
ние (4) и получим    ( ) ( ) −=′⋅ xgvxu  дифференциальное уравнение с разделяющи-
мися  переменными (3). Его общее решение позволит получить второй множитель   

( ).vv cx,=  Тогда   ( ) ( ) −⋅= cx,x vuy  общее решение линейного д. у. 1. 

     Пример 1. Найти общее  решение уравнения   .
x

xsin
y

x

1
y =+′   

Решаем подстановкой      
.vuvuy;vuy ′⋅+′=′⋅=  

.
x

xsin
vu

x

1
vuvu =⋅+′+′  

                                                 .
x

xsin
vuu

x

1
uv =′⋅+







 +′⋅                                          (6) 

 

                   

.xlnuln
x

dx

u

du

u
x

1

dx

du

0u
x

1
u

−=

−=

⋅−=

=+′

                           

c+−=
=′

=′⋅

=′⋅

xcosv

xsinv
x

xsin
v

x

1
x

xsin
vu

 

                   
x

1
u =   подставим в (6). 

 

Общее решение:   ( ).xcos
x

1
y c+−⋅=  



 16 

     Пример 2.  Найти частное решение дифференциального уравнения 

                                  ( ) ( ) .30yпри1xy
1x

2

dx

dy 3 =+=⋅
+

−  

Подстановка:    vuy ⋅= .   

;vuvuy
dx

dy ′+′=′=  

( )31xuv
1x

2
vuvu +=⋅

+
−′⋅+⋅′  

                                             ( )31xvuu
1x

2
uv +=′⋅+







 ⋅
+

−′⋅                                      (7) 

 

,
1x

dx2

u

du
,0u

1x

2
u

+
==⋅

+
−′                 ∫ ∫ +

= ,
1x

dx2

u

du
 

 
( ) .1xu,1xln2uln 2+=+=  

 
Подставим найденную функцию  u  в уравнение  (7):  ( ) ;1xvu 3+=′⋅  
 

( ) ( ) .1xv1x 32 +=′⋅+  
 

,1x
dx

dv
;1xv +=+=′ ( ) ,dx1xdv +=  

 

( )∫ =+= dx1xv
( )

.
2

1x 2

c++
 

 
Таким образом, общее решение  данного уравнения будет иметь вид 
 

( ) ( )










++⋅+= c

2

1x
1xy

2
2  

 или       
( ) ( ) .1x

2

1x
y 2

4

+⋅++= c  

 
Найдем частное решение дифференциального решения, удовлетворяющее началь-
ному условию   .0xпри3y ==  
 

( ) ( ) .2/5;10
2

10
3 2

4

=+⋅++= cc  
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      Следовательно, искомое частное решение такое: 
 

( ) ( ) .1x
2

5

2

1x
y 2

4

+⋅++=  

 
 Уравнения,  приводящиеся к линейным (уравнения Бернулли) 

 
      Уравнение вида   ( ) ( ) nqxgyxpy ⋅=⋅+′     называется  уравнением Бернулли. 
Здесь  n – действительное число,  причем при  n = 0 получим  линейное уравнение;  
при  1n =  получим уравнение с разделяющимися переменными. При  

1nи0n ≠≠   уравнение Бернулли приводится к линейному, поэтому решается 
подстановкой  .vuy ⋅=  
 
     Пример. Найти общее решение уравнения 
 

                                                .xlnyy
dx

dy
x 2 ⋅=+⋅  

 
Разделив левую и правую части уравнения на  х, представим его  в виде 

2y
x

xln

x

y

dx

dy ⋅=+ . Можно утверждать, что это уравнение имеет общий вид 

( ) ( ) ,yxgyxp
dx

dy n⋅=⋅+  

 
т. е. является уравнением Бернулли. Решаем его подстановкой  ;vuy ⋅=  
 

,vuvuy
dx

dy ′⋅+⋅′=′=  

 
где  ( ) ( )xvv,xuu ==  – вспомогательные функции. 
 
      Подставим  dx/dyиy   в исходное уравнение: 
 

.vu
x

xln

x

uv
vuvu 22⋅=+′+′  

 

                                                22vu
x

xln
vu

x

u
uv ⋅=′⋅+







 +′                                   (8)       

 



 18 

         ( )8уравнениевuПодставим

.
x

1
u

xlnuln

x

dx

u

du

x

u

dx

du

0
x

u
u

=

−=

−=

−=

=+′

                        .
x

1

x

xln

v

1

;
x

1

x

xln

v

1

dx
x

xln

v

dv

dx
x

xln

v

dv

v
x

xln

dx

dv

v
x

xln
v

v
x

1

x

xln
v

x

1

22

22

2
2

2
2

2
2

c

c

++=

−−−=−

=

⋅=

⋅=

⋅=′

⋅⋅=′⋅

∫ ∫

 

 
 
Для получения общего интеграла найдем 

,
v

1

u

1

y

1 ⋅=  








 ++⋅= c
x

1

x

xln
x

y

1
 

или 

x1xln
y

1
c++= . 

 

     Замечание.  Неопределенный интеграл   ∫ dx
x

xln
2

   найден с применением 

 формулы интегрирования по частям: 
 

∫∫ −⋅= ;dzttzdtz  

Производим  подстановку 
 

;xlnz =        
x

dx
dz= ;       ;

x

dx
dt

2
=        ∫ −==

x

1

x

dx
t

2
. 

 

Тогда       ∫ =dx
x

xln
2 ∫ +−−=+⋅−= .

x

1

x

xln

x

dx
xln

x

1
2

c  
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4. Дифференциальные  уравнения второго порядка 
 

     Дифференциальное уравнение второго порядка  (д.у. II) содержит  вторую про-
изводную некоторой  функции, саму эту функцию, независимую переменную и 
первую производную.  Д.у. II может быть записано в виде 

( ) 0y,y,y,xF =′′′  
или 

( ).y,y,xfy ′=′′  
     Определение.  Общим решением д.у.II называется функция  ( ),,,xy 21 ccϕ=   
зависящая от двух произвольных постоянных   21 и сc , такая, что 

1) она удовлетворяет уравнению при любых значениях постоянных  ;и 21 сc  

2) каковы бы ни были  начальные условия  ( ) ( ) /
0000 yxy;yxy =′= , можно найти 

такие значения    ,и 0
2

0
1 cc    при которых  функция   ( )0

2
0
1 ,,xy ccϕ=   удов-

летворяет этим условиям. 
Определение.  Всякая функция, полученная из общего решения при конкрет-

ных значениях  постоянных   21, cc , называется  частным решением д.у.II. 
Заметим, что начальные условия для  д.у. II  представляют собой  заданные зна-

чения функции     ( )xfy =   и ее производной   ( )xfy ′=′   при одном и том же  дан-
ном значении  независимой  переменной  .x0  Их  обычно  записывют  ( ) ;yxy 00 =     

( ) 00 yxy ′=′    или    ,yy;yy 0xx0xx oo
′=′=

==
 т. е.  задать начальные условия  для 

нахождения  частного решения   д.у. II –  значит задать три числа:   .y,y,x 000 ′  
Пример. Дано  д.у.II    0y3y4y =+′−′′ . Проверим, что его общим решением 

является функция 
.eey x

2
x3

1 ⋅+⋅= cc  
Найдем первую и вторую  производные этой функции 

.ee9y

ee3y
x

2
x3

1

x
2

x3
1

⋅+⋅=′′
⋅+⋅=′

cc

cc
 

Подставив  y,yy, ′′′    в данное уравнение, получим 
 

( ) ( ) ( ) 0ee3ee34ee9 x
2

x3
1

x
2

x3
1

x
2

x3
1 =+++−+ cccccc  

или 
0e3e3e4e12ee9 x3

2
x3

1
x

2
x3

1
x

2
x3

1 =++−−+ cccccc  – 
 
верное  равенство. Найдем  частное решение этого уравнения при заданных на-
чальных условиях .2y;0y

0x0x
=′=

==
 Подставим эти условия в выражения  y и   :y′  

 

;ee3y

;eey
x

2
x3

1

x
2

x3
1

⋅+⋅=′
⋅+⋅=

cc

cc
                    





⋅+⋅=

⋅+⋅=

.ee32

ee0
0

2
0

1

0
2

0
1

cc

cc
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или        




=+
=+

.2cc3

0cc

21

21  

Решив эту систему, получим значения постоянных  ,11 =c     ,1c2 −=  при которых 

из общего решения   x
2

x3
1 eey cc +=    выделим искомое частное решение 

.eey xx3 −=  
Рассмотрим некоторые типы дифференциальных уравнений второго порядка и 
способы их решения. 
 

5. Дифференциальные уравнения второго порядка,  
допускающие понижение порядка 

 
     Рассмотрим некоторые типы д.у. II, решение которых  сводится к решению диф-
ференциальных уравнений первого порядка. 
     1-й тип. Простейший тип таких уравнений – это   ( ).xfy =′′   Дифференциальное 
уравнение  содержит  только  вторую  производную  и некоторую  функцию  от  х   
(ни сама функция  y, ни ее первая производная   y′  в уравнение не входят). Урав-
нение вида   ( )xfy =′′   решается последовательным интегрированием  два раза. 
     Пример 1.    .x4cosy =′′  

;x4sin
4

1
dxx4cosy 1∫ +==′ c  

Получили уравнение первого порядка 

;x4sin
4

1
y 1c+=′  

отсюда  

∫ ++−=






 += 211 xx4cos
16

1
dxx4sin

4

1
y ccc  – 

общее решение исходного уравнения (содержит две произвольные постоянные  1c  
и   2c ). 
     Аналогично решаются и  дифференциальные уравнения порядков выше второ-
го, если они имеют такой же вид, например:    ( ) ( ).xff;xfy iv ==′′′  

     Пример 2.    .e3y x2−=′′′  

                                                      ,e
2

3
y 1

x2 c+−=′′ −  

                                                      ,xe
4

3
y 21

x2 cc ++=′ −  

                                               22

2

1
x2 x

2

x
e

8

3
y ccc ++⋅+−= −  – 

общее решение данного уравнения. 
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     Пример 3. .x3
2

x
y

2
iv +=  

.
2

x3

6

x
y 1

23

c++=′′′  

.x
2

x

24

x
y 21

34

cc +++=′′  

.x
2

x

8

x

120

x
y 32

2

1

45

ccc ++⋅++=′  

43

2

2

3

1

56

x
2

x

6

x

40

x

720

x
y cccc ++⋅+⋅++=  – 

 
общее решение уравнения. Обратите внимание, общее решение дифференциально-
го уравнения третьего порядка содержит три произвольные постоянные  
( )321 c,c,c , а дифференциального уравнения четвертого порядка – уже четыре  
( ).4321 c,c,c,c  Допускают понижение порядка и дифференциальные уравнения 
вида    ( ) .0y,y,xF =′′′  
     2-й тип.  ( ) ,0y,y,xF =′′′  т. е. уравнения, в которые явно не входит сама иско-
мая функция  у. Решаются такие уравнения подстановкой  ,py =′  где   

( ) −= xpp вспомогательная функция. Тогда  .
dx

dp
py 







′=′′  Подставив  

pyиpy ′=′′=′    в данное уравнение, получим уравнение  ( ) 0p,p,xF =′  – диффе-
ренциальное уравнение первого порядка. 
     Пример 4. Решить уравнение 

                                                             .x
x

y
y =

′
+′′                                                        (9) 

 
Положим  py;py ′=′′=′    и уравнение примет вид 

                                                                  x
x

p
p =+′  –                                                (10) 

это линейное уравнение первого порядка относительно функции  ( ).xpp =  
Решаем его подстановкой  ,vup ⋅=   где   ( ) ( ) ;xvv,xuu ==   .vuvup ′⋅+⋅′=′  
 

Получим      ;x
x

vu
vuvu =⋅+′⋅+⋅′  

 

;xvu
x

u
uv =′⋅+







 +′  

;0
x

dx

u

du
;0

x

u

dx

du
;0

x

u
u =+=+=+′  
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;x

1
u;0xlnuln ==+  

;x
dx

dv
;xv;xv

x

1
;xvu 22 ==′=′⋅=′⋅  

;dxxdv 2=  

.
3

x
v 1

3

c+=  

Функция 

.
3

x

x

1
p 1

3









+⋅= c  

Исходное уравнение  (9) решалось подстановкой    .py =′  Поэтому 

.
x3

x

3

x

x

1
y 1

2

1

3 c
c +=







+=′  

Интегрируя, получим       21

3

xln
9

x
y cc ++=  – 

общее решение уравнения (9). 
 
     Пример 5. Найти частное решение уравнения    ( ) ,yx21xy 2 ′=+⋅′′  удовлетво-
ряющее начальным условиям  ( ) ( ) .30y;10y =′=   Применим подстановку  ;py =′  

.py ′=′′   Получим уравнение  ( ) px21xp 2 ⋅=+⋅′ . 
Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными относительно 
функции  р. Разделим переменные: 
 

( ) ( ) .
1x

dxx2

p

dp
;dxpx21xdp;px21x

dx

dp
2

22

+
=⋅=+⋅⋅=+⋅  

 
Интегрируя, получим 
 

( )∫ ∫ ++=
+

= ;ln1xlnpln;
1x

dxx2

p

dp
1

2
2

c  

 
( ).1xp 2

1 +⋅= c   Откуда   ( ).1xy 2
1 +=′ c  

 
Используем второе начальное условие  ( ) ,30y =′   получим 
 

( ) .3;103 1 =+= cc  

Следовательно,     ( ),1x3y 2 +⋅=′  
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а после интегрирования      .x3xy 2
3 c++=  

 
Применим первое начальное  условие  ( ) ,10y =   получим 
 

             .1,001 22 =++= cc  
 

Искомым  частным  решением  будет 
           .1x3xy 3 ++=  

Еще одним типом уравнений, допускающих понижение порядка, является уравне-
ние вида   ( ) .0y,y,yF =′′′  
     3-й тип  

( ) ,0F =′′′ y,yy,  
 

т. е. уравнение, не содержащее явно независимую переменную  х. Здесь порядок 
уравнения понижается на единицу путем следующей замены: 

,py =′  
где    

  ( ).pp y=  

Здесь  р – новая вспомогательная функция,  а   у  играет роль независимой пере-

менной. Тогда   ,
dx

dy

dy

dp
y ⋅=′′   т. е.   .

dy

dp
py ⋅=′′  

 
Заметим, что вторая производная  y ′′   получена по правилу дифференцирования 
сложной функции. 

Подставив выражения  
dy

dp
py,py ⋅=′′=′   в данное уравнение, получим 

 
                                                              ( ) 0p,p,yF =′ – 
 
уравнение первого порядка относительно  р  как функции от  у.    
     Пример 6. Найти общее решение уравнения 
                                                      .0yyy2 2 =′+′′⋅                                                       (11) 

Полагаем   ,
dy

dp
py,py ⋅=′′=′     получим  0p

dy

dp
py2 2 =+⋅⋅  –                               (12) 

                                                 
это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. Приведя его к 

 виду  
y2

dy

p

dp −=     и интегрируя, получим   ;lnyln
2

1
pln 1c+−=  

,
y

lnpln 1c=       .
y

p 1c=  
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Так как  исходное уравнение (11) решалось с помощью подстановки  ,yp ′=     по-

лучим   −=′
y

y 1c
 дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными 

относительно искомой функции  у  от  х . 
.dxdyy 1 ⋅=⋅ c  

∫ ∫ +⋅=+== .
2

3
x

2

3
y;x

3

y2
;dxdyy 21

2/3
21

2/3

1 ccccc  

 

Но так как  −21 и cc  произвольные постоянные,      и
2

3
1






 ⋅ c  −






 ⋅ 22

3
c  также 

произвольные постоянные. Поэтому полученный общий интеграл данного диффе-
ренциального уравнения  можно записать в виде 

  ,xy 21
2/3 cc +⋅=  

т.е.  ,xy 21
3 cc +=    

или   ( )3 2
2 .xy cc1 +=  

 
     Пример 7. Найти частное решение уравнения      ( ) 01yyyy 2 =−′+′−′′    при на-
чальных условиях    ( ) ( ) .20y;20y =′=    Применим  подстановку   ;py =′     Тогда 

.
dy

dp
py ⋅=′′   Получим уравнение  первого порядка: 

( ) .01ypp
dy

dp
p 2 =−⋅+−⋅  

 
Разделив уравнение на   ,0p ≠    получим 

                                                                   .y1p
dy

dp −=−  

Это линейное  уравнение первого порядка относительно функции  .yотp  
Решаем его подстановкой  ( ) ( ).yvv;yuuгде,vup ==⋅=  
  .vuvup ′⋅+⋅′=′   
Тогда   ;y1vuvuvu −=⋅−′⋅+⋅′         ( ) ;y1vuuuv −=′⋅+−′⋅       .0uu =−′  

 

∫ ===
u

du
;dy

u

du
;u

dy

du
∫ .dy  

 
.eu;yuln y==  

 
;y1ve;y1vu y −=′⋅−=′⋅  
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( ) ( ) ;ey1
dy

dv
;ey1

e

y1
v yy

y
−− ⋅−=⋅−=−=′  

( ) ;dyey1dv y−⋅−=  
 

( ) ( )∫ ∫ ∫
−− ⋅−=⋅−= .dyey1v;dyey1dv yy  

 
Интеграл справа берем по частям с помощью подстановки 

;ty1 =−        ;dydt −=        ;dsdye y =−        .edyes yy∫ −− −==  

Тогда     ( )∫ =⋅− − dyey1 y ( ) ( )∫ ++⋅−−=−⋅−− −−−− .eey1dyeey1 1
yyyy c  

 
Таким образом,    ( ) .ey1ev 1

yy c+⋅−−= −−  
 
Тогда функция     ( )( ) ( ) .eyey11ey1eep y

1
y

11
yyy ⋅+=⋅+−−=+⋅−−⋅= −− ccc  

 
Таким образом,    y

1 eyp ⋅+= c ,  или   .eyy y
1 ⋅+=′ c  

 
Найдем значение  1c   из начальных условий     ( ) ( ) .20y,20y =′=  
 

.0;0e;e22 1
22

1 ==⋅⋅+= ccc 1  
 

Таким образом   ;yy =′       ;y
dx

dy =       ;dxydy ⋅=       .dx
y

dy =  

 

∫ =
y

dy
∫ ;dx ,xyln 2c+=        .eeeey xcxcx 22 ⋅=⋅== + c  

 
Заметим, что константа   2ce    может быть обозначена как  с, т. к.  2c  – произволь-

ная константа  −2ce,  тоже  произвольная постоянная. Таким образом, 

.ey x⋅= c  
Найдем   с   из первого начального условия  ( ) :20y =  
 

.2;e2 0 =⋅= cc  
 

Искомое частное решение имеет вид   .e2y x⋅=  
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6. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 
 
     Обратимся к весьма важным дифференциальным уравнениям, особенно часто 
встречаемым во всевозможных приложениях математики, именно к линейным 
уравнениям. 
     Определение. Дифференциальное уравнение второго порядка  называется ли-
нейным, если  оно первой степени (линейно) относительно искомой  функции  у  и 
ее производных  yy ′′′ и . Линейное уравнение второго порядка имеет вид 
 
                                                ( ),xfyqypy =⋅+′⋅+′′                                                 (13)  
                              
где    qиp  – либо функции от х, либо постоянные. Функция  ( )xf , стоящая в пра-
вой части уравнения, называется правой частью уравнения.  Будем  рассматривать 
линейные д.у. II только с постоянными коэффициентами  qиp , т. е.  ,constp =  

constq = . При   ( ) 0xf =   уравнение    
                                                        0yqypy =⋅+′⋅+′′                                               (14)             
называется линейным однородным  д.у.II с постоянными коэффициентами. 
 
При  ( ) 0xf ≠   уравнение   ( )xfyqypy =⋅+′⋅+′′  называется неоднородным  д.у. II с 
постоянными коэффициентами (или уравнением с правой  частью).                                                                                   
Сформулируем теорему о структуре общего решения однородного линейного д.у.II 
с постоянными  коэффициентами  0yqypy =⋅+′⋅+′′  (14). 
 
     Теорема 1. Общее решение линейного однородного  дифференциального урав-
нения                                
                                            0yqypy =⋅+′⋅+′′                                                              
имеет вид   ,yyy 2211 ⋅+⋅= cc  

 
где   −21, cc  две произвольные постоянные;  −21 y,y  два частных решения урав-
нения (14), линейно независимых. Заметим, что два  решения:  ( ) ( )xyиxy 21 –   
называются  линейно независимыми, если их отношение не является постоянным, 
т. е. 

.const
y

y

2

1 ≠  

 
Например, функции   x

2
x2

1 eyиey ==  линейно независимы, т. к.  
 

.conste
e

e

y

y x
x

x2

2

1 ≠==  
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Функции   x
2

x
1 eyиe2y ==   линейно зависимы, т. к. 

 

.const2
e

e2

y

y
x

x

2

1 ===  

 
     Из теоремы  1  следует: чтобы найти общее решение уравнения (14), достаточно 
найти два частных решения этого уравнения. Вид уравнения (14) показывает, что 
частные решения этого уравнения следует искать прежде всего среди таких функ-
ций, которые в алгебраическом смысле подобны своим производным. Известно, 
что среди элементарных функций этим  свойством обладает показательная функ-
ция, в частности экспонента. Поэтому, следуя русскому математику Эйлеру, будем 
искать частные решения уравнения (14) в виде 

,ey rx=  
где   .constr =  
 
Так как   ,ery,ery rx2rx ⋅=′′⋅=′   подстановка  выражений  y,yy, ′′′   в уравнение 
(14) приводит его к виду 
 
                                                       ( ) .0qrpre 2rx =+⋅+⋅                                              (15) 
 
Так как  0erx ≠    при любом   r,    должно иметь место тождество 
 
                                                         .0qrpr2 =+⋅+                                                    (16) 
 
      Таким образом, функция  rxe   действительно удовлетворяет уравнению (14) 
(является его решением), если число  r  является  корнем уравнения (16). Уравне-
ние (16) называется характеристическим уравнением. Для составления его по  дан-
ному дифференциальному уравнению (14) нужно заменить функцию  y  единицей, 
а  производные  yиy ′′′   соответствующими степенями  ( ),rиrr 2   при этом 
сохранить коэффициенты   .q,p,1   
     Так,  для дифференциального уравнения  0y2y3y =+′−′′   характеристическим 

будет уравнение  .02r3r 2 =+−   Для уравнения  0y4y =+′′  – уравнение  .04r 2 =+   
Для всякого линейного однородного д.у. II с постоянными коэффициентами  

0pyypy =+′+′′     характеристическим является  алгебраическое уравнение второй 

степени   0qrpr 2 =+⋅+    (16) (квадратное уравнение). 
 
     Пример. Составить линейное однородное д.у.II, зная характеристическое урав-
нение  .02r3r 2 =++   Д.у. II будет  таким:  .0y2y3y =+′+′′  
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 Решение квадратных уравнений 
 

Обратимся к решению квадратных уравнений    .0bxax2 =++ c  
Формула корней квадратного уравнения: 

,
a2

a4bb
x

2

2,1

c⋅−±−=  

где  Da4b2 =⋅− c – дискриминант. Любое квадратное уравнение всегда имеет два 
корня (это известное положение высшей алгебры). 
 

1) Если ;
a2

a4bb
x,

a2

a4bb
xто,0D

2

2

2

1

cc ⋅−−−=⋅−+−=>  имеют 

     место два различных действительных корня. 
 

2) Если   .
a2

b
xxто,0D 21

−===   Имеем два равных действительных корня. 

 
3) Если  ,0D <  то квадратное уравнение имеют два корня, но они не являются 
действительными числами. Эти корни называются комплексными числами.  

     Обозначим  ,i1 =−  назовем мнимой единицей  .1i 2 −=  Тогда число вида  
,i⋅β+α  где  −βα,  действительные числа, называется  комплексным числом. 

Здесь α   называется действительной частью, −βi  мнимой частью комплексного  
числа. Для всякого комплексного числа  i⋅β+α  существует комплексное число, 
ему сопряженное:  .i⋅β−α  Так, для числа   i23−  сопряженным является число 

.i23+  Два комплексных числа  i⋅β+α   и  i⋅β−α  являются взаимно сопряжен-
ными. Покажем примеры решения квадратных уравнений. 
 
     № 1.   .02x3x5 2 =−−  

.
10

73

10

25493
x 2,1

±=⋅⋅+±=  

 

.
5

2

10

73
x;1

10

73
x 21

−=−==+=  

−21 x,x  различные действительные корни. 
 
     № 2. .0x5x2 2 =+  

( ) .
2

5
x;0x;05x2x 21 −===+  

−21 x,x  различные действительные корни. 
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     № 3.  .09x12x4 2 =++  
 

.
2

3

8

012

8

94414412
x,x 21

−=±−=⋅⋅−±−=  

−−==
2

3
xx 21  равные действительные корни. 

  

     № 4.  
2

5
x;05x2 2,1

2 ±==−  – различные корни. 

 
     № 5.   ;4x;4x;04x 2,1

22 −±=−==+  

 
( ) ;i214x 2,1 ⋅±=−⋅±=  

 
.i2x;i2x 21 −==  

 
Уравнение имеет два комплексных корня, взаимно сопряженных, c действительной 
частью  0=α   и коэффициентом мнимой части  .2=β  
 
     № 6. .020x8x2 =+−  
 

( )
.i24

2
i48

2

1168

2
168

2
204648

x 2,1 ±=±=
−⋅±

=−±=⋅−±=  

.i24x;i24x 21 −=+=  
 

Уравнение   имеет  2  взаимно сопряженных  комплексных  корня:    ,i24 ±  где 
.2;4 =β=α    

     Заметим, что всякое алгебраическое уравнение степени  n   имеет ровно  n  кор-
ней, среди которых могут быть как действительные (различные или равные), так и 
комплексные (обязательно попарно взаимно сопряженные). 
 
     № 7.   .016x4 =−  

Разложим   левую   часть   уравнения  на  множители:  ( ) ( ) или,04x4x 22 =−+  

( ) ( ) ( ) .02x2x4x 2 =−++   Нужно решить три простейших уравнения: 

.02x;02x;04x 2 =−=+=+  
 

Имеем четыре корня: 
.2x;2x;i2x =−=±=  
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Решение однородных линейных дифференциальных уравнений 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

 
      Дано  дифференциальное  уравнение   .0yqypy =⋅+′⋅+′′    

При решении   характеристического уравнения   0qrpr 2 =+⋅+    возможны три 
случая. 
    1) Корни характеристического уравнения  (16) действительны и различны:  

.Rrr 21 ∈≠   В этом случае частными решениями      21 и yy     будут функции 
xr

1
1ey = ;     ,ey

xr

2
2=  

при этом эти решения линейно независимы, т. к. 

( )
.conste

e

e

y

y xrr

xr

xr

2

1 21

2

1

≠== ⋅−
 

 
Тогда по теореме 1 общее решение уравнения (14) имеет вид 
 

                                                  
xr

2

xr

1
21 eey ⋅+⋅= cc                                                    (17) 

 
где   −21, cc  произвольные  постоянные. 
     2) Корни характеристического уравнения (16) действительны и   равны: 21 rr =   
(обозначим  их  rrr 21 == ). Тогда  имеет место  одно частное  решение  д.у. II  

.ey xr=  Доказано, что второе частное решение имеет вид   ,exy xr⋅=    при этом  
очевидно, что эти решения линейно независимы. Тогда общим решением  д.у. II 
будет 

xr
2

xr
1 exey ⋅⋅+⋅= cc  

 
или           ( ).xey 21

xr cc ⋅+⋅=                                                                                      (18) 
3) Корни характеристического уравнения (16) комплексные сопряженные: 
 

.ir 2,1 ⋅β±α=  

Тогда общее решение д.у. II  имеет вид 
 
                                               ( )xsincxcoscey 21

x β+β⋅⋅= α .                                   (19) 
 
Рассмотрим примеры. 
 
     № 1.   ;0y6yy =−′−′′         

                06rr2 =−−  – характеристическое уравнение. 

.
2

51

2

6411
r 2,1

±=⋅+±=  
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.2
2

51
r;3

2

51
r 21 −=−==+=  

 
По формуле (17) находим общее решение дифференциального уравнения:  
 

.eey x2
2

x3
1

−⋅+⋅= cc  
 

     № 2.  .0y16y8y =+′+′′  

                                                016r8r 2 =++ – характеристическое уравнение. 
 

                                    .4
2

08

2

164648
r 2,1 −=±−=⋅−±−=  

.4rr 21 −==  
 

По формуле (18) получим общее решение дифференциального уравнения:  
( ).xey 21

x4 ⋅+⋅= − cc  
     № 3.  ;0y9y =+′′  

                                     09r 2 =+  –характеристическое уравнение. 
 

( ) .i3199r;9r 2,1
2 ⋅±=−⋅±=−±=−=  

 
Уравнение имеет комплексные корни  ( ).3;0i3r 2,1 =β=α±=  

 
По формуле  (19)  общим  решением  будет 
 

( )x3sinx3cosey 21
x0 cc +⋅=  

или     .x3sinx3cosy 21 ⋅+⋅= cc  
 

     № 4. Найти частное решение уравнения   0y10y6y =+′−′′   при  начальных ус-
ловиях   ( ) ( ) .30y,10y =′=  

Характеристическое  уравнение:    ;010r6r2 =+−  
 

.i3
2

i26

2

46

2

104366
r 2,1 ±=±=−±=

⋅−±
=  

 
Общее решение –   ( ).xsinxcosey 21

x3 ⋅+⋅⋅= cc  
 
Найдем производную  ( ) ( ).xcosxsinexsinxcose3y 21

x3
21

x3 ⋅+⋅−++⋅=′ cccc  
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Подставив начальные условия   ,3y;1y
0x0x

=′=
==

  получим систему для опреде-

ления   :и 21 cc  

                                 
( )

( ) ( )



⋅+⋅−+⋅+⋅⋅=

⋅+⋅⋅=

,0cos0sine0sin0cose33

0sin0cose1

21
0

21
0

21
0

cccc

cc
 

или 
( )

( ) ( )



⋅+⋅−+⋅+⋅⋅=
⋅+⋅⋅=

,10101133

0111

2121

21

cccc

cc
 

или 





=+=
==

.0;c33

.1;1

221

11

cc

cc
 

 
Подставив полученные значения   0,1 21 == cc   в общее решение, получим 

xcosey x3 ⋅=  – искомое частное решение. 
 
     Проверка. Найдем   первую    y′     и  вторую    y′′     производные функции 

xcosey x3 ⋅=   и  подставим в данное  дифференциальное уравнение: 
 

;xsinexcose3y x3x3 ⋅−⋅=′  
 

=−−−⋅=′′ xcosexsine3xsine3xcose9y x3x3x3x3  
 

;xsine6xcose8 x3x3 −=  
 

( ) ( ) ( ) ,0xcose10xsinexcose36xsine6xcose8 x3x3x3x3x3 =+−−−   

 00 =  –верное равенство, т. е. частное решение найдено верно. 
 
     Таким образом, решение линейных однородных дифференциальных уравнений 
второго порядка с постоянными коэффициентами  совершается без операции  ин-
тегрирования функций (как в случае д.у.1) и полностью завершается посредством 
решения алгебраических квадратных уравнений. Аналогичный результат имеет 
место и для линейных однородных д.у. с постоянными коэффициентами  высших 
порядков. 
 

 Примеры решения однородных линейных дифференциальных 
уравнений высших порядков 

 
     № 1.  .0y10y7y =′+′′−′′′  
 
               0r10r7r 23 =+−  – характеристическое уравнение 
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( ) ,010r7rr 2 =+−           .010r7r;0r 2
1 =+−=  

 

;
2

37

2

40497
r 3,2

±=−±=  

 
.2r;5r 32 ==  

Общее решение: 
x2

3
x5

2
x0

1 eeey ⋅+⋅+⋅= ccc  
или 

.eey x2
3

x5
21 ⋅++= ccc  

 
     № 2.       .0y16y24y9 =′+′′−′′′  

                    0r16r24r9 23 =+−  – характеристическое уравнение. 
( ) .016r24r9r 2 =+−  

 
;016r24r9,0r 2

1 =+−=  

.
3

4

18

24

18

024

18

16942424
r

2

3,2 ==±=⋅⋅−±=  

Общее решение:   ( )xeey 21
x3/4x0

1 ccc +⋅+⋅=   или   ( )xey 1
3/x4

1 ccc +⋅+= . 
  

     № 3.  .0y20y4y =′+′′−′′′  

               ,0r20r4r 23 =+−       ( ) ,020r4rr 2 =+−     .020r4r;0r 21 =+−=  
 

.i42
2

i84
2

644
2

204164
r 3,2 ±=±=−±=⋅−±=  

 
Общее решение:  ( ).x4sinx4cosey 21

x2
1 ccc ++=  

 
     № 4.  .0y36y13y iv =+′′+  

               036r13r 24 =++  – характеристическое уравнение. 
 
Положим  .tr2 =  

.036t13t 2 =++  
 

.
2

513
2

36416913
t 2,1

±−=⋅−±−=  

 
.9t;4t 21 −=−=  
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             .i24r;4r 2,1
2 ±=−±=−=                     .i39r;9r 4,32 ±=−±=−=  

 
Общее решение уравнения:   .x3sinx3cosx2sinx2cosy 4321 ⋅+⋅+⋅+⋅= cccc  

 
 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 

 второго порядка 
 

     Линейное неоднородное уравнение отличается от однородного  функцией в 
правой части. Линейное неоднородное уравнение имеет вид 

( ),xfyqypy =⋅+′⋅+′′  
а соответствующее ему линейное  однородное уравнение – 
                                                      ,0yqypy =⋅+′⋅+′′                                                         
которое, как известно, решается с помощью характеристического уравнения (16) 
 
                                                       .0qrpr 2 =+⋅+     
Сформулируем теорему о структуре общего решения неоднородного уравнения 
(13). 
     Теорема 2. Общее решение неоднородного линейного дифференциального 
уравнения равно сумме  какого-либо частного решения этого уравнения и общего 
решения соответствующего однородного уравнения. 
     Пусть  y – общее решение уравнения   (13) 

( ),xfyqypy =⋅+′⋅+′′  
−y какое-либо частное решение уравнения (13), 
−0y общее решение соответствующего однородного уравнения (14) 

                                         .0yqypy =⋅+′⋅+′′                                                               
Тогда                                      .yyy 0 +=  
      Таким образом, основная задача при решении неоднородного линейного д.у. II 
состоит в нахождении какого-либо частного решения. 
     Укажем один из методов нахождения частного решения  неоднородного урав-
нения , когда правая часть уравнения  )x(f  имеет специальный вид. К таким функ-

циям  )x(f   относятся следующие функции: экспонента  ( );conste x =αα  многочле-
ны  n-й степени относительно переменной  х    ( );xPn  тригонометрические функ-
ции   ,nxsin;nxcos   а также их  произведения. 
 

 Метод неопределенных коэффициентов  
      
     Этот метод иначе называется методом подбора  частного решения  y   уравне-
ния (13)  по виду правой части  ( )xf .  

 Пусть правая часть  ( )xf   уравнения 
                                                        ( ),xfyqypy =⋅+′⋅+′′                                                   
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имеет вид  ( ) ( ) ,exPxf x
n

δ⋅=  т. е. представляет собой  произведение экспоненты на 
многочлен, где   ( ) −−δ xP;const n  многочлен n-й  относительно  х. Тогда воз-
можны следующие случаи. 

1) Число  α   не является корнем характеристического уравнения (16) 
                                                   .0qrpr 2 =+⋅+                                                      

В этом случае частное решение нужно искать в виде  ( ) ,exQy x
n

α⋅=  
где  ( ) −xQn многочлен той же степени, что и данный многочлен  ( )xPn , но с неоп-
ределенными коэффициентами. 

2) Число α   есть простой (однократный) корень характеристического уравне-
ния (т. е.  α   совпадает с одним корнем характеристического уравнения). В этом 
случае частное решение нужно искать в виде  ( ) xexQy x

n ⋅⋅= α . 
3) Число  α  есть двукратный  корень характеристического уравнения (т. е. α   

совпадает с двумя равными корнями характеристического уравнения). В этом слу-
чае  частное решение нужно искать в виде   ( ) .xexQy 2x

n ⋅⋅= α   Неизвестные (не-
определенные) коэффициенты многочлена  ( )xQn   находим из условия, что функ-
ция  y   является решением уравнения (13), т. е. удовлетворяет этому уравнению. 
     Рассмотрим примеры, на которых покажем не только принцип применения ме-
тода, но и  порядок оформления  решения. 
     № 1. Найти общее решение уравнения 

           .15x16x24y12y7y 2 −+=+′+′′  
     1) Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

.012r7r 2 =++  
 

.
2

17

2

48497
r 2,1

±−=
−±−

=  

 
.4r;3r 21 −=−=  

2) Запишем общее решение соответствующего однородного дифференциально-
го уравнения: 

.eey x4
2

x3
10

−− ⋅+⋅= cc  
 

3) Запишем формулу, по которой следует искать частное решение   y   данного 

уравнения. Для этого сравним  правую часть уравнения     ( ) 15x16x24xf 2 −+=   
с общим видом правой части:  

                                                  ( ) ( ).xPexf n
x ⋅= α  

       15x16x24 2 −+  – многочлен второй степени с коэффициентами 24; 16; –15.  
В данном  случае  показательная функция      1e x =α ,   т. е.    .0=α    Так как    

0=α   не совпадает ни с одним из корней характеристического уравнения  
( )4r;3r 21 −=−= ,  частное решение нужно искать в виде   .CBxAxy 2 ++=  
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   ( ) −++= CBxAxxQ 2
n  многочлен второй степени  )2n( = , неизвестные (неопре-

деленные) коэффициенты А, В, С  этого многочлена нужно найти, подставив вы-
ражения  y,y,y ′′′   в данное уравнение. 
     4) Запишем   y,y,y ′′′   столбиком: 

                                                  

A2y1

BAx2y7

cBxAxy12 2

=′′
+=′

++=
 

Слева указаны коэффициенты 12, 7, 1, на которые следует умножить   y,y,y ′′′ , 

чтобы получить левую часть уравнения   .15x16x24y12y7y 2 −+=+′+′′  В левой 
части  получим многочлен второй степени с неопределенными коэффициентами, 
который  должен быть  равен данному многочлену второй степени в правой части. 
Два многочлена будут равны тогда и только тогда, когда равны коэффициенты при 
одинаковых степенях  х. Запишем столбиком  полученные уравнения: 
 

15C12B7A2x

16B12A14x

24A12x

0

1

2

−=++
=+

=









. 

 
Получили  систему   трех   уравнений   с   тремя   неизвестными    коэффициентами 
А, В, С. Решив ее, найдем     1C,1B,2A −=−== . 

Частное решение:   .1xx2y 2 −−=  
     5). Общее решение данного уравнения: 

yyy 0 +=  
или 

.1xx2eey 2x4
2

x3
1 −−++= −− cc  

     № 2. Найти общее решение уравнения  .e3y2yy x=−′+′′  

     1)   .1r;2r,02rr 21
2 =−==−+  

     2)   .eey x
2

x2
10 cc += −  

     3)   Сравним правую часть данного дифференциального  уравнения   ( ) xe3xf =   

с  ( ) ( ).xPexf n
x ⋅= α   Отметим, что   1=α   совпадает с одним корнем характеристи-

ческого уравнения; многочлен – число 3 – нулевой степени, т. е. 0n = . Поэтому 
частное решение   y    следует искать  в виде   .xeAy x ⋅⋅=  
      
     4) Запишем  

                           

.xeAeAeAy1

,xeAeAy1

,xeAy2

xxx

xx

x

⋅⋅+⋅+⋅=′′
⋅⋅+⋅=′

⋅⋅=−
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Подставив выражения   y,y,y ′′′   с указанными коэффициентами в данное диф-
ференциальное уравнение, получим 

xxxxxx e3xeA2xeAeAxeAeA2 =⋅⋅−⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅  
или 

,e3eA3 xx =⋅  

откуда  .1A =  Частное решение:  .exy x⋅=  
     5) Искомое  общее  решение данного уравнения: 

.exeey xx
2

x2
1 ⋅+⋅+⋅= − cc  

     № 3. .exyy x−⋅=−′′  
 
     .1r;1r;01r)1 21

2 =−==−  

     .ecey)2 x
2

x
10 ⋅+⋅= −c  

     3)  Сравним правую часть данного уравнения  ( ) xexxf −⋅=    с  ( ) ( ).xPexf n
x ⋅= α   

Отмечаем, что  1−=α   совпадает с одним корнем характеристического уравнения 
и многочлен    х   степени  .1n =  Поэтому частное решение следует искать в виде 
 

( ) .exBAxy x−⋅⋅+=  
 

     4)  Так как требуется найти   ,y,y ′′′    удобнее записать   y   в виде 

( ) .eBxAxy x2 −⋅+=  
Запишем     y,y,y ′′′  столбиком: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) .eBxAxeBAx2eBAx2eA2y1

,eBxAxeBAx2y0

,eBxAxy1

x2xxx

x2x

x2

−−−−

−−

−

⋅++⋅+−⋅+−⋅=′′
⋅+−⋅+=′

⋅+=−
 

 
Подставим выражения   y,y ′′   с  указанными коэффициентами в данное уравне-
ние. Получим равенство 
 

     ( ) ( ) ( ) .exeBxAxeBxAxeBAx22eA2 xx2x2xx −−−−− ⋅=⋅+−⋅++⋅+−⋅  
 

Разделим уравнение на  0e x ≠−   и упростим: 
      ( ) ,xBAx22A2 =+−  

                                                         .xB2Ax4A2 =−−  

                                             
0B2A2x

1A4x
0

1

=−
=−





      
.4/1B

.4/1A

−−=
−=

 

 

Частное решение:    ( ) .exx
4

1
y x2 −⋅+−=  



 38 

5) Общее решение дифференциального уравнения: 
 

( ) .exx
4

1
eey x2x

2
x

1
−− ⋅+−⋅+⋅= cc  

 
      Пусть правая часть  ( )xf    уравнения  (13) 
                                                    ( )xfyqypy =⋅+′⋅+′′                                               
имеет вид 

( ) ,xsinNxcosMxf β⋅+β⋅=  
 

где   NиM  – постоянные числа. Тогда вид частного решения  y   определяется 
следующим образом. 
     а) Если число  iβ    не есть корень характеристического уравнения (16), то част-
ное решение  y   имеет вид 

,xsinBxcosAy β⋅+β⋅=  
где   А  и  В – постоянные неопределенные коэффициенты. 
     б) Если число  iβ   есть корень характеристического уравнения (16), то 

( ) .xxsinBxcosAy ⋅β⋅+β⋅=  
Сделаем важное замечание. Даже тогда, когда в правой части уравнения стоит  вы-
ражение, содержащее только   xcosβ    или только  ,xsin β   следует искать частное 
решение в том виде, в каком оно было  указано, т. е. с синусом и косинусом. Ины-
ми словами, из того, что  правая часть не содержит  xcosβ   или  ,xsin β   не следу-
ет, что частное решение  уравнения не содержит этих функций. 
     Пример № 1. Решить уравнение 
 

          .x3cos2x3sin4y2y3y +=+′+′′  

     1)  ;02r3r2 =++  

.
2

13

2

893
r 2,1

±−=−±−=  

.2r;1r 21 −=−=  

     2)  .eey x2
2

x
10

−− ⋅+⋅= cc  
     3) Сравним правую часть уравнения  ( ) x3cos2x3sin4xf +=  с 

( ) xsinNxcosMxf β⋅+β⋅= . Здесь  .3;4N,2M =β==  Так как числа   i3i ±=β±   
не являются корнями характеристического уравнения, частное решение следует 
искать в виде    .x3sinBx3cosAy ⋅+⋅=  
     4) Найдем   y,y ′′′   и запишем столбиком 

                                          

.x3sinB9x3cosA9y1

,x3cosB3x3sinA3y3

,x3sinBx3cosAy2

⋅−⋅−=′′
⋅+⋅−=′

⋅+⋅=
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Подставив эти выражения в данное дифференциальное уравнение, получим 
 

=⋅+⋅+⋅+⋅−⋅−⋅− x3sinB2x3cosA2x3cosB9x3sinA9x3sinB9xcosA9  
 

x3cos2x3sin4 +=  
 

или      ( ) ( ) .x3cos2x3sin4B9A7x3cosA9B7x3sin +=+−⋅+−−⋅  
      Приравниваем коэффициенты  при  x3cosиx3sin   в левой и  правой частях 
уравнения, получим систему уравнений: 
 

                                              
2B9A7x3cos

4A9B7x3sin

=+−
=−−





 

                                                 .
13

1
B;

13

5
A −=−=  

 

Частное решение:      .x3sin
13

1
x3cos

13

5
y −−=  

 
6) Общее решение данного дифференциального уравнения: 
 

.x3sin
13

1
x3cox

13

5
eey x2

2
x

1 −−⋅+⋅= −− cc  

 
     Пример № 2.  Решить  уравнение  .xcos2y5y2y =+′+′′  

     1)  ;05r2r2 =++  
 

                              .i21
2

i42

2

2042
r 2,1 ±−=±−=−±−=  

 
     2)  ( ).x2sinx2cosey 21

x
0 ⋅+⋅⋅= − cc  

     3) Cравним правую часть уравнения ( ) xcos2xf =   с ( ) .xsinNxcosMxf β⋅+β⋅=  
Здесь    .1;0N,2M =β==   Числа  ii ±=β±   не являются корнями характеристи-
ческого уравнения. Частное решение следует искать в виде 

.xsinBxcosAy ⋅+⋅=  
     4) Запишем   

                                          

.xsinBxcosAy1

,xcosBxsinAy2

,xsinBxcosAy5

−−=′′
+−=′
+=

 

Подставив   y,y,y ′′′   в уравнение, получим 
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,xcos2xsinB5xcosA5xcosB2xsinA2xsinBxcosA =+++−−−  
 

или       ( ) ( ) .xcos2B2A4xcosA2B4xsin =+⋅+−⋅  
 

2B2A4xcos

0A2B4xsin

=+
=−





. 

.
5

1
B;

5

2
A ==  

Частное решение:   .xsin
5

1
xcos

5

2
y +=  

     5) Общее решение данного дифференциального уравнения: 

( ) .xsin
5

1
xcos

5

2
x2sinx2cosey 21

x +++= − cc  

      Пусть правая часть  ( )xf   неоднородного линейного д.у. II  представляет собой 

сумму функций вида   ( ) ( ) x
n exPxf α⋅=    или   ( ) .xcosNxcosMxf β⋅+β⋅=  

 
( ) ( ).xfxfyqypy 21 +=⋅+′⋅+′′  

 
Частное решение  y   этого уравнения следует искать в виде суммы   21 yyy +=   
частных решений двух уравнений: 

            ( )xfyqypy 1=⋅+′⋅+′′   
   и 

            ( ).xfyqypy 2=⋅+′⋅+′′  
 

     № 3. Решить уравнение     .e31x2yy x−−=′+′′  
      Здесь     ( ) .1n;0;1x2xf1 ==α−=  

                    .0n;1;e3f x
2 ==α−=  

     1)  .1r;0r;0rr 21
2 −===+  

     2)  .eeey x
21

x
2

x0
10

−− ⋅+=⋅+⋅= cccc  
     3) При   ( ) 1n;0;1x2xf1 ==α−=  

( )

.A2y1

,BAx2y1

,BxAxxBAxy0

1

1

2
1

=′′
+=′

+=⋅+=
. 

.1x2BAx2A2 −=−−  

.1BA2x

,2A2x
0 −=−

=−′





 

.1B;1A −=−=  

.xxy 2
1 −−=  
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     4) При   0n;1;e3f x
2 ==α−=  

x
2

x
2

x
2

ey1

ey1

ey

⋅=′′
⋅=′
⋅=

c

c

c

 

.32;e3ee xxx −=−=⋅+⋅ ccc  

.
2

3−=c         .e
2

3
y x

2 −=  

 
     5) Общее решение данного дифференциального уравнения: 

210 yyyy ++=  

или   .e
2

3
xxey x2x

21 −−−⋅+= −cc  

 
7. Контрольные  задания (задачи  №№ 1 – 6) 

 
     Задача 1. Проверить, является ли указанная  функция   (а,  б, ) решением данно-
го уравнения 
 
№ варианта Уравнение а б 

1 ylnyxsiny ⋅=⋅′  
2

x
tg

ey = , 
 

xtge2y ⋅=  

2 
0dxydy

3

x
lnx =⋅−⋅  

 

( )3lnxlnCy −⋅=  xsin3y ⋅=  

3 ( ) 0yx2y4x 2 =⋅−′⋅+  
 

( )4xCy 2 +⋅=  Cxy 2 +=  

4 
y

1x

xy
y

2
=

−
−′  

 

1xy 2 −=  1xey 2Cx −⋅= +  

5 1yxtgy =−⋅′  xsin2y ⋅−=  1xsinCy −⋅=  
 

6 5y2xtgy =−⋅′  

2
5

xsin
2
1

y 2 −=  

 

5x2siny −=  

7 
y1

dx

dy
xtg =−⋅  

1xsin2y −=  
1xsin

2
1

y −=  

 
8 0yxyx =++′⋅  5xy2x2 =+  22 yxy2x =+  
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№ варианта Уравнение а б 
9 

1
x

y
y −=′  

 

( )xlnCxy −⋅=  xCexy ⋅=  

10 0yxyyx2 22 =−+′⋅⋅  22 x1xy −+=  2xxCy −⋅=  

 
     Задача 2. Проверить, является ли функция y  общим решением данного уравне-
ния,  найти его частное решение, удовлетворяющее указанному начальному усло-
вию 
 
№ ва-
рианта 

Уравнение Общее решение 
(общий интеграл) 

Начальное  
условие 

1 xx1y 2 =−⋅′  2x1Cy −−=  ( ) 10y =  
 

2 ( ) 0dxxy2dy4x 2 =⋅−⋅+  ( )4xCy 2 +=  ( ) 51y =  
 

3 
0

x

dy

y

dx =+  

 

Cyx 22 =+  ( ) 43y =  

4 ( ) 0dyyxdxy1 2 =⋅⋅−⋅+  xCy1 2 =+  

 

( ) 01y =  

5 0yxlnxy =−⋅⋅′  xlnCy ⋅=  
 

( ) 1ey =  

6 0dxydy 2 =⋅−  xC
y

1 −=  
( ) 11y =−  

7 
 

( )dy4xdxyx2 2 +=  
 

( )4xCy 2 +=  
 

( ) 51y =  
 

8 dyx1dxx 2 ⋅−=  Cx1y 2 =−+  

 

( ) 10y =  

9 dxydxdyxtg ⋅=−⋅  1xsinCy −⋅=  
1

2
y =







 π
 

 
10 5y2yxtg =−′⋅  ( )5xsinC

2

1
y 2 −⋅=  2

2
y −=







 π
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     Задача 3. Найти общее решение дифференциального уравнения (или частное 
решение, удовлетворяющее данному начальному  условию) 
 
 
№ варианта Уравнение Начальное условие 

 
а)  ( )yx1ayxy 2 ′⋅+⋅=′−  
 

 
– 

б)  
x

y
tgxyyx ⋅=−′⋅  

 

( )
2

1y
π=  

 
1 

в)  
2xexy2y −=+′  

 

– 

а)  0dxylnydyx =⋅+⋅  
 

– 

б)  22 xyyyx −+=′⋅  

 

– 

 
2 

в)  
xcos

1
xtgyy =⋅−′  

 

( ) 00y =  

 
а)  0ylnyxsiny =⋅−⋅′  e

2
y =







 π
 

 
б)  ( ) ;0dyyxdxxy 22 =−⋅−  
 

( ) 11y =  

 
3 

в)  xctgxtgyy =⋅−′  
 
 

– 

 
а)  ( ) xx eyye1 =′⋅⋅+  

 
( ) 10y =  

б)  
x

y
cosxyyx 2⋅=−′⋅  

– 

 
4 
 
 
 
 
 

в)  x
1x

y
yx =

+
−′  

 

( ) 01y =  

а)  dxxlny2dyx ⋅=  ( ) 1ey =  

б)  222 yxyx2 +=′⋅  
 

– 

 
5 
 
 
 в)  x2xsinyxcosy =⋅−⋅′  ( ) 00y =  
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№ варианта Уравнение Начальное условие 
а)  0dxxsinycosdyxcosysin =⋅⋅−⋅⋅  ( )

4
0y

π=  

б)  3x5yyx +=′⋅  
 

– 

 
6 

в)  xlnx3yxlnxy 23 ⋅=−⋅⋅′  
 

– 

а)  3y
dx

dy =−  

 

( ) 20y −=  

б)  x
x

y
cosy

x

y
cosyx −⋅=⋅′⋅  

 

– 

 
7 

в)  ( ) 0dyxdxxy2 4 =−+  
 

– 

а)  2yysinx3 =′⋅⋅  
 

– 

б)  ( ) ( ) 0dxyxdyyx =−+⋅+  
 

– 

 
8 

в)  ( ) ( )222 x1yx2yx1 +=−′⋅+  

 

( ) 10y =  

а)  0dxydy
a

x
lnx =−⋅⋅  

 

– 

б)  ( ) 0dyyx2dxy2x 22 =+⋅−  
 

– 

 
9 
 

в)  0xyyx 2 =−−′⋅  
 

( ) 12y =−  

а)  1xyyx 2 =+′⋅⋅  – 
 

б)  yxy2yx 22 ′⋅=+  ( ) 21y =  
 

 
10 

в)  1xsinyxcosy =⋅+⋅′  ( ) 00y =  
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     Задача 4. Найти общее решение (общий интеграл) уравнения 
 
 
№ варианта а б 

1 
1

2

1x
cosy 2 =−⋅′′  

 

y
x

y
1 ′′=

′
+  

2 
2

2

x
siny 2 =⋅′′  

 
x

y
1y

′
−=+′′  

3 

x2cos

3
y

2
=′′  

 

( ) 0y1yx =′++′′⋅  

4 







 −⋅=′′ x
3

2
cosx3

2

1
y  

 

( ) 0yyx3 =′+′′⋅+  

5 x2cosxy 2 −=′′  0
x

y
lnyyx =

′
⋅′−′′⋅  

6 ( ) 3yx21 3 =′′⋅+  0yxlnxy =′′⋅⋅−′  
 

7 03ey x =+⋅′′ −  
 

( ) 0yxyx21 2 =′′−′⋅+  

8 ( )x3sin2x
5

1
y −⋅=′′  

 

0yyx =′+′′⋅  

9 
x

2

x
siny −=′′  

 

yxy ′′−=′  

10 0e2y x2 =−′′ −  0xyyx 2 =−′−′′⋅  
      
     Задача 5. Найти общее решение дифференциального уравнения 
 
№ варианта                      а                               б 

1 0y3y =′−′′  0y34y6y =+′−′′  
 

2  0y3y2 =′+′′  0y13y4y =+′−′′  
 

3 0y2y =′−′′  0y2y3y2 =−′−′′  
 

4 0yy4 =+′′  0y7y6y =−′−′′  
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№ варианта а б 
5 
 

0yy9 =+′′  
а 

0y7y8y =+′−′′  
б 

6 0yy4 =′−′′  0y5y4y =+′−′′  
 

7 0y5y4y =+′+′′  0y3y =′−′′  
 

8 0yy4 =′+′′  0y5y4y =−′+′′  
 

9 0y10y6y =+′−′′  0yy =−′′  
 

10 0y4y =−′′  0y10y6y =+′+′′  
 
 
     Задача 6. Найти общее решение неоднородного линейного дифференциального 
уравнения, используя  метод  подбора  коэффициентов  частного  решения (метод  
неопределенных коэффициентов) 
 

( ) x32 exxy2y3y.1 ⋅+=+′−′′  x2exy4y4y.2 ⋅=+′−′′  
 

.3 x3ex5y34y6y −⋅=+′+′′  x3ex5y16y24y9.4 ⋅−=+′+′′  
 

x1y2y2y.5 +=+′+′′  xexy2y3y.6 ⋅=+′−′′  
 

xe10y2y3y.7 −⋅=+′−′′  3xyy2y.8 =+′−′′  
 

x2ex5y34y6y.9 −⋅=+′+′′  x2e3yy.10 x +⋅=′+′′ −  
 
 

 
8. Примеры решения  задач из  контрольного задания 

 
     Задача 1.  Проверить, являются ли указанные функции решениями  уравнения    

,x2yyx =−′⋅  
 
           ( ),xln2xy)a c+⋅=                                    .xln2xy)б += c  
      
     Решение  

     а)  ( ) .2xln2
x

2
xxln2y;xln2xy ++=⋅++=′+⋅= ccc    
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Подставим  yиy ′    в уравнение:   
 

( ) ( ) x2xln2x2xln2x =+⋅−++⋅ cc  
или 

x2xxlnx2x2xxlnx2 =−−++ cc – верно,  

 
т. е.  ( )c+⋅= xln2xy  – решение  уравнения. 
 

     б) .
x

2
y;xln2xy +=′+⋅= cc  

 

         ( ) x2xln2x
x

2
x =+−







 +⋅ cc  

или 
         x2xln2x2x =−−+ cc   – неверно, т. е. xln2xy += c   не является решением. 

       
     Задача 2. Проверить, является ли  функция  cxxy c⋅=   общим  решением урав-
нения    ( )xlnyln1yyx −+=′⋅  и найти частное решение  уравнения, удовлетво-

ряющее  начальному условию  ( ) .
e

1
1y =  

     Решение. Подставим функцию   xcexy ⋅=   в данное уравнение: 
 

.exeexey xcxcxcxc ⋅⋅+=⋅⋅+=′ cc  
 

( ) ( )( ).xlnexln1exxex xcxcxcxc −+⋅⋅=⋅+⋅ cc  
 

( ).xlnxxlnxexeexex xcxcxc2xc −++=+⋅ cc  

 
xcxc2xc xeexcex =+⋅ xc2exc ⋅+  – верно, 

т. е. функция    xcexy ⋅=   содержит произвольную постоянную  с   и   является ре-
шением уравнения,  эта функция является  общим решением. Подставим началь-

ные условия   
e

1
yи1x ==    в общее решение:  

.
2

1
;ee;e

e

1
;e1

e

1 c2/1c1c −===⋅= −⋅ c  

Найденное  значение с подставим в общее решение. 
x2/1exy −⋅=  – частное решение. 
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     Задача 3.  Найти общее решение дифференциального уравнения  (или частное 
решение, удовлетворяющее данному начальному условию). 
 

  а) .xcosxcosyy =⋅+′   б) ( ) ( ) .01y;x
x

y
tgarcyyx ==⋅−′  в)   ( ) .0dxxy3dyx 2 =+−  

 
     Решение 
 
     а) .xcosxcosyy =⋅+′  Это дифференциальное уравнение является линейным, 

но проще решать его как уравнение с разделяющимися переменными. 
 

( ) .xcosy1
dx

dy ⋅−=   Умножим на  ;
y1

dx

−
   ;dxxcos

y1

dy ⋅=
−

     ∫ =
− y1

dy
∫ ;dxxcos  

 
      clnxsiny1ln −=−−      или      ;xsinlny1ln −=− c       ;xsinlny1ln −=−− c  

 

                       xsin
y1

ln −=−
c

;     ;e
y1 xsin−=−

c
     ;ey1 xsin−⋅=− c  

 
xsine1y −⋅−= c – общее решение. 

 

     б)  ( ) ( ) .01y;x
x

y
tgarcyyx ==⋅−′     

 
Это  однородное   д.у.1, т. к. после  замены    y;xtнаx ⋅    на   yt ⋅    уравнение 
не изменится: 
 

( ) ;xt
xt

yt
tgarcytytx ⋅=

⋅
⋅⋅⋅−′⋅          ( ) ;xt

x
y

tgarcyyxt ⋅=⋅−′⋅  

 

получим    ( ) x
x
y

tgarcyyx =⋅−′⋅ – исходное дифференциальное  уравнение. 

 
Решаем подстановкой: 
 

.uxuy;xuy +⋅′=′⋅=  
 

( ) x
x
ux

tgarcuxxuxux =⋅−+⋅′ . 
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Или  xutgarcux2 =⋅′⋅ – дифференциальное уравнение с разделяющимися пере-
менными. Разделим переменные:  

;1utgarc
dx

du
x =⋅⋅         ;dxutgarcdux =⋅⋅         .

x

dx
duutgarc =⋅  

 

∫ =duutgarc ∫ .
x

dx
         ∫ += .xlnduutgarc c  

 
 

∫ dutguarc   берем по частям по формуле :  ∫ ∫−⋅= .dzttzdtz . 

После подстановки  

             ;utgarcz =          ;
u1

du
dz

2+
=           ;dudt =           ut =  

 

интеграл    ( ).u1ln
2
1

utgarcu
u1

duu
utgarcuduutgarc 2

2
+−⋅=

+
−⋅= ∫∫  

 

Таким образом, получаем          ( ) .xlnu1ln
2
1

utgarcu 2 c+=+−⋅  

 

Подставим     ;xuy ⋅=    :
x
y

u =  

 

                     .xln
x

y
1ln

2

1

x

y
arctg

x

y
2

2

c+=







+−⋅  

 
Это   общий   интеграл   данного   уравнения. Подставим   начальные   условия 
 

  :0y,1x ==        ;1ln1ln
2

1
0 c+=−    отсюда  .0=c  

Искомый частный интеграл   имеет вид.    .xln
x

y
1ln

2

1

x

y
tgarc

x

y
2

2

=







+−  

 
     в) ( ) .0dxxy3dyx 2 =+−                                   

 
Разделим  уравнение на :dxx ⋅  

 

.xy
x

3

dx

dy
;0

x

xy3

dx

dy 2

=−=+−  
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Это линейное дифференциальное уравнение. Решаем его подстановкой: 
 

.vuvuy;vuy ′⋅+⋅′=′⋅=  
 

xvu
x

3
vuvu =⋅−′⋅+⋅′ . 

 

                                                    .xvuu
x

3
uv =′⋅+







 −′                                               

 

                                                             0u
x

3
u =−′                                                         

 

.
x

dx3

u

du
;u

x

3

dx

du ==  

 

∫ ∫ === 3xu;xln3uln;
x

dx
3

u

du
 

 

;
x

1

dx

dv
;

x

1
v;xvx

22
3 ==′=′⋅  

 

∫ == dv;
x

dx
dv

2 ∫ ;
x

dx
2

        .
x

1
v c+−=         

 

Так как   ,vuy ⋅=    получим    






 +−⋅= c
x

1
xy 3    или   

   23 xxy −= c  – общее решение. 
     Задача 4. Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального  уравне-
ния: 
     а)  ( ) 2xcos1y =+⋅′′  

     б)  ( ) ( ) yyxy1x 2 ′=′⋅+′′⋅+   
  
     Решение 

     а)  ( ) 2xcos1y =+⋅′′      или   
xcos1

2
y

+
=′′  – дифференциальное уравнение 2-го 

порядка. Последовательно интегрируем дважды,  применив предварительно  
 

формулу тригонометрии    .
2

x
cos2xcos1 2=+  
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∫ ==′ dx

2
x

cos2

2
y

2 ∫ =









2

x
cos

2

x
d

2
2

.
2

x
tg2 1c+  

 
 

∫ ∫ +






⋅=






 +=
2
x

d
2
x

tg22dx
2
x

tg2y 1c ∫ .dx1c  

 
 

21x2
x

cosln4y cc ++−=  – общее  решение. 

 
 

     б) ( ) ( ) yyxy1x 2 ′=′⋅+′′⋅+  – дифференциальное уравнение, допускающее пони-
жение порядка. Решаем при помощи подстановки: 
 

.
dx

dp
py;py 







′=′′=′  

 
( ) ppxp1x 2 =⋅+′⋅+  

или 

                                                     2p
1x

x

1x

p
p ⋅

+
−=

+
−′  .                                         

 
Это уравнение Бернулли относительно функции  ( ).xpp =   Решаем уравнение  под-
становкой: 
 

.vuvup;vup ′⋅+⋅′=′⋅=  
 

Получим 

.vu
1x

x

1x

uv
vuvu 22 ⋅⋅

+
−=

+
−′+′  

 
 

                                          .vu
1x

x
vu

1x

u
uv 22⋅

+
−=′⋅+









+
−′      
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            0
1x

u
u =

+
−′  

 

            
1x

u

dx

du

+
=  

 

            
1x

dx

u

du

+
=  

 
           ( )1xlnuln +=  
 
           1xu +=  
 
      Подставим  выражение 1xu +=  

в уравнение 22 vu
1x

x
vu ⋅⋅

+
−=′⋅  

 
 

    ( ) ( ) 2
2

v
1x

1xx
v1x ⋅

+
+⋅−=′⋅+  

 
    2vxv ⋅−=′  
 

    2vx
dx

dv ⋅−=  

     

    dxx
v

du
2

−=  

 

    ∫ −=+
2v

dv
∫ dxx  

 

    
22

x

v

1 1
2 c−−=−  

 

    
2

x

v

1 1
2 c+=  

 

    
1

2x

2
v

c+
=  

     

( )
1

2x

2
1xp;vup

c+
⋅+=⋅=  – общее решение уравнения  2p

1x

x

1x

p
p ⋅

+
−=

+
−′ . 

 

    Так как    ,yp ′=    получим     
( )

1
2x

1x2
y

c+
+=′  – дифференциальное уравнение  1–го 

порядка относительно функции  ( ).xyy =  
( )

1
2x

1x2

dx

dy

c+
+=  

                         
( )

∫ =
+
+= dy;dx

x

1x2
dy

1
2 c ∫ ∫ +

+
+ 1

2
1

2 x

dx
2

x

dxx2

cc
. 

 

Интеграл   ∫ + 1
2x

dx

c
  зависит от знака    ,1c  поэтому положим   .01 >c   Тогда 

( )∫ =
+ 11

2

1
2

x
tgarc

1

x

dx

ccc
. 



 53 

Общим  решением   данного уравнения   будет 
 

.
x

tgarc
2

xlny 2

11

1
2 c

cc
c +⋅++=  

 
     Задача 5. Найти общее решение уравнения    
    
                                     ,0y5y2)a =′−′′             0y26y10y)б =+′−′′ . 
 
     Решение.  Это линейные однородные дифференциальные уравнения с постоян-
ными коэффициентами. Решаем  их с помощью характеристического уравнения. 
       
      ( ) .2/5r;0r;05r2r;0r5r2;0y5y2)a 21

2 ===−=−=′−′′  
x2/5

2
x0

1 eey ⋅+⋅= cc  
или 
                                         x2/5

21 ey ⋅+= cc    –  общее решение . 
 
     ,0y26y10y)б =+′−′′         ;026r10r2 =+−  
 

.i5
2

i210

2

410

2

10410010
r 2,1 ±=±=−±=−±=  

 
Здесь  .1;5 =β=α  

                                 ( )xsinxcosey 21
x5 ⋅+⋅⋅= cc  – общее решение. 

 
     Задача 6. Найти общее  решение уравнения 
 

.exy2yy x42 ⋅=−′+′′  
 

     Решение. Это линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффи-
циентами с правой частью (неоднородное). 
     Общее решение:   ,yyy 0 +=   где   −0y  общее решение  соответствующего од-
нородного линейного уравнения;   −y частное решение данного уравнения. 

Характеристическое уравнение: 
                                                .2r;1r;02rr 21

2 −===−+  
 

.eey x2
2

x
10

−⋅+⋅= cc  
 

Правая  часть   ( ) ,exxf x42 ⋅=     −=α 4  не корень характеристического уравнения. 
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( )
( ) ( )

( ) ( ) .eBxAx16eBAx28eA2y1

,eBxAx4eBAx2y1

,eBxAxy2

x42x4x4

x42x4

x42

⋅+++⋅++⋅=′′
⋅+++⋅+=′

⋅++=−

c

c

c

 

 
Приравниваем коэффициенты  при    :x,x,x 012  
 









=+++++−
=++++−

=++−

0C16B8A2C4BC2x

0B16A16B4A2B2x

1A16A4A2x

0

1

2

             








=++
=+

=

.0C18B9A2

.0B18A18

.1A18

 

 
Решая систему, найдем   
 

.324/7C;18/1B;18/1A =−==  

.e
324

7

18

x

18

x
y x4

2

⋅







+−=  

Искомое общее решение: 
 

.e
324

7

18

x

18

x
eey x4

2
x2

2
x

1 ⋅







+−+⋅+⋅= −cc  
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