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1. МАТРИЦЫ. ОСНОВНЫЕ ДЕЙСТВИЯ НАД МАТРИЦАМИ 

 

     Прямоугольную таблицу 

                                          ,
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состоящую из действительных чисел  ija , называют матрицей над полем  

действительных чисел  R. 

   Числа  ija  называют элементами матрицы, причем     i - номер строки, а  j - номер 

столбца, на пересечении которых стоит элемент  ija . Индекс  i принимает все 

натуральные значения от  1 до m ( ),,,2,1 mi K=  индекс j принимает все натуральные 

значения от 1 до n ( ).,,2,1 nj K=  Если  m – число строк матрицы, а  n – число  число 

столбцов, то матрицу называют прямоугольной  размера  nm × . Если nm = , то 

матрицу называют квадратной  матрицей порядка  n.  

     Обозначают матрицу одной буквой (например, буквой А )  или кратко 

записывают  

                ( ),ijaA=    где  .,,2,1;,,2,1 njmi KK ==  

     Матрицу размера  n×1   называют  матрицей-строкой, матрицу размера  1×m  

называют  матрицей-столбцом. 

     Например,    ( )naaa K21  - матрица-строка,   −





















mb

b

b

K

2

1

 матрица-столбец.     

Квадратная матрица называется диагональной,  если  0=ija  при  ji ≠ , то есть   
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матрица вида  
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, где  .Rj ∈λ  

     Диагональная матрица  ( ),ijE δ=  где     



≠
=

=
jiпри

jiпри
ij 0

1
δ

   (символ Кронекера), 

называется единичной. 

     Матрица, все элементы которой равны нулю, называется  нулевой (или нуль-

матрицей) и обозначается  буквой  О. 

     Две матрицы ( ) ( )ijij bBиaA ==   одного и того же размера называют равными 

только тогда, когда для всех  i  и  j    .ijij ba =  

     Суммой  двух матриц  ( )ijaA =   и  ( )ijbB =   одного и того же размера  nm ×  

называется матрица  ( )ijcC =   того же размера  nm × , где для всех  i   и  j    ijijij bac +=  

и при этом пишут:  .BAC +=  

     Произведением  матрицы ( )ijaA =   размера  nm ×  на  действительное число α  

называется  матрица  ( )ijbB =  того же размера, причем для всех i   и  j   ;ijij ab ⋅= α при 

этом пишут: .AB ⋅= α . 

При  A⋅−= αα 1  называют матрицей,  противоположной  матрице  А  и  

обозначают  -А.    

     Произведением матрицы  ( )ijaA =  размера  nm ×  на матрицу ( )jkbB =   размера pn ×  

называется матрица ( )ijcC =   размера  pm × , где для всех i   и  j : 

                                                    ∑
=

⋅=
n

j
ijij aC

1

;jkb  

при этом пишут: .BAC ⋅=  

Умножение матрицы  А на матрицу В возможно, если число столбцов матрицы  А  

равно числу строк матрицы  В. Поэтому, если имеет смысл произведения  ВА ⋅ , то 
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не обязательно имеет смысл произведение .AB ⋅   Если  А  и  В – квадратные  

матрицы одного порядка, то оба произведения  BA ⋅  и  AB ⋅  имеют смысл, но не 

обязательно .ABBA ⋅=⋅  

     Если  ,ABBA ⋅=⋅  то матрицы  A  и  B  называют перестановочными. 

     Имеют место следующие операции над матрицами: 

1).  ,ABBA +=+  

2).   ( ) ( ) CBACBA ++=++ , 

3).   ,00 AAA =+=+  

4).   ( ) ( ) ,AA ⋅⋅=⋅⋅ βαβα  

5).   ( ) ,BABA ⋅+⋅=+⋅⋅ ααα  

6).   ( ) ,AAA ⋅+⋅=⋅+ βαβα  

7).   ,1 AA =⋅  

8).   ( ) ( ) ( ),BABABA ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅ ααα  

9).   ( ) ( ) ,CBACBA ⋅=⋅⋅  

10).   ( ) ,CBCACBA ⋅+⋅=⋅+  

11). ( ) .САВАСВА ⋅+⋅=+⋅  

   Операция над матрицей  А, при которой ее строки становятся столбцами с теми же 

номерами, а столбцы – строками, называется транспонированием  и обозначается 

A′ . 

Например, если   

           ,

333231

232221

131211
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А  то  
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А . 

   Имеют место следующие свойства операции транспонирования: 

                   ( ) ( ) ( ) ( ) .;;;; EEABBAAABABAAA =′′⋅′=′⋅′⋅=′⋅′+′=′+=′′ αα          

     Примеры. 

1. Найти произведение BA ⋅   матриц 



 6 

                      
















−−=
102

121

103

A            и    .

32

15

01

















−
=B  

Решение. 
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2. Найти матрицу  ⋅−⋅ BBA A , если 
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Решение. 
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Обратите внимание  .ABBA ⋅≠⋅  

                  .
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УПРАЖНЕНИЯ 

1) Пусть А – прямоугольная матрица, В – квадратная матрица. Возможно ли 

сложение матриц А и В? 

2) Возможно ли сложение матрицы-столбца и матрицы-строки? 

3) .
02

10
,

13

21








=









−
−

= BA  Найти   BA + и  .AB + . 

4) .
323

110
,

012

141
,

413

210








=








=








= CBA  Найти ( ) CBA ++   и   ( ).CBA ++  
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5) Какая матрица получится в результате умножения произвольной матрицы 

                     а) на число 0? 

                     б) на число  -1? 

6) 






 −−
=

123

212
А  Найти матрицы .)3(,0,2 ААА ⋅−⋅⋅  

7) Представить матрицу-строку ( )3510 −−=А  как линейную комбинацию матриц  

( ) ( ) ( ).213,534,121 321 −==−= ВВВ  

8) Найти матрицу, противоположную матрице 
















−−
043

121

301

. 

9) Доказать, что для любой матрицы существует единственная противоположная ей 

матрица. 

10) Как с помощью линейных операций над матрицами можно определить 

вычитание матриц и их разность? 

11) Является ли операция вычитания матриц обратной по отношению к сложению? 

12) Найти а1, а2,  а3, если 
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13) Представить матрицу  







=

133

38
А  в виде линейной комбинации матриц 
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В  и  
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С . 

14) Доказать, что матрицы 
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,
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00
,
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10
,

00

01
 образует базис линейного 

пространства квадратных матриц второго порядка. 

15) Истинно ли высказывание ( ) ( ) ( )ВоАоВА ⋅=⋅∀∀ , где  о – число? 

16) При каком условии имеет смысл произведение произвольной матрицы: 

                    а) на матрицу-столбец? 

                    б) на матрицу-строку? 

   Что представляет собой это произведение? 



 8 

17) 
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ВА . Найти ВА ⋅ . 

18) Пусть А – матрица размера nm × . Какого размера должна быть единичная 

матрица Е, чтобы имело смысл произведение 

                            а)  ЕА ⋅ ? 

                            б) АЕ ⋅  ? 

19)  Для какой матрицы имеет смысл произведение  2ААА =⋅  ? 

20)  
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=
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В . Найти ВА ⋅ . Имеет ли смысл произведение  АВ ⋅ ? 

21)  Установить, являются ли перестановочными матрицы 
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22)  Найти матрицы  ВА ⋅  и  АВ ⋅ , если  
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23)  Найти x, y, z из уравнений: 

   а)   ( ) ( )35
42
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⋅ху ,       б)   
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24)  Показать, что  ВА ⋅  = АВ ⋅ =Е, если  
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25)  
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В .   Найти  ВА ⋅  и  АВ ⋅ . 

26)  Убедиться, что  ,)()( СВАСВА ⋅⋅=⋅⋅  если  
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27)  Убедиться, что ЕАААА =⋅⋅=3 , если   
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=

01

11
А . 

28)   






 −
=

αα
αα

cossin

sincos
А               







 −
=

ββ
ββ

cossin

sincos
B . Найти BA ⋅  и А2. 

29)   Истинно ли высказывание  ( )0=⋅ВА  ⇒  ( )00 =∨= ВА ? 

30)   Какая матрица является транспонированной для  

         а) единичной матрицы? 

         б) нулевой матрицы? 

         в) матрицы-строки? 

         г)  матрицы-столбца? 

31)   Какая матрица является транспонированной для произведений  ЕА ⋅  и  АЕ ⋅ ? 

32)   







=

654

321
А        

















=
931
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111

В .  

         Проверить справедливость равенства ( ) АВВА ′⋅′=′⋅ . 

 

      2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

 

     Рассмотрим произвольную квадратную матрицу любого порядка n: 

                                                    .
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Поставим в соответствие каждой матрице такого вида число ∆, называемое 

определителем ( или детерминантом) этой матрицы, причем: 

1. Если  n=1, то  матрица   состоит   из   одного   элемента    11а ,   и   определитель, 

соответствующий такой матрице, равен этому элементу:  .11a=∆  
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2. Если n=2 , то есть ,
2221

1211









=

aa

aa
A   то определитель,  соответствующий  матрице, 

равен разности произведения элементов, расположенных  на главной диагонали, и 

произведения элементов, расположенных на  побочной диагонали: 

                                     .det 12212211
2221

1211 aaaa
aa

aa
A −===∆  

3. Если n=3 , то есть 

                                     ,

333231

232221

131211

















=
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A  то 

такой матрице соответствует определитель третьего порядка 

113223332112132231133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆

Правило вычисления определителя третьего порядка схематично можно изобразить 

в следующей форме: 

.

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

000

−−−++=∆  

Оно называется правилом треугольников или правилом Сарриуса. 

Пример. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =⋅⋅−−−⋅⋅−⋅−⋅−⋅−⋅+⋅⋅+−⋅−⋅=
−
−−=∆ 157242316374652211

253

712

641

 

                            .4735161884602 =+++−+=  

     4. Определитель, соответствующий матрице порядка n, имеет вид: 

                                            

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

K

KKKK

K

K

21

22221

11211

det ==∆  

и  для его вычисления верна формула: 
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                                              ( )∑
=

+ ⋅−==∆
n

j
ijij

ji MaA
1

,1det  

где i – любое число: ni ≤≤1  , а   ijM - минор, соответствующий элементу  ija  . 

   Минором, соответствующим элементу  ija определителя  (матрицы) гоn −  порядка, 

называется определитель ( ) гоn −−1  порядка, который образуют оставшиеся 

элементы данного определителя, если  в нем вычеркнуть строку ( )уюi −  и столбец  

( ),ыйj −  на пересечении которых находится элемент ija . 

     Минор элемента  ija , снабженный знаком  «+» , если сумма номеров строки и 

столбца, на пересечении которых стоит элемент ija - четная, и – знаком «минус», 

если эта сумма  нечетная, называется  алгебраическим дополнением элемента  ija   и 

обозначается ijA , то есть 

                                              ( ) .1 ij
ji

ij MA +−=  

Отсюда  следует правило вычисления определителей, которое называется 

разложением определителя по элементам  i-ой строки:  всякий определитель равен 

сумме произведений элементов какой-либо строки на их алгебраические 

дополнения. 

     Например, определитель третьего порядка можно вычислить, разложив его по 

элементам первой строки: 

              .
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a

aaa

aaa

aaa

+−==∆  

    

   Пример. 

                       ( ) ( ) ( ) .9313212231
11

31
3

11

21
2

11

23
1

111

231

321

=+⋅+−⋅−−−⋅=
−

⋅+−
−

⋅=−  
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СВОЙСТВА   ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ 

 
1. (О равноправии строк и столбцов определителя) 

При замене каждой строки определителя столбцом с тем же номером (при 

транспонировании) определитель не меняется 

                                                .detdet AA ′=  

2. Если поменять местами две строки (или два столбца) определителя, то 

определитель изменит знак. 

3. Определитель с двумя одинаковыми строками (столбцами) равен нулю. 

4. Общий множитель всех элементов какой-либо строки (столбца) определителя 

можно выносить за знак определителя. 

5. Если одна из строк (столбец) определителя есть линейная комбинация 

остальных строк (столбцов) его, то такой определитель равен нулю. 

6. Определитель не изменится, если к какой-либо его строке (столбцу) прибавить 

линейную комбинацию остальных строк (столбцов). 

 

УПРАЖНЕНИЯ 

     33) Верно ли, что 

                                            ?1
cossin

sincos
=

−
αα
αα

 

     34) Решить уравнение 

                                           .4
11

42

−=
xx

  

     35) Решить неравенства 

                    а).  ,14
24

3
〈

x

xx
           б).           5

28

122
〉

−
x

x
 

     36) Вычислить определители: 

      a).
441

312

131 −−
      б). 

346

534

712

−−
−

−
         в).  

aa

a

a

−0

00

11

      г).   .

633

262

116

−
−

−
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      37)  Вычислить, используя свойства определителей: 

  a) 
γγ
ββ
αα

22

22

22

cos1sin

cos1sin

cos1sin

       б)   
193722843328423

193722843328423

178441365713647

−
−     в)    .

1

1

1

22

22

22

zaaz

yaay

xaax

+
+
+

 

     38) Определителем Вандермонда называется определитель 

                  ( ) ( ) ( ).
111

222

yzxzxy

zyx

zyx −−−=  

При каких значениях   zyx ,,   он равен нулю? 

     39) Вычислить определитель Вандермонда          .

6481

4971

2551

 

     40)  Решить уравнение: 

                    a).   ;0

41

11

23

=−
x

x

x

                    б).   .0

1110

312

43

=
+

−
−

x

x

 

     41)  Решить неравенства: 

               a).  ;1

121

21

123

〈

−−
−

−
x                    б).   .0

35

211

122

〉

−
−
−+

x

x

        

     42) Вычислить определители четвертого порядка:     

           a)   ;

1021

0020

1312

2411

−

−
          б)   ;

3214

2143

1432

4321

         в)   

4222

2322

2222

2221

−−−
−−

−
    

 

     43)  Доказать, что определитель диагональной матрицы  n-го  порядка 

                                                

a

a

a

a

K

LKKKK

K

K

K

00

000

000

000

      равен  na . 
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     44)  Вычислить определитель  гоn −   порядка: 

                  а)    ;

000

000

000

000

3

2

1

nχ

χ
χ

χ

K

KKKKK

K

K

K

           б)   ;

000

00

0

3

32

321

n

n

n

n

cс

ввв

аааа

αK

KKKKK

K

K

K

 

                 в)   ;

000

000

0000

000

000

ав

ва

а

вa

вa

K

K

KKKKKK

K

K

K

−
−

−
−

       г)   .

0000

01000

00300

00020

10000

K

K

KKKKKK

K

K

K

n

n −

 

     45) Не вычисляя определителя, решить уравнение 

                                         

                                              .0

111

1211

1111

1111

=

−

−
−

xn

х

х

K

KKKKK

K

K

K

 

 

3. ОБРАТНАЯ  МАТРИЦА 

 

  Пусть  ( )ijаА =  - квадратная матрица порядка n . 

Матрица  1−A  называется  обратной  для  A , если  ,11 EAAAA =⋅=⋅ −−  где  Е – 

единичная матрица. 

     Необходимым и достаточным условием существования обратной матрицы для  А 

является отличие от нуля определителя матрицы  А; (такая матрица называется 

невырожденной). Обозначим через ijА - алгебраическое дополнение элемента  ijd  

матрицы  А. Если  через  ijМ  обозначить минор матрицы  А, соответствующий 

элементу  ija , то  ( ) ij
ji

ij MA +−= 1 . 

     Обратная матрица 
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                                                     ( ) .
det

1 ′= ijA
A

A  

Укажем  способ отыскания матрицы, обратной для матрицы  А: 

     1)Вычисляем определитель матрицы  А; 

     2)Составляем матрицу, элементами которой являются алгебраические 

дополнения соответствующих элементов матрицы  А  (такая матрица называется 

присоединенной); 

     3) Транспонируем полученную матрицу; 

     4) Умножаем последнюю матрицу  на множитель  
Adet

1 . 

Например, найдем обратную матрицу для 

                                                       
















−
−

−
=

412

112

013

А  

.05det ≠=A  Поэтому 

                                              
















⋅=−

332313

322212

312111
1

5

1

AAA

AAA

AAA

А  

             ,5
41

11
11 =

−
=A               ,10

42

12
12 =

−
−=A               ,0

12

12
13 =

−
−

=A  

             ,4
41

01
21 =

−
−

−=A             ,12
42

03
22 ==A                    ,1

12

13
23 =

−
−

−=A  

            ,1
11

01
31 −=

−
=A               ,3

12

03
32 −=

−
−=A                .1

12

13
33 =

−
−

=A  

Тогда 

                                            .

110

31210

145

5

11

















−
−

⋅=−A  

Убедимся в том, что обратная матрица найдена верно 
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=
















⋅=
















−
−

















−
−

−
⋅=

















−
−

⋅⋅
















−
−

−

100

010

001

500

050

005

5

1

110

31210

145

412

112

013

5

1

110

31210

145

5

1

412

112

013

 

то есть  .1 EAA =⋅ −  

УПРАЖНЕНИЯ 

     47) Найти матрицу, обратную для матрицы: 

          a)  ,
12

27








        б)   

















−
−

131

112

121

,              в)   ,

101

123

321

















−
−        г)   ,

962

654

321

















  

       д) ,

221

213

121















 −−
   е)  ,

1510

345

111

















    ж)   ,

1000

2100

3210

4321



















   к)  .

1000

1

1100

1110

1111























K

KKKK

K

K

K

 

     48) Доказать, что матрица, обратная диагональной, тоже  является диагональной. 

     49) Доказать справедливость равенства  ( ) АА =
−− 11  для любой невырожденной 

матрицы А.  

     50) Решить следующие матричные уравнения: 

           а)   ,
86

42

45

23







 −
=









−
−

⋅X                  б)   ,
31

52

12

64








=⋅







 −
X  

           в)   ,
177

104

42

31









−
−

=








−
−

⋅X                 г)   .
3411

3312

41

32








=⋅








X  

          д)   ,

4200

0420

0042

28217

633

1095

















=
















−
−

−
⋅X     е)  .

7111

122

757

123

211

321

















−
−=⋅

















−
− X  

 

4. КРАМЕРОВСКИЕ  СИСТЕМЫ 

 

     Рассмотрим систему  n  линейных уравнений с  n  переменными: 
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=+++

=+++
=+++

.2211

22222121

11212111

тnnnnn

nn

nn

вxaxaxa

вxaxaxa

вxaxaxa

K

KKKKKKK

K

K

                                              (1) 

Решением такой системы уравнений является любая совокупность значений 

переменных  ,11 α=x        nnxx αα == K,22   , при  подстановке которых все 

уравнения обращаются в верные равенства. Предположим, что определитель 

системы  отличен от нуля, то есть 

                                           0

21

11211

≠=∆

nnnn

n

aaa

aaa

K

KKKK

K

 . 

В этом случае система имеет единственное решение, определяемое по формулам 

Крамера: 

                           ,1
1 ∆

∆
=х           ,2

2 ∆
∆

=х     K             
∆

∆
= n

nх   , 

где  i∆ - определитель переменной ix  , который получается из определителя системы 

∆  , если в нем  i -ый столбец заменить столбцом свободных членов  ( ).,,3,2,1 ni K=    

     Пример. Решить систему: 

                                                 .

1

135

342

321

321

321









=+−
−=+−

=+−

xxx

xxx

xxx

   

1. .844
22

12

111

240

120

111

351

142

−=−−=
−

−−
=

−
−

−−
=

−
−
−

=∆  

2. .16182
26

31

010

256

341

111

351

143

1 −=−==
−

−−−
−−−

=
−
−−
−

=∆  

3. .0
42

105
1

402

311

1005

111

311

132

2 =−=−=−−=∆  
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4. .8412
64

12

010

654

142

111

151

342

3 =−=
−−
−−

=
−

−−−
−−−

=
−

−−
−

=∆  

                        ,2
8

16
1 =

−
−=x         ,0

8

0
2 =

−
=x         .1

8

8
3 −=

−
=x  

Для решения крамеровской системы линейных уравнений, кроме формул Крамера, 

можно использовать матричный способ решения. Заменим исходную систему  n  

линейных уравнений с  n   неизвестными  (1) эквивалентным ей матричным 

уравнением:  

                                                    ,BXA =⋅                                                                         (2) 

где  A  -матрица системы,  

                                                .

1

111

















=

nnn

n

aа

aа

А

K

KKK

K

 

 





















=

nx

x

x

X
M

2

1

 - матрица-столбец, составленная из переменных, и подлежащая  

  





















=

nв

в

в

B
M

2

1

 - матрица-столбец, составленная из свободных членов уравнения системы. 

Так как  0det ≠=∆ A , то А – невырожденная матрица, следовательно, существует ей 

обратная 1−А . 

Умножим обе части уравнения  (2) слева на  .1−А   

                                                   ( ) .11 ВАХАА ⋅=⋅⋅ −−  

Так как  ( ) ( ) ,11 XXEXAAXАА =⋅=⋅⋅=⋅⋅ −−  то  BAX ⋅= −1 . 

   Пример. 

                                            








=++
=++

=++

.522

1435

22

zyx

zyx

zyx

 

определению. 
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                                          03

212

315

112

≠−==∆  

 

                   
















−=
















−

−
⋅−=

















⋅
















−
−−

−−
⋅−=

















⋅=















−

3

5

2

9

15

6

3

1

5

14

2

303

124

211

3

1

5

4

2
1A

Z

Y

X

 , 

то есть  .3,5,2 =−== zyx   

УПРАЖНЕНИЯ 

     51) Выяснить, является ли данная система системой Крамера: 

                                               








=+−
−=+−

=+−

574

453

932

zyx

zyx

zyx

 

Совместна ли данная система? 

      

52) Решить системы по формулам Крамера: 

              а)   








=+−
=+−

=++

52

32

6

zyx

zyx

zyx

                                    б)   








=++
=++

−=−+

2

934

332

zyx

zyx

zyx

    

             в)    








=+−
−=+−

=+−

1

135

342

zyx

zyx

zyx

                                 г)    








=−+
=+−

=++

872

1353

42

zyx

zyx

zyx

 

    

  53) Решить системы матричным способом : 

            а)     








=++
=−

=++

2

03

622

zyx

zx

zyx

                                  б)   








=−+
=+−
=−+

23

542

032

zyx

zyx

zyx

 

            в)     








−=−+
=+−

=++

23

0

232

zyx

zyx

zyx

                                  г)    








=++
=+−
=++

3

523

732

zyx

zyx

zyx
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5. РАНГ МАТРИЦЫ 

 

Пусть  ( )−= ijaA матрица размера  nm × . Если в этой матрице выбрать 

произвольно   k   строк  и  k  столбцов  ( )mkиnk ≤≤ , то элементы, стоящие на 

пересечении этих строк и столбцов, образуют квадратную матрицу порядка  k. 

Определитель этой матрицы называется  минором   k - го порядка матрицы  А. 

Натуральное число  r  называется рангом  матрицы А, если у  нее имеется 

минор порядка  r , отличный от нуля, а все  миноры порядка  r+1  равны нулю. 

Если ранг матрицы равен  r , то всякий минор порядка r, отличный от нуля, 

называют базисным  минором. 

     Имеет место следующая  теорема: 

Если в матрице  А имеется минор М -порядка  r , отличный от нуля, а всякий минор 

порядка r+1, включающий все элементы минора М (окаймляющий минор), равен 

нулю, то ранг матрицы  А  равен r . 

     При вычислении ранга матрицы находим некоторый минор  k-го  порядка, 

отличный от нуля. Затем вычисляем только миноры порядка k+1, окаймляющие этот 

минор; если все  они равны нулю, то ранг матрицы равен  k. Практически этот 

способ нахождения ранга матрицы весьма трудоемок. Укажем еще  один способ 

вычисления ранга матрицы, основанный на применении так называемых 

элементарных преобразований матрицы 

     Элементарными преобразованиями матрицы называют следующие 

преобразования: 

   1) Умножение всех элементов строки на одно и то же число; 

   2) Перестановка двух строк; 

   3) Вычеркивание одной из двух пропорциональных строк; 

   4) Вычеркивание строки, состоящей из одних нулей; 

   5)Прибавление ко всем элементам какой-либо строки соответствующих элементов 

другой, умноженных на одно и то же  постоянное число; 
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   6) Те же операции со столбцами. 

     Справедлива следующая теорема: 

    Ранг    матрицы   не   меняется    в    результате    элементарных    преобразований, 

примененных к матрице. 

     Любую матрицу можно элементарными преобразованиями привести к 

диагональной форме. Тогда ранг  матрицы равен числу отличных от нуля элементов 

диагонали. 

     Рассмотрим оба способа отыскания ранга для матрицы А: 

                                                    .

28121

71542

42321

















−
−

−−
=А   

Первый способ. 

Выделяем в матрице  А  минор 2-го порядка, отличный от нуля: 

                                          .021210
54

32
1 ≠=+−=

−
−

=М  

Вычислим окаймляющие его миноры третьего порядка: 

          ,0

121

542

321

2 =
−
−
−

=М              ,0

812

154

232

3 =
−
−

−−
=М               .0

212

754

432

4 =
−
−
−

=М  

Так как все окаймляющие миноры равны нулю, то ранг матрицы  А  равен  2. 

Второй способ: 

   
















−
−

−−

28121

71542

42321

~

















−−
−−

−−

210200

15100

42321

~
















−−
−−

00000

15100

42321

~
















−−
−

0000

1510

4231

~ 

                               
















−−
0000

1510

0001

~ 
















−
000

510

001

~ 
















−
000

010

001

. 

     В последней диагональной матрице два элемента по диагонали отличны от нуля. 

Поэтому ранг матрицы равен 2. Иногда можно комбинировать эти два метода:  
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элементарными преобразованиями матрицу можно привести к такому виду, из 

которого ранг матрицы усматривается непосредственно. 

 

                      
















−
−

−−

28121

71542

42321

~
















−−
−−

−−

210100

15100

472321

~ 








−−
−−

210200

742321
. 

 

В последней матрице легко выделить минор второго порядка, отличный от нуля. 

 

УПРАЖНЕНИЯ 

     54) Чему равен ранг единичной матрицы порядка  n ? 

     55) Пусть  n>m . Может ли ранг матрицы порядка  mn ×  быть: 

                                   а). Больше n, 

                                   б). Равен n? 

    56) Показать, что всякая матрица ранга  r  при  помощи элементарных 

преобразований может быть преобразована в диагональную матрицу порядка  r. 

    57) С помощью элементарных преобразований привести матрицу 

                                                   
















−
−

−

3171211

2431

1112

         к диагональному виду. 

    58) Найти ранги следующих матриц: 

              а)   ,

213

312

521

















−                    б)   ,

1773

1887

1041

















                  в)   
















−
−

−

225

423

321

, 

              г)   ,

0604

0401

0010

















−
−              д)   ,

11152

3110

4121

















−            е)   ,

553

111

361

142



















−
−
−
−
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             ж)   ,

3963

2642

1321

















−
−−−

−
      з)   ,

06772

42590

22110

12341



















−−
      и)   ,

4752

5311

2431

3321

6852





















 −

 

             к)    .

305102515

413512

611153

41761



















 

   59) Чему равен ранг матрицы   
















−
−

−

16101

512

211

χ
χ

 при различных значениях  ?χ  

   60) В данной системе строк  ( ) ( ) ( ) ( )111,111,103,121 −−  найти линейно 

независимые строки и выразить через них остальные. 

   61) В      матрице   
















−
−

111

1110

132

     найти       базисные      столбцы    и       выразить 

 остальные столбцы через базисные. 

   62) В матрицах 

















−
111938

1312

4531

      и      



















−
−

−−
−

711121

4671

1318

1123

    найти     базисные    строки     и    выразить  

через них остальные строки. 

 

6. СИСТЕМЫ  ЛИНЕЙНЫХ  УРАВНЕНИЙ 

 

Рассмотрим систему  m  линейных уравнений  с  n переменными 

                                   













=++

=++
=++

.2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

тт

вxaxaxа

вxахаxа

вхахаха

K

KKKKK

K

K

                                                   (3) 
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Система, имеющая хотя бы одно решение, называется совместной. Если система 

имеет одно решение, она называется определенной; если решений более одного – 

система называется  неопределенной.  

   Матрица  А, составленная из коэффициентов при переменных, называется 

матрицей системы (3). 

                                                  .

1

111

















=

mnm

n

aа

aа

А

K

KKK

K

 

Матрица  В, полученная из матрицы  А добавлением к ней столбца свободных 

членов, называется  расширенной  матрицей системы (3) 

                                                   .

1

111

















=

mmnm

mn

ваа

вaа

В

K

KKK

K

    

Ясно, что  ( ) ( ),ArBr ≥  так как каждый минор матрицы является минором матрицы В, 

но не наоборот. 

Вопрос о совместности системы (3) полностью решается теоремой Кронекера-

Капелли: 

     ТЕОРЕМА  (критерий совместности системы линейных уравнений). 

     Для совместности системы линейных уравнений необходимо и достаточно, 

чтобы ранг матрицы  В  был равен рангу матрицы  А. 

                                                    ( ) ( ) .rArBr ==  

Предположим для определенности, что определитель  r-ого порядка, отличный  от 

нуля (базисный минор), расположен в левом верхнем углу матрицы  А .(Это всегда 

можно сделать простой перестановкой уравнений в системе). Тогда первые  r  строк 

матрицы  В линейно независимы, а так как ранг её  равен  r , то остальные строки 

матрицы  В  линейно выражаются через первые  r  строк её. Это означает, что 

первые  r  уравнений системы (3)  независимы, а остальные  m-r  уравнений является 

их следствием. Таким образом,  система состоит лишь из  r  независимых 
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уравнений, которые достаточно решить, так как остальные уравнения этими 

решениями будут удовлетворены.  

     Возможны два случая: 

     1) R=n. 

Систему из первых  r  уравнений    








=+++

=+++

rrrrr вxaxaxa

вxaxaxa

22211

1212212111

K

KKKKK

K

 

можно решить по формулам Крамера. Система (3) совместна и определена, имеет 

единственное решение. 

   Пример.    













=−=−+
=++−

=−+
−=−−

36133

34

053

332

322

321

321

322

nxxx

xxx

xxx

xxx

 

           



















−
−

−
−−

=

1313

141

531

321

A             



















−−
−

−
−−−

=

61313

3141

0531

3321

B     ~     



















−
−

−−−

0000

3141

0531

3321

, 

то есть  четвертое уравнение системы – линейная комбинация первых трех. Минор 

третьего порядка, расположенный в левом верхнем углу матрицы, отличен от нуля: 

                                     ,06

141

531

321

≠−=
−

−
−−

=∆   то есть   ( ) ,3=Br  

но определитель состоит из первых трех строк А, следовательно  ( ) .3=Ar  

   Итак,  ( ) ( ) .3 nArBr ===  Система имеет единственное решение, это решение 

находится по формулам Крамера из системы (4-ым  уравнением можно пренебречь) 

                                















=
∆
∆

==++−

=
∆

∆
==−+

=
∆
∆

=−=−−

134

1053

2332

3
3321

2
231

1
1321

xxxx

xxxx

xxxx
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 2) .nr <  

     Возьмем первые  r  уравнений системы (3) , оставим в левых частях их 

слагаемые, содержащие первые  r   переменных (назовем их основными), а 

остальные слагаемые, содержащие  n-r  переменных (свободные переменные), 

перенесём  в правые части. 

                      








++−=+++

++−=+++

++

++

.112211

111111212111

nrnrrrrrrrrr

nnrrrr

xaxaвxaxaxa

xaxaвxaxaxa

KK

KKKKKKKK

KK

                                         (4) 

     Решая систему (4) по формулам  Крамера, получим формулы, выражающие 

основные переменные  rxxx ,,, 21 K  через свободные переменные  .,,1 nr xx K+  

Придавая свободным переменным произвольные значения, получаем бесконечное 

множество всех решений системы. 

     Пример. 

                                     













=+−−+
=+−−+

==−++−
=+−−+

375554

243333

502

12

54321

54321

55421

54321

xxxxx

xxxxx

nxxxxx

xxxxx

 

                               ( ) 2

375554

243333

021111

111112

=



















−−
−−

−−
−−

= BrB  

                               ( ) 2

75554

43333

21111

11112

=



















−−
−−

−−
−−

= ArA  

                                         ( ) ( ) .2 nArBr <==  

     Минор второго порядка, отличный от нуля, расположен в левом верхнем углу 

матрицы  В. Составим подсистему линейных уравнений, состоящую из первых двух 

уравнений ( так как остальные – их линейная комбинация) и решим её относительно 

двух переменных, например,  1x  и  2x , а остальные ( )rn −  переменные  

−543 ,, xxx считаем свободными: 
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=−++−
=+−−+

02

12

54321

54321

xxxxx

xxxxx
 

или  

                                             




+−−=−
−++=+

54521

54321

2

12

xxxxx

xxxxx
 

                                                      .3
11

12
−=

−
=∆  

     Эту систему решаем по формулам Крамера: 

                              ( )5
543

5431
1 1

3

1

12

11

3

1
x

xxx

xxx
x +=

−+−−
−++

⋅−=
∆
∆

=  

                 ( )642
545

5432
2 5331

3

1

21

12

3

1
xxx

xxx

xxx
x −++=

+−−
−++

⋅−=
∆
∆

=  

     Получено  бесконечное множество решений данной системы. 

     Замечание. Если в системе  (3)   mn =   и  ,0=∆   то  ( ) .nAr <  

Тут возможны два случая: 

   1) Если  ( ) ( )ArBr =  - система совместная и неопределенная. 

   2) Если  ( ) ( ) ,ArBr ≠  то система несовместна. 

 

7. ОДНОРОДНЫЕ  СИСТЕМЫ 

 

     Частным случаем системы (1) является однородная система  ( ):021 ==== nввв K  

                                            








=+++

=+++

.0

0

2211

1212111

nmnmm

nn

xaxaxa

xaxaxa

K

KKKKK

K

                                              (5) 

     Такая система всегда совместна, так как имеет нулевое (тривиальное) решение: 

.021 ==== nxxx K  

     Чтобы однородная система имела ненулевые решения, необходимо и достаточно, 

чтобы ранг  r  её матрицы был меньше  n:   r<n. Система в этом случае 



 28 

неопределенная. Бесконечное множество её решений находится по общему правилу, 

изложенному выше для системы (3). 

     Пример. 

                                                  








==++
=+−

=++

301025

04

0243

321

321

321

nxxx

xxx

xxx

  

                                              
















−=
1025

411

243

A  

                                                   ( ) 2=Ar               ( ) .nAr 〈  

     Минор второго порядка , отличный от нуля, расположен в левом верхнем углу 

матрицы, следовательно, третье уравнение – следствие первых двух. Решаем 

систему                   




=+−
=++
04

0243

321

321

xxx

xxx
          или        .

4

243

321

321





−=−
−=+
xxx

xxx
 

     Отсюда по формулам Крамера получим: 

                       ,
7

10
,

7

18
3231 xxxx −=−=       где  −3x свободная переменная. 

      В случае  nm =   система (5) имеет единственное нулевое решение при  .0≠A  

Если  0=A , то система имеет бесчисленное множество ненулевых решений. 

     Пример. 

                                          








=++
===+−

=−+

02

305

02

321

321

321

xxx

mnxxx

xxx

 

                                        .024

121

115

112

≠−=−
−

=∆  

     Система имеет только нулевое решение  .0321 === xxx  

     Пример. 

                                         








−++
===++

=++

0963

30642

032

321

321

321

xxx

mnxxx

xxx
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                                           .0

963

642

321

==∆  

     Все миноры второго порядка тоже равны нулю – это очевидно, то есть в системе 

только одно независимое уравнение: 

                                                    032 321 =++ xxx    

     Отсюда   ,32 321 xxx −−=      где   2x   и  3x  - свободные переменные. 

  

МЕТОД  ГАУССА 
   Изложим способ решения систем линейных уравнений, который носит название 

метода последовательного исключения переменных, или метода Гаусса.  

   Пусть дана произвольная система   т  линейных уравнений с   п  переменными:  

                                    








=++

=++

mnmnm

пп

bxaxa

bхаха

...

.........

...

11

11111

                                                                    (6) 

Выпишем расширенную матрицу этой системы  В: 

                                   
















=

mmnm

n

n

baa

baа

baа

В

...

...

...

1

2221

1111

, 

где чертой отделен столбец свободных членов. С помощью элементарных  

преобразований, производимых над строками (!) этой матрицы, приводим ее к 

такому виду, чтобы матрица В оказалась трапециевидной или близкой к ней. 

   Соответствующая ей система равносильна данной и решение ее не составит 

особого труда. 

    Пример.  

                              













=++
−=−+

=+−
=++

0343

23

0

232

321

321

321

321

xxx

xxx

ххх

ххх

                 n=3 
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−−
−

0343

2131

0111

2321

 ~ 



















−−−
−−
−−−

6620

4410

2230

2321

 ~ 



















−−
−−
−−

141400

4410

141400

2321

 ~ 



















−−
0000

4410

1100

2321

  

   Соответствующая этой матрице система,   равносильная данной  

                     








−=−
=

=++

44

1

232

32

3

321

xx

x

xxx

  

       Отсюда : 








−=−−=
+−=

=

1322

44

1

321

32

3

xxx

xx

x

 

   В этом случае .3)()( === nArBr  

     Пример. 

                  













−=−++
−=−++

=++−
=−++

8778

4455

42

032

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

            n=4. 



















−−
−−

−
−

87781

44551

42111

01321

 ~ 



















−−
−−

−−
−

86460

43230

43230

01321

~ 



















−−
−

00000

00000

43230

01321

                          

r(B)=2 

   Отсюда следует система, равносильная данной: 

                      




=+−−
=−++
4323

032

432

4321

xxx

xxxx
. 

Тогда  432 3

2

3

4
xxx +−−=  

            434321 3

5

3

8
32 xxxxxx −−=+−−= , где 43, хх - свободные переменные. 

В этом случае  .)()( nArBr <=  
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  Пример. 

     













=−++
−=−++

=++−
=−++

6778

4455

42

032

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

                n=4 



















−
−−

−
−

67781

44551

42111

01321

 ~  



















−
−−

−−
−

66460

43230

43230

01321

  ~ 



















−−
−

140000

00000

43231

01321

 

Система  несовместна, т.к. последнее уравнение в матрице, равносильной данной, 

таково: 140000 4321 =⋅+⋅+⋅+⋅ xxxx . 

В этом случае  r(B)=3 

                           r=(A)=2        r(B)≠r(A) 

     Пример. 

                    















=+−++
=++++

=++++
=++++
=++++

033654

091253

02543

05432

05432

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

           n=5. 























− 33654

912531

21543

15432

54321

~























−−−−

−−−−
−−−−

1719630

48210

1311420

93210

54321

~























−
−

−
−−−−

1010000

55000

55000

93210

54321

~ 























−

00000

00000

11000

93210

54321

. 

Этой матрице соответствует система, равносильная данной 

                                     








=+−
=+++

=+++++

0

0932

05432

54

5432

54321

xx

xxxx

xxxxx

 

( ) .3=Ar  Следовательно, в системе три  переменных основных, остальные две ( )rn −  - 

свободные , выразить основные через свободные можно, например, так: 
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+=−−−−=
−−=−−−=

=

.155432

122932

6354321

535432

54

xxxxxxx

xxxxxx

xx

 

    Здесь  421 ,, xxx - основные переменные; 

                53, xx  - свободные переменные. 

 

УПРАЖНЕНИЯ 
63) Исследовать системы уравнений. В случае совместности системы, найти все 

ее решения: 

а) 








=++
=++

=+−

4

62

5

zyx

zyx

zyx

 б) 








=+−
=+−

=−+

3171211

243

12

zyx

zyx

zyx

 

в) 








=+−
=−+

=+−

4225

2423

132

zyx

zyx

zyx

 
г) 













=−+−
−=++−

−=+++
=−+−

412522

12833

342

2532

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

д) 








=+−
−=+−

=+−

574

453

932

zyx

zxx

zyx

 е) 








=−+
−=++

−=+−

11435

4

7532

zyx

zyx

xyx

 

ж) 




=−+−
=+++

1

5432

4321

4321

xxxx

xxxx
 

з) 











=+−
=+−
=+−

=++

6663

52

32

6

zyx

zyx

zyx

zyx

 

и) 








=−−+
=++−
=++−

36475

5347

24253

4321

4321

4321

xxxx

xхxx

xxxx

 
к) 











−=−+
−=+−
=+−
=+−

6553

1

235

142

zyx

zyx

zyx

zyx

 

л) 













=++++
=+−+

=++++
=++++

22369

7223

32423

132546

54321

4321

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

 

 

   64) Определить, при каких значениях а  и  b   система уравнений 
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−=++
=+−

=+−

12

3985

b23

azyx

zyx

zyx

 

а) имеет единственное решение, 

б) не имеет решений, 

в) имеет бесконечное множество решений. 

65) Подобрать λ  так, чтобы система уравнений 









=+−+
=+−+

=++−

λ4321

4321

4321

1147

242

12

xxxx

xxxx

xxxx

 имела решение. 

66) Исследовать систему при различных значениях λ : 

   а) 








=++
=++
=++

1

1

1

zyx

zyx

zyx

λ
λ

λ
                 б) 









=++
=++
=++

2

2

1

λλ
λ

λ

zyx

zyx

zyx

 

 

ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ 

67) Исследовать и найти все решения системы: 

а) 








=++
=+−

=−+

02

025

02

zyx

zyx

zyx

 б) 








=−+
=−−
=++

0253

072

064

zyx

zyx

zyx

 

в) 








=++
=+−

=++

01025

04

0243

zyx

zyx

zyx

 
г) 











=−++
=+−+
=−++

=−++

0192483

03254

04653

0342

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

д) 











=++
=−++

=++
=++

025

0732

0384

033

uzy

uzyx

zyx

zyx

 
е) 





=−+
=+−
032

0523

zyx

zyx
 

ж) 




=+−
=+−

0392

03

zyx

zyx
 з) 





=−+
=+−
02

053

zyx

zyx
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и) 




=++
=+−

0

0

azyx

zyax
 

к) 








=+−−
=−++

=−+−

0322

0532

034

uzyx

uzyx

uzyx

 

68) При каком значении  а  система имеет ненулевые решения: 

а) 




=++
=+

0423

02

yx

yax
 

б) 








=−+−
=++−
=+−−

0)5(44

04)4(6

023)5(

zayx

zyax

zyxa

 

   69*. Найти размерность и базис пространства решений данной однородной 

системы уравнений. Найти общее решение системы и какое-нибудь ненулевое 

частное решение. 

а) 








=++
=++
=−+

02

092

023

zyx

zyx

zyx

 б) 








=++−
=++−
=++−

02369

03446

04523

uzyx

uzyx

uzyx

 

в) 








=−++
=++−
=−−+

0253

03?2

0245

uzyx

uzyx

uzyx

 г) 








=++−
=++−
=++−

01433

0326

06539

uzyx

uzyx

uzyx

 

д) 











=+−+
=+++
=++−

=−+−

0634

052

0423

043

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 е) 











=−−+
=−−−
=−−−

=−−+

010224

04523

02422

0823

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

70) Решить методом Гаусса данные системы уравнений: 

а) 








=++
=++
=++

12

23

32

zyx

zyx

zyx

 б) 








=−+
=++
=++

03

32

52

zyx

zyx

zyx

 

в) 








=+−
=++−

=+

1542

02

53

zyx

zyx

yx

 г) 








=++
=++−

=++

11325

12

152

zyx

zyx

zyx

 

д) 








=++
=++

=++

9363

6242

32

zyx

zyx

zyx

 е) 








=−+
=++

−=+−

1

15

157

zyx

zyx

zyx
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ж) 








=++
=++

=++

5363

4242

32

zyx

zyx

zyx

 з) 








=++
−=+−

=−+

0411

123

32

zyx

zyx

zyx

 

и) 











−=+−
−=+−

=−−
=−+

12

15423

133

02

zyx

zyx

zyx

zyx

 к) 








=++−
=++−
=++−

42369

33446

24523

uzyх

uzyx

uzyx

 

л) 











−=−+
=+−

−=−+
=+−

71112

467

138

123

zyx

zyx

zyx

zyx

 м) 











=−+
=−++−
−=+−+

=−+−

81033

5322

3533

2432

uzx

uzyx

uzyx

uzyx

 

н) 













−=+++
=−

=−++
=+++

3232

02

125

1362

4321

41

4321

4321

xxxx

xx

xxxx

xxxx

 
о) 














−=+−
=−+−

=−−−
−=+−+

=−+

522

8523

44

1754

972

431

4321

4321

4321

321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxx

 

п) 













=++
−=++

=++
=++

5543

2964

3142

1922

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 р) 











=−++−
=−++

=++−
=−++

02343

08234

0223

032

uzyx

uzyx

uzyx

uzyx

 

с) 
















=+−
=+−

=−+−
=−+−

=−
=−

0

0

0

0

0

0

64

53

642

531

42

31

xx

xx

xxx

xxx

xx

xx

 
т) 













=++
=−+

=++
=++

0692

04

0574

0253

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 

 

ОТВЕТЫ 

12. .2,5,5 321 −=== aaa  

13. .35 CBA +=  

20. AB ⋅







;

783215

36146
 не имеет смысла. 
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22. 














−
=⋅








=⋅

213

7510

031

,
27

64
ABBA . 

23.  а) 
13

15
,

13

7 == ух ,                  б)  нет решения.       в) 1,1,2 =−== zух . 

25. 



















−−−−

−
=⋅







 −
=⋅

1225195

12151311

620142

18101224

208

121
АВВА . 

33. Да. 

34. .2=х  

35. а)  ,71 <<− x  б) 
4

9−<x . 

36. а) ,0=∆ б) ,26−=∆   в) 22a−=∆ ,  г) .282=∆ . 

37. а) ,0=∆  б) 147760=∆ ,  в) )()()( yxxzхуа −⋅−⋅−=∆ . 

38. zyzхух === ,, . 

39. 6=∆ . 

40. а) .0=x   б) 2,10 21 =−= xx . 

41. bxax == 21 , . 

42. а) 
2

7>x     б) 46 −<<− x  

43.  а) 14=∆    б) 160=∆ . 

47. б)  
















−−
−

−

315

321

352

9

1
    в) 

















−−
−

−−

211

521

411

2

1
    г) 

















−−
−

−−

3422

6324

363

15

1
  д) 

















−
−−
−−

745

534

322

 

      е) 
















−
−−

−

1515

2925

1411

 

50.  а)  








−
−

88

46
     б) 



















8

1
0

16

23

2

1

      в) 








23

12
     г)  









72

63
    д) 















 −

141

053

215

     е) 
















−
121

110

214

. 
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51. Нет, так как 0=∆ . 

52.   а) .3,2,1 === zух     б) .2,1,1 =−== zyx     в) 1,0,2 −=== zyx .    г) .1,1,1 === zyx  

53.   а) 4,3,2,1 =∆=−== zух .    б) .10,
2

3
,2,

2

1 =∆=== zyx     в) 14,1,0,1 =∆==−= zyx .      

г) .2,0,1 === zyx  

58.   а) ,3=r     б)  ,2=r     в) ,2=r      г) ,3=r     д)  ,2=r     е) ,3=r     ж) ,1=r     з) ,2=r  

       и)   ,4=r    к)  .4=r  

59.  а)  2r = , при   ,3=λ     б)  ,3=r    при  .3≠λ    

60.  4213 xxxx +−=  

63.  а) .
2

5
,

2

1
,2 =−== zух   б)  несовместна,   в)  

8

113
,

4

3 −=+= z
y

z
х . 

       г)  .0,14,7,30 4321 =−=−== xxxx    д) несовместна.        е)  3,2,1 −=−== zyx . 

      ж) 
3

524
,

3

257 43
2

43
1

xx
x

xx
x

−−=−−= ,  где  43,xx  - любые действительные числа. 

      з)  .3,2,1 === zyx     и) несовместна.    к) 
4

3
,

8

9
,

8

11 −=−=−= zyx . 

      л)  .,;34,2319,13 2152143 числаьныедействителлюбыеххxххxx −−=−−==  

64.  1) 3−≠a ,    2) ,
3

1
;3 ≠−= вa     3) 

3

1
,3 =−= ва . 

65.  .5=λ  

66.   1) единственное решение при  ,2,1 −≠≠ λλ  

        2) несовместна при  ,2−=λ  

        3) неопределенные при  .1=λ . 

67. а)  .24,0 −=∆=== zyx                       б) .47,0 =∆=== zyx  

      в) Rzzyzx ∈=−= ,
7

10
,

7

18 .                     г) Ruzuzyuzx ∈+−=−= ,,56,78 . 

      д) 0==== uzyx .                                е) Rzzyzx ∈== ,
11

4
,

11

3 . 

      ж) Rz
z

yx ∈== ,
3

,0 .                          з) Ryyzyx ∈== ,
4

11
,

4

3 . 
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      и)  Rzzayzx ∈−=−= ,)1(, .           к) Ruuzuyux ∈=== ,,
5

4
,

5

3 . 

70.  а) .8,1,3 =−=−= zyx      б) 
7

19
,

7

10
,

7

4 ==−= zyx      в) .3;2,0;6,1 === zyx  

       г) ;
2

31
;2

z
yzx

−=−=  где  z - свободная переменная. 

      д) система имеет бесконечное множество решений    yxz 23 −−= , где  yx, - 

свободные переменные. 

      з) система несовместна. 

      л) zyzx
19

17

19

11
;

19

5

19

1 +−=+−= , где  z - свободная переменная. 

     м) система несовместна. 

     р) 








−=
=
=

uz

uy

ux

2  , где  u - свободная переменная. 

     с)  нулевое решение. 
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