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Тема 6. ПРИЛОЖЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ   

Задачи для контрольной работы 

   ЗАДАНИЕ  № 1 Исследовать на экстремум : 

1.           1)     xxxy 93 23 −−= ,                            2)     3ln22 +−= xxy . 

2.           1)     1464 234 +−+−= xxxxy ,               2)     
16

4 x

x
y += . 

3.           1)      56 23 +−= xxy ,                            2)     
xx

y
1

2

1
2

−= . 

4.           1)     924163 234 −+−= xxxy ,                2)     x
x

y += 1 . 

5.           1)     
xx

y
1

3

1
3

−=  ,                                  2)     24 2xxy −= . 

6.           1)     22 )12( −= xxy ,                               2)     xexy )1( += . 

7.           1)     74
2

3

3

1 23 +−−= xxxy ,                   2)     
21

1

x
y

+
= . 

8.           1)     
x

x
y

2

2
+=  ,                                     2)     )1(2 xxy −=  . 

9.           1)     8080 5 −−= xxy ,                            2)     
3

1362

−
+−=

x

xx
y . 

10.         1)     132
3

1 23 ++−= xxxy ,                     2)     
2

2

−
=

x

x
y . 

11.         1)     xxxy 1232 23 −+= ,                         2)     
2

3 2

+
−=

x

x
y . 

12.         1)     xxxy 3632 23 −+= ,                         2)     
x

xy
1+= . 

13.         1)     62 24 +−= xxy ,                              2)     
x

x
y

1

2

2

+= . 

14.         1)     42

2

1
317 xxy +−=                           2)     







 −=
2

11
2

xx
y . 

15.         1)     ( )22 2−= xxy ,                                 2)     2
3

3
x

x
y += . 

16.         1)     ( ) ( )22 11 −⋅+= xxy                           2)     xxxy 96 23 ++=  
 

   ЗАДАНИЕ  № 2  Найти наибольшее и наименьшее значения функции: 

1.     1201572 345 +−−= xxxy      на отрезке  [ ]1;0 .       3. 4222 xxy +−=   на отрезке   [ ]3;0 . 

2.     52 24 +−= xxy            на отрезке  [ ]2;2− .            4.  xxy −= 2sin     на отрезке  






2
;0

π . 
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5.     ( ) 3 21 xxy ⋅−=           на отрезке   [ ]2;0  .      11.  112154 23 −+−= xxxy   на отрезке   [ ]2;0 . 

6.     xxy 2−=               на отрезке      




 4;
9

1 .   12.  7123 +−= xxy            на отрезке   [ ]3;0 . 

7.     403632 23 +−−= xxxy   на отрезке   [ ]3;1 .    13.   42415 xxy −+=         на отрезке   [ ]2;1− . 
8.    xxy 2sin −=                 на отрезке   [ ]π;0 .     14.   33 xxy −=                 на отрезке   [ ]3;2− . 
9.    296 23 −+−= xxxy       на отрезке   [ ]4;0 .     15.   33 xxy −=                 на отрезке   [ ]3;0 . 
10.  1185,7 23 ++−= xxxy    на отрезке   [ ]4;0 .     16. 132 23 +−= xxy          на отрезке   [ ]2;0 . 
 

   ЗАДАНИЕ № 3  

1. При каких размерах коробка  (без крышки), изготовленная из квадратного листа 

картона, со стороной  a , имеет наибольшую вместимость? 

2. Среди всех прямоугольников, имеющих данный периметр 2a, найти тот, площадь 

которого наибольшая. 

3. Кусок проволоки данной длины  l  согнуть в виде прямоугольника так, чтобы 

площадь последнего была наибольшей. 

4. Число 50 записать  в виде суммы двух чисел, сумма кубов которых наименьшая. 

5. Записать число 625 в виде  произведения двух положительных чисел так, чтобы 

сумма их квадратов была наименьшая. 

6. Из всех прямоугольников, площадь которых равна 9 см2, найти прямоугольник с 

наименьшим периметром. 

7. Из всех прямоугольных параллелепипедов, у которых в основании лежит квадрат и 

площадь полной поверхности равна 600 см2, найти параллелепипед наибольшего 

объема. 

8. Из всех прямоугольников с периметром  P   найти прямоугольник с наименьшей 

диагональю. 

9. Из всех равнобедренных треугольников с периметром  P  найти треугольник с 

наибольшей площадью.  

10.  Из  всех  прямоугольных  треугольников,  у  которых   сумма   одного   катета       и 
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гипотенузы равна  l , найти треугольник с наибольшей площадью.  

11.  Найти размеры открытого сверху цилиндрического бака данного объема 64 литра, 

при которых на его изготовление пойдет минимальное количество жести. 

12.  Окно магазина имеет форму прямоугольника, заканчивающегося полукругом. 

Периметр фигуры равен 15м. При каком размере полукруга окно будет пропускать 

наибольшее количество света? 

13.  Образующая конического сосуда равна 25см. Какой должна быть  его высота, 

чтобы вместимость сосуда была наибольшей. 

14.  Определить наибольшую площадь прямоугольника, вписанного в круг радиуса  r. 

15.  Решеткой длиной 120 м нужно огородить площадку наибольшей площади. Найти 

размеры этой площадки. 

16. Разложить число 10 на два слагаемых так, чтобы произведение их было 

наибольшим. 

ЗАДАНИЕ № 4  Найти точки перегиба функции: 

1.   2
3

6
x

x
y −= .                          2.   596 23 ++−= xxxy .                 3.   

22

5

x

x
y

+
= . 

4.   2353 45 −+−= xxxy .           5.   
( )21

12

−
−=

x

x
y  .                             6.   

12 −
=

x

x
y . 

7.   24
1

x
x

y += .                         8.   
3

1
2 +

=
x

y  .                               9.   
1

3

−
=

x

x
y . 

10. 
21 x

x
y

+
= .                          11. 

42 −
=

x

x
y .                               12.   

( )22

124

−
−=

x

x
y . 

13.  
21

6

x

x
y

+
= .         14.  

2

1

x

x
y

+= .            15.   xxey = .             16. ( )221 x

x
y

−
= . 

 

   ЗАДАНИЕ № 5  Найти асимптоты графика функции: 

1.   
x

x
y

12 += .                            2.   
2

3

1 x

x
y

−
= .                                 3.   

x

xx
y

5

532 2 +−= . 

4.   
4

2

+
=

x

x
y  .                            5.   

54

1
2 +−

=
xx

y  .                          6.   
21

1

x
y

−
= . 
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7.   
)3)(2)(1(

1

−−−
=

xxx
y .         8.   

2)1(

12

−
−=

x

x
y  .                               9.   

12

2

−
=

x

x
y . 

10.  
2

3

)1(2 +
=

x

x
y  .                    11.  

13

4

−
=

x

x
y .                                  12.   

3

2

)1(

)1(

+
−=

x

x
y . 

13.  
2

23

2

372

x

xxx
y

−++= .     14.  
)4(

16
2 −

=
xx

y .      15.   
3

4 13

x

x
y

+= .       16.   
1

222

−
+−=

x

xx
y . 

    

     ЗАДАНИЕ №  6  Исследовать функцию и построить ее график: 

1.   
32

3

−
=

x

x
y .             2.   xxy 33 −= .               3.   

24

3

x

x
y

+
= .             4.   

21

1

x
y

−
= . 

5.   
12 −

=
x

x
y .             6.   

2

3

)1(2 +
=

x

x
y .             7.   

12

2

−
=

x

x
y .              8.   

1

3

−
=

x

x
y .  

9.  
2

3

3 x

x
y

−
=  .            10.   xxey −= .                 11. 

3

1
2 +

=
x

y  .             12.  
42 −

=
x

x
y  . 

13. 
3

4 13

x

x
y

+= .           14.   
1

222

−
+−=

x

xx
y .        15. 

4

8
2 −

=
x

y .             16.   
2)2(

124

−
−=

x

x
y . 

 
 

Тема  7. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

        ЗАДАНИЕ № 1а   Найти  
x

z

∂
∂   и  

y

z

∂
∂   функции: 

1.   ( )xyz xy 2sin2 += . 9.    ( )yxarctgxz y ++= . 

2.   ( )yxez xy lnln ++= . 10.  
x

y
tgz = . 

3.   
y

x
arctgz = . 11.   ( )yxz += 2sinln . 

4.   
y

yx
arctgz

+= . 12.   ( )22sin3 yxz xy ++= . 

5.   xz xy arcsin2
3

+= . 
13.   ( )xyxez y

x

++= 2ln . 
6.   ( )xyyxz ++= 22ln . 14.   xyz lncos= . 

7.   
y

x
z

2

arcsin= . 15.   
y

x
tgz ln= . 

8.   22arccos yxz += . 16.   ( )22ln yxtgz += . 
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     ЗАДАНИЕ № 1б  Найти  
x

z

∂
∂   и  

y

z

∂
∂   функции: 

1.   
xy

yx
z

+= arcsin . 9.    ( )xyz cosln= . 

2.   ( ) ( )yxtgyxz 2sin ++= . 10.   
22 yx

x
z

+
= . 

3.   ( )xyyxz ++= 22 3ln . 11.   
x

y
arcctgz = . 

4.   
x

y

y

x
tgz sin⋅= . 12.   

y

x
arcctgz = . 

5.   
yx

xy
z

+
=

5
ln . 13.   22 yxz += . 

6.   xyyxz −+= 33 sincos . 14.   
yx

yx
z

3

2

−
+= . 

7.   xy yxz += . 15.   222 yxez yx ++= + . 

8.   
y

x
z lnsin= . 16.   xyz arcsin= . 

     ЗАДАНИЕ № 2 Показать, что 

1.   
xy

z

yx

z

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

   для функции   ( )yxz += 2ln . 

2.   
xy

z

yx

z

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

   для функции   22 yxyz += . 

3.   
xy

z

yx

z

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

   для функции   yxz = . 

4.   0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z   для функции  
y

x
arctg .  

5.   0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z    для функции   
22

1
ln

yx
z

+
= . 

6.     0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z    для функции   ( )yyyxez x sincos −= . 

7.   
xy

z

yx

z

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

   для функции   
y

x
z arccos= . 
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8.   
2

22

2
y

z
y

y

z

x

z

yx

z
x

∂
∂⋅=









∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂    для функции   x

y

xez
−

= . 

9.   02
2

2

2

=
∂∂

∂+
∂
∂

yx

z

y

z    для функции   






 −=
2

cos2 2 y
xz . 

10.  0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z    для функции  ( )22ln yxz += . 

11.   0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z    для функции   yez x cos⋅= . 

12.   
22

22 1

xx

z

yx

z =
∂
∂+

∂∂
∂    для функции   








−=

yx
z

11
ln . 

13.   0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

z

x

z    для функции   
x

y
arctgz = . 

14.   0
22

2

2

2

2

=








∂∂
∂−

∂
∂⋅

∂
∂

yx

z

y

z

x

z    для функции   ( )yx eez += ln . 

15.   
2

2
2

2

2

y

z
a

x

z

∂
∂=

∂
∂    для функции   

222 xay

y
z

−
= . 

16.   
yxy

z

x

z

yx

z

−
=

∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂ 2

2
2

2

2

22

   для функции   
yx

xy
z

−
= . 

 
       ЗАДАНИЕ № 3 Вычислить приближенно с помощью дифференциала: 

1.   
22 97,203,1

4

+
. 9.    32 004,3003,2 ⋅ . 

2.   
05,1

96,0
arctg . 10.  23 97,002,1 ⋅  . 

3.   
22

2

01,305,2

05,2

+
. 11.   ( )198,003,1ln 43 −+ . 

4.   98,003,1 . 12.   02,204,1 . 

5.   05,197,0 . 13.   22 03,302,4 + . 

6.   09,009,3 e⋅ . 14.   01,302,1 . 

7.   33 98,105,1 + . 15.   02,298,0 . 

8.   22 93,205,4 + . 16.   02,101,2 е⋅ . 
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       ЗАДАНИЕ № 4  Исследовать на экстремум: 

1.   28622 −+−+= ухyxz . 9.     51113 22 +−−−+= yxхухуz .  

2.   yxyxyxz −−++= 222 . 10.   1786 22 −−−−= yxyxz . 

3.   622 22 +−−−= yxyxz . 11.   22 212 yxxz ++−= . 

4.   34422 +−++= yxyxz . 12.   14222 ++−+= yxyxz . 

5.   17108 22 +++−−= yxyyxxz . 13.   7111322 +−−++= yxyxyxz . 

6.   454 22 +−−−+= yxyxyxz . 14.   10232 22 +−−= yxxyz . 

7.   493 22 −−−−+= yxyxyxz . 15.   122 +−+++= yxyxyxz . 

8.   2261 yxyxxz −−−+= . 16.   2244 yxyxz −−−= . 

      

     ЗАДАНИЕ № 5 Найти наибольшее и наименьшее значения функции: 

1.  xyxyxz 42 22 −−+=    в треугольнике со сторонами  .3,0,1 ==+= xyxy  

2.  142 22 ++−−= xyxyxz    в треугольнике со сторонами  .3,0,01 −===++ xyyx  

3.  22 −+= xyxz   в замкнутой области, ограниченной   44 2 −= xy  и осью OX . 

4.  342 22 −+−−= xxxyyz  в треугольнике со сторонами  2,0,1 ==+= yxxy . 

5.  yxyxyxz 222 22 +−−+=    в треугольнике со сторонами  .2,0,2 ==+= xyxy  

6.  1022 −+= xyxz  в замкнутой области, ограниченной   42 −= xy  и осью OX .  

7.  xyxyxz 2
2

5
2 22 −+−=  в квадрате  .20,20 ≤≤≤≤ yx  

8.  xyyxz −+= 2   в квадрате  .40,40 ≤≤≤≤ yx  

9.  xyxz −= 2

2

1   в замкнутой области, ограниченной  линиями  
3

2x
y =  и .3=y  

10.  yxz 21 ++=  в области, ограниченной прямыми  .1,0,0 =+== yxyx  

11.  yxz 21 ++=  в области, ограниченной прямыми  .1,0,0 =−== yxyx  

12.  yxxyxz 8422 +−+=  в прямоугольнике,   ограниченном  прямыми 

.2,1,0,0 ==== yxyx  
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13.   22 42 yxxyxz −++=    в треугольнике со сторонами  .0,0,02 ===++ yxyx    

14.   1642 22 −−+−= xxyyxz    в треугольнике со сторонами  .3,0,0 =+== yxyx    

15.   xyxyxz 4
2

1
22 22 −−+=    в треугольнике со сторонами  .0,2,2 === xyxy    

16.  435 22 ++−= yxyxz    в квадрате, ограниченном прямыми   .1,1,1,1 =−==−= yyxx  

 

        ЗАДАНИЕ № 6  Найти производную функции: 

1.    133 223 ++−= xyyxxz  в точке  (3;1) в направлении от этой точки к точке (6;5). 

2.   xyarctgz =   в точке  (1;1) в направлении биссектрисы 1-го координатного угла. 

3.   13322 −−−= yxyyxz   в точке  (2;1) в направлении от этой точки к началу координат. 

4.   
y

x
arctgz =   в точке (1,1) в направлении луча, образующего угол в 60о с осью ОХ. 

5.   ( )yx eez += ln   в начале координат в направлении луча, образующего угол в 30о 

                             с осью OX. 

6.   
x

y
arctgz =    в точке  (1;3) по направлению вектора { }4;3=e

r . 

7.   22 2yxyxz −−=  в точке  (1;2) в направлении, составляющем с осью OX угол в 60о. 

8.  243 yxyxz ++=  в точке  (1;2) в направлении вектора, образующего с осью OX угол    

                              в 45о. 

9.   
x

y
arctgz =     в точке  (3;1) по направлению вектора { }4;3=e

r . 

10.  ( )yx eez += ln   в точке  (1;1) в направлении биссектрисы 1-го координатного угла. 

11.   532 +−= xyxz   в точке  (1;2) в направлении от этой точки к точке (1;1). 

12.   xyxxyz −+= 32   в точке (1;1) в направлении, образующем углы α=30о,  β=60о. 

13.   xyyxyz 32 32 ++=   в точке  (4;1) в направлении от этой точки к точке (5;1). 

14.   xyz =   в точке  (5;1) в направлении от этой точки к точке (9;4). 

15.   32 xyxz +=   в точке  (1;1) по направлению вектора { }1;1−=e
r . 
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16.   223 63 yxyyxxz +++=   в точке  (1;1) в направлении от этой точки к точке (2;2). 

        ЗАДАНИЕ № 7 Найти формулу вида   baxy +=   методом наименьших квадратов 

по данным опыта: 

1.  
x 1 2 3 4 5 

y 3,2 4,2 2,7 0,7 1,2 
 

2.   
x 1 2 3 4 5 

y 3,4 4,4 2,9 0,9 1,4 
 

3.   
х 1 2 3 4 5 

у 3,6 4,6 3,1 1,1 1,6 
 

4.   
х 1 2 3 4 5 

у 4,6 5 3,4 1,2 1,8 
 

5.   
х 1 2 3 4 5 

у 4 5 3,5 1,5 2 
 

6.   
х 1 2 3 4 5 

у 2,8 3,8 2,3 0,3 0,8 
 

7.   
х 1 2 3 4 5 

у 4,1 5,1 3,6 1,6 2,1 
 

8.   
х 1 2 3 4 5 

у 4,4 5,4 3,9 1,9 2,4 
 

9.   
х 1 2 3 4 5 

у 4,6 5,6 4,1 2,1 2,6 
 

10.   
х 1 2 3 4 5 

у 4,8 5,8 4,3 2,3 2,8 
 

11.   
х 1 2 3 4 5 

у 3 4 2,5 0,5 1 
 

12.   
х 1 2 3 4 5 

у 3,7 4,7 3,2 1,2 1,7 
 

13.    
х 1 2 3 4 5 

у 2,9 3,9 2,4 0,4 0,9 
 

14.   
х 1 2 3 4 5 

у 3,1 4,1 2,6 0,6 1,1 
 

15.   
х 1 2 3 4 5 

у 2,5 3,5 2,0 0 0,5 
 

16.   
х 1 2 3 4 5 

у 2,6 3,6 2,1 0,1 0,6 
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Тема 8. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ   

Задачи для контрольной работы 

   ЗАДАНИЕ   Вычислить неопределенные интегралы: 

1.   1)    ( )∫ + 23

2

23 x

dxx ,             2)    ∫ − 41 x

xdx ,           3)    ∫
+

dx
x

xln1 ,           4)   ∫ + 46

2

x

dxx , 

       5)    ∫ dx
x

x

cos

sin5

,            6)    ∫ +−
−

dx
xx

x

1

13
2

,    7)    ∫ −
dx

x

x

1

arcsin  ,         8) ∫ ⋅ xdxtgx 2  ,  

       9)     ∫ +14 3x

dxx  ,             10)    ∫
−

dx
x

x
2

21 . 

2.   1)   ∫ +3 cos23

sin

x

xdx ,           2)   ∫ dx
x

x

5

ln  ,                 3)   ∫ −

+
dx

x

xx
21

arcsin ,         4)   ∫ +14x

xdx , 

      5)   ∫ xx

dx
22 cossin

 ,         6)   dx
xx

x
∫ −+

−
124

15
2

,       7)   ( )∫ + dxx 1ln 2  ,            8)   ∫ ⋅ arctgxdxx , 

      9)   ∫
+

dx
x

x21 ,            10)   ∫ − dxxx 923 . 

3.   1)   ∫ −

−
dx

x

x
223

2 ,           2)   ∫ xdxxtg 2sec2 23 ,     3)   
( )∫ − 23 1arcsin xx

dx  ,   4)   ∫ + 92 2x

dx , 

      5)   ∫ dx
x

7
cos5 ,               6)   ∫ ++

−
dx

xx

x

22

13
2

,     7)   ∫ xdxarctgx 22  ,           8)   ∫ xdx2ln , 

      9)   ∫ − x

dxx

2

2

,              10)   ∫ − 2

2

1 x

dxx . 

4.   1)   ∫ − dxxx 2215 ,          2)   ∫ − 78

2
3

2

x

dxx ,              3)   ∫
−

dx
e

e
x

x 12

,           4)   
( )∫

+− 2321 x

dx , 

      5)   ∫ xdxctg 3 ,                 6)   ∫ ++
−

dx
xx

x

134

7
2

,      7)   ( )∫ + dxxx 1ln2 ,     8)   ∫ xdxarccos , 

      9)   ∫ +
+

dx
x

x
3 12

1 ,             10)   ∫ −1624 xx

dx . 

5.   1)    ∫ +1sin2

cos

x

xdx ,            2)     ∫ −
+

dx
xe

xe
x

x

cos

sin ,       3)    ∫ +
dx

x

arctgx

21

2 ,           4)   ∫ + 42x

x

e

dxe , 

      5)    ∫ xdxtg 4  ,                  6)      dx
xx

x
∫ ++

−
1

2
2

,          7)    ∫ dx
x

x
3

ln ,           8)   ∫ dxxarctg  , 

      9)     ∫ ++
+

dx
x

x
3 31

3 ,        10)      ∫
−

dx
x

x
2

21 . 
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6.   1)      ∫ −
−

dx
x

x

3

42

,              2)      ∫ +
+

dx
x

arctgxx
21

 ,           3)    ∫ 5 2sin

cos

x

xdx  ,        4)   ∫ − x

x

e

dxe
21625

, 

       5)     ∫ xdxctg 4  ,               6)      dx
xx

x
∫ −+

+

2

4
2

,         7)    ( )∫ + dxxx 1ln 2 ,    8)  ∫ dxex x22 , 

       9)    ∫ + 3 xx

dx ,             10)      ∫ − dxx 23 . 

7.    1)     ∫ 3 2cos

sin

x

xdx ,               2)      ∫ +
dx

x

x

13

2
2

,             3)      ∫ dxxx 2sin ,       4)   ∫ − 2251 x

dx , 

        5)     ∫ ⋅ xdxxtg 42 sec ,       6)      ∫ ++
+

dx
xx

x

22

2
2

 ,         7)      ∫ xdxx ln ,       8)   ∫ xdxx sin2 , 

         9)     ∫ + x

xdx

1
,             10)     ∫ −

dx
x

x
2

3

1
. 

8.     1)     ( )
∫

−
dx

x

x
2

3
3  ,        2)     ∫ +−

−
dx

xx

x

53

32
2

,           3)   ∫
+

dx
x

xln2 ,       4)   ∫ − 294 x

dx , 

        5)    ∫ ⋅ xdxx 52 cossin ,     6)    ∫ +−

−
dx

xx

x

14

12
2

,         7)    ∫ ⋅ dxex x32 ,           8)   ∫ xdxx ln , 

         9)    ∫ ++ 112x

xdx ,        10)    
( )∫

− 321 x

dx . 

9.     1)    ∫
++

dx
x

xxx
2

35

,        2)   ∫ + 72 2x

xdx ,                 3)   ∫ xx

dx
2ln

,             4)   ∫ − 41

4

x

xdx , 

        5)    ∫ xdxtg 4  ,                  6)    ∫ +−
+

dx
xx

x

14

15
2

 ,          7)   ( )∫ + xdxx ln32 ,   8)   ∫ ⋅ xdxx cos , 

          9)     ∫ −
+

dx
xx

x

2

1 ,           10)   ∫ −
dx

x

x
2

2

4
. 

10.    1)       ∫ −12 2x

xdx ,             2)    ∫ + xx

dx

ln1
 ,           3)   ∫ +

dx
x

x
3 2cos1

2sin ,      4)   ∫ − 8

3

1 x

dxx , 

             5)      ∫ xdx2sec4  ,         6)   ∫ ++

+
dx

xx

x

136

43
2

,     7)   ∫ xdxx 6cos2 ,       8)    ( )∫
−

⋅− dxex
x

22 , 

          9)       ∫ −1

3

x

dxx ,            10)   
( )∫

+ 324 x

dx . 

11.      1)     ∫
+

dx
x

xln2 ,        2)    ∫ 5 2sin

cos

x

xdx ,           3)   ∫ +

+
dx

x

x
241

31 ,       4)  ∫ − x

x

e

dxe
24

, 

            5)     ∫ dx
x

tg
3

3 ,             6)    ∫ −+
−

dx
xx

x

72

32
2

,     7)   ∫ ⋅ dxx
x

22 5 ,        8)   ∫ dx
x

x
2

ln , 
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            9)    ∫ +
+

dx
x

x
3 12

1 ,         10)    ∫
−

dx
x

x 12

. 

 

12.       1)    ∫ +3 cos23

sin

x

xdx ,         2)     ∫ dx
e

x
x2

 ,             3)    ∫ − 24 x

dx ,         4)   ∫ +
dx

x

arctgx

21

3 , 

            5)     ∫ xdx5cos ,            6)      ∫ ++
+

dx
xx

x

52

2
2

,     7)   ∫ xdxx 4sin2 ,      8)   ( )∫ + dxxx 1ln 24 , 

             9)     ∫ −1

3

x

dxx ,             10)     ∫ + 21 xx

dx .   

 

13.        1)     ∫ + dxxx 42 2  ,     2)     
( )∫

− 32 2x

xdx  ,       3)   ∫
+

dx
x

x

2

ln2 ,       4)   ∫ + 6

2

5 x

dxx , 

             5)     ∫ xdx5sin ,           6)    ∫ −+

−
dx

xx

x

166

63
2

,  7)   ∫
−

dxex
x

22  ,        8)   ∫ arctgxdxx3 , 

              9)     ∫ +
dx

x

x

1
,          10)    ∫

−
dx

x

x
4

2 25 . 

 

14.        1)      dx
x

x
∫ − 21

arcsin  ,          2)      ∫
−

dx
x

x3 7ln ,    3)   ∫ dxxe x2

,         4)   ∫ + 6

2

4 x

dxx , 

               5)     ∫ dx
x

2
sin2  ,           6)    ∫ +−

+
dx

xx

x

46

34
2

,    7)   ∫ xdxarcsin ,    8)  ∫ dx
x

x
5

ln , 

               9)    ∫ + 9x

xdx  ,              10)   dxx∫ − 24 . 

 

15.          1)    ∫ −12xe

xdx ,              2)   ∫ +10ln xx

dx ,           3)    ( )∫ − dxxxx
2

72 ,     4)   ∫ − x

x dx

41

2 , 

                5)   ∫ xdx2sin ,          6)  ∫ −+

−
dx

xx

x

2110

2
2

,   7)   ( )∫ + dxxx 53sin2  ,  

                8)  ∫ +
dx

x

x

1

arcsin ,        9)   ∫ −1

3

x

dxx ,               10)   ∫ −⋅ 922 xx

dx . 

16.            1)   ∫ − x

x

e

dxe
3

3

1
 ,       2)  ∫ ⋅− xdxx sincos2 ,     3)  ∫ +

−
dx

x

arctgx
21

1 ,    4) ( )
∫

−⋅
dx

x

xx
2

32 , 

                 5)   ∫ xdx2cos ,     6)   ∫ −+

+
dx

xx

x

124

5
2

,       7)   ∫ ⋅ arctgxdxx  ,    8)  ∫ ⋅ xdxx ln3  ,  

                 9)    ∫ + 4 xx

dx ,  10)   ∫
−

dx
x

x
2

24 . 
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Тема 9.  ОПРЕДЕЛЕННЫЙ  ИНТЕГРАЛ  И  ЕГО  ПРИЛОЖЕНИЯ 

Задачи для контрольной работы 

   ЗАДАНИЕ  № 1 Вычислить интегралы: 

1.  1) ∫ ++

4

0 121 x

dx     2)  ∫
1

0

2 dxex x  .                  2.  1) ∫ +−

−29

3
3 2

3 2

3)2(

)2(
dx

x

x
2)  ∫

−

+
1

0

)1ln(
e

dxx .   

3.  1) ∫ +

8

3 1 x

xdx           2)  ∫ ⋅
2

0

cos

π

xdxx .                4.  1) ∫
− ++

0

1
3 11 x

dx           2)  ∫
3

1

ln xdxx .    

5.  1) ∫
−5

1

1
dx

x

x       2)  ∫ ⋅
3

0

arctgxdxx  .             6. 1) ∫ +

4

1 42 x

xdx              2)  ∫
π2

0

2 cosxdxx .   

7.  1) ∫
+4

1
2

1
dx

x

x       2)  ∫
−

1

0

dxxe x  .                    8. 1) ∫ −⋅
9

1

3 1 dxxx            2)  ∫ ⋅
π

0

sinxdxx .    

9.  1) ∫ +
−9

4 1

1
dx

x

x      2)  ∫ ⋅
0

cos
π

xdxx  .                10. 1) ∫ +

8

3 1x

xdx               2)  ∫ ⋅
2

0

cos

π

xdxx .   

11. 1) ∫ +
5

0

4dxxx   2)  ∫ +
1

0

)5ln( dxx  .               12. 1) ∫ +

6

1 3
dx

x

x           2)  ∫
−

1

0

dxxe x .  

13. 1) ∫ −

9

4 1
dx

x

x    2)  ∫ +
3

0

)3ln( dxx .                14. 1) ∫ +

4

0 1x

dx               2)  ∫
e

xdx
1

ln  .     

15. 1) ∫ +

8

3 1 x

xdx       2)  ∫ +
2

1

)1ln( dxxx .               16. 1) ∫ +

1

0 1
dx

x

x              2)  ∫
2

1

0

arcsinxdx .   

 

   ЗАДАНИЕ  № 2  Вычислить площади фигур, ограниченных линиями:                                                                                       

1.   1)   y=6x-x2    и     y=0.                                2)   y2=x3,    x=0   и   y=4. 
2.   1)   y=x2+4x    и     x-y+4=0.                       2)  xy=6   и   y=7-x. 
3.   1)   y=x3    и     y=x.                                     2)   y=x2-6x+10    и   y=x. 
4.   1)   y=x3    и     y=2x.                                   2)   x2=9y    и   x=3y-6. 
5.   1)   y2=4x    и     y=x.                                  2)   y=2-x2   и   y3=x2. 

6.   1)   y2=4x    и     2

4

1
xy = .                            2)   x=2-y-y2   и   x=0 . 

7. 1)   3y=x2    и     3x=y2.                                 2)   y=6x-x2-5  и   y=0. 
8. 1)   y=x2-3x    и     y=4-3x.                           2)   y=x2-5x+6,    x=0   и   y=0  

                                                                            (прилегающую к обеим осям). 
9. 1)   y=2x-x2    и     y=x.                                2)   y2=x3,    x=0   и   y=1. 
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10. 1) 2

2

1
xy =     и     y=4-x.                             2)   y3=x2    и   y=1. 

11. 1)   x=y2    и     1
4

3 2 += yx .                        2)   y=lnx,    x=e   и   y=0. 

12. 1)   y=x2    и     2x-y+3=0.                         2)   xy=6,    x=1,   x=e   и   y=0. 
13. 1)   y=4-x2    и     y=0.                                2)   y2=9x,   и   y=3x. 

14. 1)   2

2

1
xy =     и     x+2y-6=0.                    2)   y=x2,    и   y2=x. 

15. 1)   4x=y2    и     4y=x2.                              2)  3
2

1 2 +−= xy    и   y=1. 

16. 1)   y=x2    и     y=x+2.                               2)   x=8y-y2-7    и    x=0 . 
 

   ЗАДАНИЕ №  3  Найти объемы тел, образованных вращением вокруг оси  
OX фигуры, ограниченной линиями: 
1.   1)   xy=5,   y=0,   x=1,   x=5.                    2)   y2=x3,   x=1,   y=0. 
2.   1)   y=9-x2,   y=0.                                      2)   2x+3y-6=0,   x=0,   y=0. 
3.   1)   y=2x-x2   y=0.                                     2)   xy=2,   x=2,   x=4. 
4.   1)  xy −= 5 ,   x=-5,   y=0.                      2)    y=x2,   2x-y+3=0. 
5.   1)   y=ex,   x=0,   x=1,   y=0.                    2)   y=x2-9,   y=0. 
6.   1)   y=lnx,   y=0,   x=1,   x=2.                  2)   y=4x-x2,   y=0. 
7.   1)   y=-x2+8,   y=x2.                                  2)   xy=4,   x=1,   x=4,   y=0. 
8.   1)   2y2=x3,   x=4.                                      2)   y=ex,   x=0,   y=0,   x=1. 
9.   1)   y2=2x,   x=3,   y=0.                             2)   y2=x3,   y=0,   x=1. 
10.  1)  y2=2x,   2x=3.                                     2)   y=8x-x2,   y=0. 
11.  1)   y2=9x,   y=3x.                                    2)   xy=1,   x=1,   x=5. 
12.  1)  y=sinx,   x=0,   π=x ,   y=0.               2)   y2=4x,   x=4,   y=0. 
13.  1)  y=x2+1,   y=0,   x=-2,   x=2.               2)   xy=2,   y=0,   x=1,   x=2. 
14.   1)   xy=4,   2x+y-6=0.                               2)   y2=2x,   x2=2y. 
15.   1)   y=3x-x2,   y=0.                                     2)   xy=1,   y=0,   x=1,   x=3. 
16.   1)   y=e2x,   y=0,   x=0,   x=1.                    2)   5x+3y-15=0,   y=0,   x=0.  
 

Тема 10.  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ  

Задачи для контрольной работы 

   ЗАДАНИЕ . Решить дифференциальные уравнения: 

1.       1)   dxxyydyxydyxdx 22 2334 −=− ,                  2)   011 22 =+′++ xyyyx , 

          3)   1)1(,2 ==−′ yx
x

y
y ,                               4)   xxctgxyy sin2=⋅−′ , 
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           5)   ( ) 02 =′−′′ yyy ,                                          6)   174223 2 −−=+′+′′ xxyyy , 
7) ( )xxeyy x cossin42 +=′+′′ . 

2.        1)    ydyxydydxy 224 =−+ ,                         2)   023 22 =+++ dyxydxyx , 

           3)     xtgxyy 2cos=⋅+′ ,                                 4)   xx
x

y
y 2

2
2 +=

+
−′ , 

           5)    ( ) 012 =+′+′′ yyy ,                                    6)   
7

2
)0(,1)0(,3 2 −=′==′−′′ yyxyy , 

7) xeyyy x 6sin44 2 ⋅−=+′−′′ .  

3.        1)     ydyxydydxy 223 =−+ ,                         2)   dxxyydyxydyxdx 22 3266 −=− , 

           3)      )1(
1

1 +=⋅
+

−′ xey
x

y x ,                          4)   ( ) ππ 2,sin ==−′ yxx
x

y
y , 

5)      0=′−′′ yyx ,                                          6)   xeyyy 21282 =−′+′′ , 
7) ( )xxeyy x cossin22 +−=′+′′ . 

4.        1)     ( ) 05 22 =++ dxyedye xx ,                           2)     01
1

1
2

2

=+
−
−′

y

x
yy , 

           3)     x
x

y
y sin=+′ ,                                         4)     

7

2
)1(,

2
2 ==+′ yx

x

y
y ,   

           5)     ( ) 03 2 =′+′′⋅ yyy  ,                                   6)     xeyyy 33276 =−′−′′ , 
7) xxyy 7sin37cos2 +=+′′ . 

5.        1)     dxxyydyxydyxdx 22 2366 −=− ,                 2)     045 22 =+++ dyxydxyx , 

           3)     2)0(,
1

2

1

2
2

2

2
=

+
=

+
+′ y

x

x
y

x

x
y ,               4)     xe

x

x

x

y
y ⋅+=+′ 1 , 

           5)     ( ) 02 =′+′′ yyy ,                                        6)    121062 2 +−=′−′′ xxyy , 
7) xyyy 2sin52 −=+′+′′ . 

6.        1)    ( ) 04 =−+ dxedyey xx ,                                  2)   04 22 =++′⋅− xxyyx , 

           3)    5)1(,
12

3
=−=−′ y

xx

y
y ,                               4)    ( ) 212 2

x

x

xy
y =

−
+′ , 

           5)     ( )212 yyy ′+=′′ ,                                           6)    134 −=+′−′′ xyyy ,   
7) ( )xxeyyy x cos3sin584 −=+′−′′ .  

7.       1)     dxxyydyxydyxdx 22 222 −=− ,                       2)    014 22 =+++ dyxydxyx , 

3)     32
xy

x
y =+′ ,                                               4)   ( ) 2)0(,1

1

2 2 =+=
+

−′ yxey
x

y x , 

5)     yxxy ′=′′ ln ,                                                6)   151624127 2 −+=+′+′′ xxyyy , 

7) ( )xxeyy x cossin2 +=′+′′ . 
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8.       1)     ( ) 08 =−+ dxyedye xx ,                                    2)    dxxydyyxydyxdx 22 36 −=− , 

          3)    3)1(,3 ==+′ yx
x

y
y ,                                     4)    2

2
1

1

2
x

x

xy
y +=

+
−′ , 

          5)    0)(2 2 =′+′′ yyy ,                                             6)    xeyyy =+′−′′ 2 ,  
7) xeyyy x 3sin44 2 ⋅=+′−′′ .  

9.        1)    0ln =′+ yxyy ,                                              2)    01 22 =++′⋅− xxyyx , 

3)    2)1(,
23

3
==+′ y

xx

y
y  ,                                4)   xexxyy x sin2

2

⋅⋅=+′ − , 

5)    yyx ′=′′2  ,                                                     6)   xeyyy 21282 =−′+′′ , 
7) xeyyy x 4cos136 3 ⋅=+′+′′ − . 

10.      1)    ( ) xx yeye =′+1  ,                                              2)   dxxydyyxydyxdx 22 3226 −=− , 

           3)    ( )31
1

2 +=
+

−′ x
x

y
y ,                                          4)   1)0(,

1 ==+′ y
e

yy
x

, 

           5)    )1()(2 2 −′′=′ yyy ,                                            6)   xyyy =−′+′′ 54 , 
7) xxyy 3sin33cos2 −=+′′ . 

11.      1)   0)ln1( =′++ yxyy ,                                           2)   013 22 =′⋅⋅−++ yyxy , 

            3)   2x
x

y
y =+′ ,                                                     4)   2)0(,2

2

==+′ − yxexyy x , 

            5)   02)1( 2 =′−′′+ yxyx  ,                                        6)   xeyyy 22 =−′+′′ , 
7) xyyy sin252 −=+′+′′ . 

12.       1)   xx eyye =′+ )3(  ,                                             2)    dxxydyyxydyxdx 22 −=− , 

        3)    4)0(,
cos

2 ==⋅−′ y
x

x
tgxyy   ,                          4)   3xyyx =−′ , 

            5)   ( )22 yyy ′=′′  ,                                                6)   xeyyy =+′−′′ 23 , 
            7)   ( )xxeyyy x cos4sin384 +−=+′−′′ . 

13.        1)   0)(45 22 =+++ dyyyxdxy ,                          2)   xx eyye =′+ )1( , 

             3)   1
1 2

=⋅
−

+′ y
x

x
y  ,                                           4)   1)1(,2 −==−′ y

x

y
y  , 

             5)   0=′−′′ yyx ,                                                  6)   xeyyy 2622 =+′−′′ , 
             7)    )cos(sin102 xxeyy x +=′+′′ .  

14.       1)    02)(3 22 =+++ dxydyyyx ,                           2)   dxxydyyxydyxdx 222 −=− , 

            3)    xeyy 24 =−′ ,                                                   4)   1)0(,
12

==
+

−′ yx
x

xy
y , 

            5)    0)(2 3 =′+′′ yyy  ,                                             6)   xeyyy 244 =+′−′′  ,      
            7)     xeyyy x 5sin44 2 ⋅=+′−′′ .  
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15.      1)    015 22 =−⋅′++ xyyy ,                                  2)   0222 22 =′⋅−++ yxxyx , 

           3)    2)0(,2
2

−==+′ − yxexyy x  ,                                 4)   
x

x

x

y
y

1ln +=+′ , 

           5)    ( ) 021 2 =′−′′+ yxyx ,                                            6)   xeyyy 22 =−′−′′ , 
           7)    xxyy 5sin35cos2 +=+′′ . 
16.      1)    ( ) ( ) 02222 =−++ dyyxxdxyxy ,                            2)   02 =+′ yyx ,   

           3)     xyy 42 =+′ ,                                                     4)   3)0(,
cos

1 −==⋅+′ y
x

tgxyy , 

           5)     ( )22 ytgyy ′=⋅′′ ,                                                  6)   22556 2 −=+′+′′ xyyy , 
           7)     xyyy 2sin1752 −=+′+′′ . 

                 

ОБРАЗЕЦ ВЫПОЛНЕНИЯ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

Тема 6. Приложение дифференциального исчисления 

   1) Исследовать на экстремум функцию   22 )1( хху −= . 

   Решение.   Найдем точки, подозрительные на экстремум. Для этого возьмем 

производную у′  и приравняем ее нулю. 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )[ ] ( )( ) ( )( )12122112112

121211212111 2222222222

−−=−−=−−−=
−−−=−−⋅+−=

′
−+−′=

′
−=′

хххххххххх

хххххххххххххху  

0=′у  при  
2

1
,1,0 321 === ххх . 

 

                                                                                                     

                                                                                                        

                                                                                                      

                                                                                                           

                                                                                                      

 

у′  
    

                                 +                          +   
                                                                                 х 

      у                0              
2

1   
 

   1    
 

                                        

                      min           max          min  
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   На тех интервалах, где 0<′у , функция убывает; где  0>′у , функция возрастает. 

Поэтому интервалы возрастания функции  








2

1
,0   и  ( )∞,1 , интервалы убывания 

функции  ( )0,∞−   и  






 1,
2

1 . 

   По рисунку видно, что в точках  0=x   и  1=x  функция принимает свои минимальные 

значения, а при  
2

1=x  - максимальное. Найдем эти значения: 

 
.

16

1

4

1

4

1

2

1
1

2

1

2

1

,0)1(у, 0)0(
22

max

minmin

=⋅=






 −






=








==

y

y

 

   Ответ:  
16

1

2

1
,0)1()0( maxminmin =







== yyy . 

   2) Найти наибольшее и наименьшее значения функции   593 23 +−−= xxxy  на отрезке  

[ ]0,2− . 

   Решение.  Так как свои наименьшее и наибольшее значения непрерывная на отрезке 

функция может принимать либо на концах этого отрезка, либо в точках экстремума, 

входящих в этот отрезок, то находим значения исследуемой функции во всех этих 

точках и среди них выбираем наибольшее и наименьшее значения. 

 

).32(3963)593(

;5)0(

;35181285)2(9)2(3)2()2(

2223

23

−−=−−=′+−−=′
=

=++−−=+−−−−−=−

ххххххху

у

у

 

0=′у   при  0322 =−− хх ; 

2

162

2

)3(442
2,1

±=
−−±

=х . 

.1,3 21 −== хх  
   Найдем значение функции только при ,1−=х  так как  [ ]0,23 −∉ . 

1059315)1(9)1(3)1()1( 23 =++−−=+−−−−−=−у . 
   Выбираем наибольшее значение функции из найденных трех чисел; это 10. Теперь 

наименьшее – это 3. 

   Ответ: .3)2(,10)1( =−=− наимнаиб уу  



 20

   3) Найти точки перегиба функции   хеху −⋅= . 

   Решение.  Так как точками перегиба являются те точки из области допустимых 

значений, где вторая производная у ′′  меняет знак, то сначала найдем у′ , затем у ′′  и 

приравняем у ′′  нулю. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )22 −=+−=−−−=′−=′′=′′

−=′+′=′=′

−−−−−−−−

−−−−−

хехеехееехееуу

хееехеххеу

хххххххх

ххххх

 

0=′′у  при  2=х , так  как  0>− хе  для всех  x . 

                                                                                   

                                                                                   
                                                                                   

                                                        

вогнутость, т.е.  2=х  - точка перегиба функции. 

   Ответ: 2=х - точка перегиба. 

   4) Найти асимптоты графика    
1

2 2

+
=
х

х
у . 

   Так как вертикальную асимптоту имеет функция с разрывом 2-го рода в точке  0хх = , 

то сначала найдем точки разрыва и исследуем поведение функции в их окрестностях. 

О.Д.З.  .1−≠х  

Значит,  1−=х  - точка разрыва, так как функция в этой точке не определена. Найдем 

предел слева и предел справа функции  
1

2 2

+
=
х

х
у  при подходе к точке  1−=х . И 

выясним, разрыв какого рода терпит данная функция в этой точке. 

−∞=
−∞→

+

−→+
=

+
−<

−−→
1

1

01

1

2 2

1
01

lim
x

x

x

x

x
x

.    Предел слева равен  ∞− . 

+∞=
+∞→

+

+→+
=

+
−>

+−→
1

1

01

1

2 2

1
01

lim
x

x

x

x

x
x

.    Предел слева равен  +∞ . 

   Так как  односторонние пределы бесконечны, то в точке  1−=х  разрыв 2-го рода, 

поэтому уравнение вертикальной асимптоты  1−=х . 

   у ′′   
- +                           

 
   у                      2                   х  

 

    Так как в точке  ух ′′= 2  

изменила знак, то функция  у  

изменила выпуклость на 
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   Функция также может иметь или не иметь наклонные асимптоты. Если они есть, то 
их уравнение  bkxу += , где 

( )kxxf
x

xf
k

x

−==
∞→∞→

)(b ;
)(

limlim
x

. 

   Найдем правую наклонную асимптоту при  +∞→x . 

( )

.22
)1(

)2(
Лопиталя

правилу По

1

2

1

222

1

)1(22
2

1

2
)(

.22

1

2

)1(

)2(

 Лопиталяправило

применяем

1

2
 x:

1

2)(

limlimlim

limlimlim

limlimlimlimlim

22

22

2

−=⇒−=
′+
′−==









∞
∞=

+
−=

+
−−=

=
+

+−=







−

+
=−=

=⇒=

==
′+

′
==









∞
∞=

+
=









+
==

+∞→+∞→+∞→

∞→+∞→+∞→

∞→∞→+∞→∞→∞→

b
x

x

x

x

x

xxx

x

xxx
x

x

x
kxxfb

k

x

x

x

x

x

x

x

xf
k

xxx

xxx

xxxxx

    

                                                     у                                                                                                       

  

 

                                                   

                                                    -2 

 

                                    -2   -1          1              х 

                                              -2 - 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Подставляем в уравнение 

асимптоты   bkxy +=   и получаем 

уравнение правой асимптоты  

.22 −= xy  

   Найдем левую асимптоту при  

−∞→х . Повторяя все предыдущие 

действия,    как     и     для     +∞→х , 

получаем уравнение левой 

асимптоты   .22 −= xy  

   Ответ: Вертикальная асимптота  

1−=х . Наклонная асимптота  

22 −= ху . 
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   5) Исследовать функцию и построить ее график   
)1(2 2

3

+
=

х

х
у . 

Исследование функции будем проводить по плану. 

   1. Найдем О.Д.З. и, если  есть  асимптоты О.Д.З. , х–  любое.   Следовательно, нет    

точек разрыва, поэтому вертикальных асимптот нет. 

   2. Найдем точки пересечения графика функции с осями координат, исследуем 

функцию на четность, тригонометрические функции - на периодичность. Пусть 0=х , 

тогда  0=у . Точка  (0,0). Проверим четность функции. 

( ) )(
)1(21)(2

)(
)(

2

3

2

3

ху
х

х

х

х
ху −=

+
−=

+−
−=− . Значит, наша функция нечетная, и ее график 

симметричен относительно начала координат. 

   3. Исследуем монотонность функции с помощью  у′ . 

22

22

22

24

22

424

22

322

2

3

)1(

)3(

2

1

)1(

3

2

1

)1(

233

2

1

)1(

2)1(3

2

1

)1(2 +
+⋅=

+
+⋅=

+
−+⋅=

+
⋅−+⋅=

′










+
=′

х

хх

х

хх

х

ххх

х

хххх

х

х
у  

0=′у   при  0=х  

 

         +                         +                       

    у                  0                        х           

                                                                  у′  равен нулю или бесконечности. 

   4. С помощью у ′′  находим точки перегиба 

 

.
)1(

3

)1(

623232

)1(

)62()1)(32(

2

)1(2

)1(

)62)(1(2)1)(32(2

2

1

)1(

)3(2)1(2)1)(64(

2

1

)1(

3

2

1
)(

32

2

32

24224

42

24222

42

242222

42

242223

22

24

+
−=

+
−−+++=

=
+

+−+++=

=
+

++−++=

=
+

++−++=
′










+
+=′′=′′

х

х
х

х

ххххх
х

х

хххххх

х

ххххххх

х

ххххххх

х

хх
уу

 

у′  
Получаем, что функция  

)1(2 2

3

+
=

х

х
у   всюду 

возрастающая, не имеющая точек 

экстремума, так как нет ни одной  точки,   в 
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0=′′у    при  0=х   и    3303 22 ±=⇒=⇒=− ххх . 

 

 

 

 

 

 

   Все точки, в которых 0=′′у , являются точками перегиба, так как в них у ′′  меняет знак 

на противоположный. 

   Найдем значения функции в этих точках :  

( ) ( )
( ) ( ) 65,0

8

33
3,0)0(,65,0

42

33

1)3(2

3
3

2

3

+≈==−≈
⋅

−=
+−

−=− ууу  . 

   5. Найдем наклонные асимптоты, если они есть   bkxу += . 

Сначала +∞→х , тогда  ==








∞
∞=

+
==

+∞→+∞→ Лопиталя

правилу по

)1(2

)(
2

2

limlim x

x

x

xf
k

xx

 

.
2

1

2

1

2

2

2

1

)1(2

)(
limlim 2

2

=⇒==
′+

′
=

+∞→+∞→
k

x

x

x

x

xx

 Теперь найдем   ( ) =−=
∞→

)()(lim xkxfb
x

 

0.b0
2

1

2

1

)1(

)(

2

1

)1(22)1(2 limlimlimlim 22

331

2

3 2

=⇒=−=
′+

′
−=

+
−−=














−

+
=

+∞→+∞→+∞→

+

+∞→ xx

x

x

xxxx

x

x

xxx

x

x

 

   Получаем  
2

x
y =  - уравнение правой асимптоты. Повторяя прежние рассуждения, уже 

при  −∞→x  получим уравнение левой асимптоты  
2

x
y = . 

   

 6. Теперь строим график функции, начертив сначала все асимптоты, отметив точки 

экстремума, точки перегиба и точки пересечения с осями координат. 

 

 

  
 
у ′′         +                             +                     
 
                  3−           0         3                    х    
 
у     
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Тема 7. Функции нескольких переменных 

   1) Найти  
x

z

∂
∂  и 

y

z

∂
∂  функции   

y

x
ez xy cos−= . 

     Решение   

( ) ( )

( ).1(х)т.к.sin
1

)(
1

sin)(

sincos
величиной постоянной  у""

переменную этом при Считаем
cos

/
х

//

/

/

/
/

/

=+=⋅+⋅=

=







⋅+=








−==








−=

∂
∂

y

x

y
yex

yy

x
xye

y

x

y

x
xye

y

x
e

y

x
e

x

z

xy
xx

xy

x

x
xy

x

x
xy

x

xy

 

( ) ( )

.
1

)(
1

;1(y)т.к.sin

1
sincos

величиной постоянной

x""переменную

этомпри Считаем

cos

2
2/1

/

/
y2

/
/

/
/

/














−=−==








=−⋅=

=







⋅+⋅=








−==








−=

∂
∂

−−

y
yy

yy

x

y

x
ex

y
x

y

x
yxe

y

x
e

y

x
e

y

z

y

y

xy

y

y
xy

y

y
xy

y

xy

 

   Ответ:       .sin;sin
1

2 y

x

y

x
xe

y

z

y

x

y
ye

x

z xyxy −=
∂
∂+=

∂
∂  

   2) Показать, что  
xy

z

yx

z

∂∂
∂=

∂∂
∂ 22

  при  
y

yx
z

+= ln . 

   Решение.  Сначала найдем первые частные производные 

 
                                                  у           
 
 
 
                                                 1 
 
 
          -3            3−       -1              0        1        3         3          4                    х 
                                                
                                                 
 
                                                -1   
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( ) ( )

.
)(

11)(11

)()()(1
ln

;101y)(xт.к. ,
111

ln

2

2

////

/
x

/

//

yxy

x

yxy

x

y

yxy

yxy

yxy

yx

y

y

yxyyyx

yx

y

y

yx

y

yxy

yx

y

z

yx
yx

yyx

y

y

yx

y

yxy

yx

x

z

yy

yy

x

xx

+
−=

+
⋅−=−−⋅

+
=+⋅−⋅⋅

+

=
+−⋅+

⋅
+

=






 +
+

=






 +=
∂
∂

=+=+
+

=+⋅
+

=






 +
+

=






 +=
∂
∂

 

   Теперь находим смешанные вторые частные производные и сравниваем их. 

;
)(

1

)(

1

)(

1

)(

1)(11

)(

)()()(1

1

)(

22222

//

/2

yxyx

y

yyx

xyx

yyx

xyx

yyx

xyxyxx

y

yx

x

yyxy

x

xy

z

xyx

z

xx

x

+
−=

+
⋅−=

+
−+⋅−=

+
⋅−+⋅⋅−=

+
⋅+−+

⋅−=

=








+
−=









+
−

∂
∂=









∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂

 

( )( ) .
)(

1
)10(

)(

1
)()(

1
22

/2/1
2

yxyx
yxyxyx

yxyx

z

yxy

z
yy +

−=+
+

−=++−=+=








+∂
∂=









∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂ −−  

Видим, что смешанные производные равны, что и требовалось показать. 

   3) Вычислить приближенно с помощью дифференциала    23 98,001,2 + . 

   Решение.  Введем функцию двух переменных   23 yxz += . Так как 2,01=2+0,01, то 

01,0,20 =∆= xx . Аналогично, так как  0,98 = 1 - 0,02, то 02,0,10 −=∆= yy . 

Воспользуемся тем, что dzz ≈∆  при малых  x∆  и y∆ .  Так как 

)(),( 0000 yxzyyxxzz +−∆+∆+=∆ , то отсюда   ),(),(),( 000000 yxzyxzyyxxz ∆+=∆+∆+ . 

Заменим  приращение   функции     z∆      ее     дифференциалом        dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂+

∂
∂= , 

где   ydyxdx ∆≡∆≡ , .   Тогда       y
y

yxz
x

x

yxz
yxzyyxxz ∆

∂
∂

+∆
∂

∂
+≈∆+∆+

),(),(
),(),( 0000

0000 . 

 Т.е.     в      нашем         случае       )02,0(
)1,2(

01,0
)1,2(

)1,2()02,01,01,02( −
∂

∂+
∂

∂+≈−+
y

z

x

z
zz .  

Вычислим 312)1,2( 23 =+=z .  Найдем  
x

z

∂
∂ )1,2( . Для этого сначала найдем частную 

производную  z  по x  в произвольной точке. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
23

2
2

23

/232

1
23

/

2

1
2323 1

2

3
03

1

2

1

2

1

x yx

x
x

yx
yxyxyxyx

x

z
x

x +
⋅=+

+
⋅=++=







 +=+
∂
∂=

∂
∂ − ; 

( )
2

3

1

2

43

12

1

2

23)1,2( 2

23

2

=⋅⋅=
+

⋅=
∂

∂
x

z . 

Теперь найдем  ( ) ( ) ( )
2323

/23

23

23 20
1

2

11

2

1

yx

y
y

yx
yx

yx
yx

yy

z
y

+
=+

+
⋅=+

+
⋅=+

∂
∂=

∂
∂ ; 

3

1

12

1)1,2(
23

=
+

=
∂

∂
у

z . 

Находим искомое значение корня 

( ) 0133,30067,002,0302,0
3

1
01,02398,001,2 23 ≈−+≈−⋅+⋅+≈+ . 

Если найти 23 98,001,2 +  на калькуляторе, то получим  01347,3≈ . Разница только в 

четвертом знаке после запятой. 

   Ответ: 013,398,001,2 23 ≈+ . 

   4) Исследовать на экстремум  функцию    43222 +−+−+= yxxyyxz . 

Найдем сначала стационарные точки, т.е. те точки, в которых частные производные 

одновременно равны нулю. 

,32

,22

−−=
∂
∂

+−=
∂
∂

xy
y

z

yx
x

z

  




=−−
=+−

⇒
.032

022

ху

ух
 

Изменим порядок во втором уравнении и приведем систему линейных уравнений к 

стандартному виду, чтобы ее можно было решить методом Крамера. 

,1343)1(2)2(
23

12

,314)1)(1(22
21

12

32

22

−=+−=⋅−−−=
−−

=∆

=−=−−−⋅=
−

−
=∆





=+−
−=−

x

yx

yx

 

.
3

4
,

3

1

3

1
,426)1)(2(6

31

22
=

∆
∆=−=−=

∆
∆==−=−−−=

−
−

=∆ y
y

x
xy  
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Нашли одну стационарную точку, в которой  0// == yx zz , это  точка  






−
3

4
,

3

1
0M . 

Выясним с помощью вторых  производных, есть ли в  0М  экстремум и, если есть,  

какой. 

( )

.1)32(

,2)32(

,222

2

2

2

2

2

−=−−
∂
∂=









∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂=

=−−
∂
∂=









∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

=+−
∂
∂=









∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

xy
xy

z

xyx

z
B

xy
yy

z

yy

z
C

yx
xx

z

xх

z
А

 

   Составляем определитель   0314)1)(1(22
В

А
Д 2 >=−=−−−⋅=−== ВАС

С

В
. 

Так как  0>Д , то экстремум существует. Так как  02 >=A , то в стационарной точке 

0M  функция имеет минимум. Найдем его. 

3

5

3

2

3

7
44

3

2

9

4

9

16

9

1
4

3

4
3

3

1
2

3

4

3

1

3

4

3

1

3

4
,

3

1
22

min =−=+−−++=+⋅−






−+














−−






+






−=






−z . 

   Ответ:   
3

5

3

4
,

3

1
zmin =







− . 

   5)  Найти наибольшее и наименьшее значения функции  xyxyyxz +−++= 2223   в 

треугольнике со сторонами  0,1,2 ===+ yxyx . 

   Решение. Так как свои наибольшее и наименьшее значения непрерывная функция 

может иметь или в стационарной точке внутри рассматриваемой области или на 

границе этой области, то задачу будем решать в два действия. Найдем стационарные 

точки и значения функции в тех из них, которые лежат в рассматриваемой области. 





−=+
=−

=++=
∂
∂
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∂
∂

,22

32
,022

,023

yx

yx
xy

y

z

yx
x
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,734
21

32
,426

22

13
,514

21

12
−=−−=

−
=∆=−=

−
−

=∆=+=
−

=∆ yx  

.4,1
5

7
,8,0

5
−=−=

∆
∆===

∆
∆= y

y
yx

x  
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   Рассмотрим границу АВ : .1=х  Подставляя 1=х  в выражение функции, получим 

 .2311213 222 ++=⋅+−++⋅= yyyyyz   
   Получили задачу на экстремум для функции одной  переменной. Найти наибольшее и 

наименьшее значения функции 232 ++= yyz  на отрезке [ ]1,0 . 

Находим 0.032 =′=+=′ zyz   при 
2

3−=y , а это значение  y   не входит в 

рассматриваемый отрезок [ ]1,0 . На концах отрезка значения функции  уже подсчитаны,  

это  Az   и  Bz . 

     Переходим к границе  АС : 0=у . Подставляя  0=у   в выражение функции, получим  

222 300023 xxxxxz −=⋅+−+⋅+= . 

   Снова решаем задачу для функции одной переменной. Найти наибольшее и 

наименьшее значения функции  23 xxz −=  на отрезке [ ]2,1 . 

   Находим 0.023 =′=−=′ zxz   при  5,1
2

3 ==x . Эта точка входит в отрезок [ ]2,1 . 

Поэтому вычислим значение функции в этой точке.    25,2
4

9

2

3

2

3
3

2

3
2

==






−=







z .    На 

 
 
 
     2 
                      
                       В         
     1 
                          
                         Д 
                   А                С  
      0            1           2            х   
               М0 

 Точка ∉− )4,1;8,0(0М  треугольнику Д , поэтому 

значение функции в этой точке не вычисляем. 

Переходим ко второму действию.        

Треугольник Д  ограничивают три прямые.  

Будем   исследовать функцию на экстремум на 

каждой из них. Сначала найдем значения 

функции в вершинах треугольника. 

.),(

,),(

,),(

20220022302zz

6111121311zz

2130110021301zz

22
c

22
В

22
А

=⋅+−+⋅+⋅==

=+−+⋅+⋅==

=−=⋅+−+⋅+⋅==
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концах отрезка значения функции подсчитаны заранее, это Az  и Cz . 

   Рассматриваем третью границу BC : 2=+ yx . Выразим  xy −= 2   и подставим в 

выражение функции   
222222 8244243)2()2()2(23 xxxxxxxxxxxxxxxz −−=−+−+−+−+=−+−−+−+= . 

    Ищем наибольшее и наименьшее значения функции  28 xxz −−=  на отрезке [ ]2,1 . 

Находим 0.21 =′−−=′ zxz  при 
2

1−=x , а это значение  x  не входит  в [ ]2,1 . Теперь 

выбираем из найденных значений функции  z  наибольшее.  Это значение равно 6  в 

точке )1,1(B . А наименьшее значение принимается в двух точках  )0,1(А   и  )0,2(С . 

   Ответ:  6)1,1( наиб. =z ,  2)0,2()0,1( наим.наим. == zz . 

    6)  Найти производную функции    175243 232 −+−+−= yxxyyxz   в точке  )1,0(A  в 

направлении от этой точки к точке  )4,4(B . 

    Решение.  Напишем формулу производной функции по направлению вектора n
r . 

B
Ay

z

Ax

z

An

z
coscos ⋅

∂
∂+⋅

∂
∂=

∂
∂ α , где  ( )

n

n
r

r

=βα cos,cos - орт направления вектора n
r . 

Сначала найдем вектор n
r , в направлении которого будем искать производную. ABn =r = 

)3;4()14;04( =−− . Найдем длину n
r . 534 22 =+=n

r . Направляющие косинусы вектора n
r  

совпадают с координатами орта n
r , поэтому  

5

3
cos,

5

4 == βαсos . 

Теперь найдем частные производные функции z . 

( ) ,526175243 2/232 −+=−+−+−=
∂
∂

ухуххуух
х

z
х

  ,35251206 2 −=−=−⋅+⋅=
∂
∂

Aх

z
 

( )

.57127104112

,7412175243

2

2/232

−=+−=+⋅⋅+⋅−=
∂
∂

++−=−+−+−=
∂
∂

Ay

z

xyyyxxyyx
y

z
y

 

Все найденные значения подставляем в формулу производной по направлению. 

.
5

27

5

1512

5

3
)5(

5

4
)3( −=−−=⋅−+⋅−=

∂
∂

An

z  
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    Вывод.  Функция z  убывает по направлению вектора  AB , так как полученная 

производная меньше нуля. 

   Ответ:  .
5

27−=
∂
∂

An

z  

    7) Найти формулу вида  bаху +=  методом наименьших квадратов по данным опыта. 

х  1  2  3  4  5 
у 3,3 4,0 2,8 0,9 1,2 

     Решение.  Нужно провести прямую  bаху +=  так, чтобы сумма квадратов 

расстояний от точек, данных в таблице, до искомой прямой была наименьшей. Для 

этого составляется функция  S , которая зависит от двух переменных  a  и b  и  

находится точка ее минимума. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
55

2
44

2
33

2
22

2
11 ybaxybaxybaxybaxybaxS −++−++−++−++−+= . Это можно 

записать короче :   ( )∑
=

−+=
5

1i

2
ii ybaxS . Находим стационарную точку. 

( )

( )












=−+=
∂
∂

=−+=
∂
∂

∑

∑

=

=

5

1

5

1

02

02

i
ii

i
iii

ybax
b

s

ybaxx
a

s

 

Перепишем эти  уравнения так, чтобы потом можно было решить полученную систему 

линейных уравнений относительно а  и b  методом Крамера. 

 

Найдем коэффициенты при  а  и b  .Для этого составим таблицу. 
i  iх  2

iх  iy  
ii yх ⋅  

1 1 1 3,3 3,3 
2 2 4 4,0 8,0 
3 3 9 2,8 8,4 
4 4 16 0,9 3,6 

5 5 25 1,2 6,0 
Σ 15 55 12,2 29,3 













=+

=+

∑ ∑

∑ ∑∑

= =

= ==
5

1

5

1

5

1

5

1

5

1

2

i i
ii

i i
iii

i
i

ynbxa

yxxbxа
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   Внизу получились в результате   суммирования нужные коэффициенты. Подставляем 

их в систему: 

  
.5,231

2,1215

3,2955
,5,36

52,12

153,29
,50

515

1555

2,12515

3,291555

==∆−==∆==∆





=+
=+

ba

ba

bа

 

,73,0
50

5,36 −=−=
∆
∆= a

a        63,4
50

5,231 ==
∆
∆= b

b .          Ответ:  .63,473,0 +−= xy  

    
Тема 8. Неопределенный интеграл 

      Вычислить интегралы: 

1) 

 

.
)45(

1

36

11

36

1

312

1

12

1

12

112

1

dt.
12

1
dx  хотсюда Выразим dx.12xdx)45(

)4xd(5dt    тогда,4x5    t лучшеа ,   хвзять можно  t  за то

,хяпроизводна почти  это хкак Так .переменныхзаменуДелаем

)45(

333

3
4

44

223

333

32

43

2

C
x

c
t

c
t

dtt
t

dt

t

dt

x
x

dxx
I
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+
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−
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=+=+=
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=
+

=

∫ ∫∫

∫
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−

  

Можно проверить, что интеграл найден верно. Для этого воспользуемся формулой 

( ) ).()( xfxF =′  

( )

функцию. льнуюподынтегра получили
)45(

12
)45(

1

12

1
)45()45)(3(
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1
)45(
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1
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
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
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x
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x  

    Ответ: C
x

I +
+

⋅−=
33)45(

1
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1 . 
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2

arcsin
2

3

2
arcsin

2

3

22

3

4

2

1

3

dt
2

1
xdx2xdx,dtxПоэтому  t

. хот япроизводна почти стоит числителе В
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3
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    Ответ: .
2

arcsin
2

3 2

C
x

I +=  

3) 

=
====

==
=

⋅⋅=⋅
==

∫ ∫
∫ ∫ ∫ 2

ln

duv-vudvu  частям по

 анияинтегрировформулу    Применяем
ln 2x

xdxdvv
x

dx
du

xdxvxu

xdxxI  

 

.
4

ln
222

1
ln

22

1
ln

222
ln

2222222

C
x

x
x

c
x

x
x

xdxx
x

x

dxxx
x +−=+⋅−=−=⋅−⋅= ∫∫  

   Ответ: .
4
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2
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C
x

x
x

I +−=  
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



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
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
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


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





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+⋅⋅+=++

=
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−

2
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2

5
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2

1
535,,

2

1

2

1
x  tгде,

4

3

4

3

2

1

1
2

1

2

1

2

1
21х

квадрат полный  езнаменател  в  Выделим

1

35
2

2

22
22

2

tttxdtdxtx

tх

ххх

dx
xx

x

∫ ∫∫ =
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−
+

=
+








 −
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4

32

11

4

3
5

4
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11
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222

I
t

dt

t

tdt

t

dtt

      Найдем отдельно интегралы. 
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x
arctg

t
arctg

t

dt

t
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xxtz
z
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dztdt

dttdz
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t
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Подставляя найденные  выражения в  I , получим  

.
3

12

3

311
)1ln(

2

5

3
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3

2

2

11
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1
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   Ответ: .
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5) 
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4

1

4)2(
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2
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t
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dttt

xtdxdtt

xtxt
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⋅+=
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++

∫∫∫  

Под знаком интеграла стоит неправильная рациональная дробь. Разделим числитель на 

знаменатель так же, как число 231 на 8, столбиком 

  

остаток

частьцелая

−7

64

71_

2816

8231_

           результат записывается  смешанной дробью : .
8

7
28

8

7
28

8

231 +==  

      Аналогично делим многочлены. 

                                             Берем степень 4t , делим   на   2t ,   получаем  2t .    Затем  2t   

                                             умножаем  на  ( )12 −t ,  получаем    24 tt −    и   отнимаем   от 

                                        34 2tt + .   4t    взаимно   уничтожаются,   32t    сносим   вниз, 
34 2tt +         а 2t−   при вычитании становится  2t+ .  Затем   32t    делим 
34 2tt +                               на   2t ,  получаем   t2 . Затем    умножаем  t2      на    )1( 2 −t ,  

34 2tt +                               получаем  tt 22 3 −   и  это отнимаем и т.д. 

Записываем результат деления  
1

12
12

1

2
2

2
2

34

−
++++=

−
+

t

t
tt

t

tt   и подставляем его под знак 

интеграла dt
t

t
ttI ∫ 









−
++++=

1

12
124

2
2 . Последнее слагаемое представляет собой 

правильную    дробь,  которую  можно   разложить   в   сумму   простейших   дробей. 
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12 11
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t tt

 Приравниваем     числители     дробей         )1()1(12 −++=+ tBtAt  

1

1

−=
=

t

t

2

1
)2(1

2

3
23

=⇒−=−

=⇒⋅=

BB

AA
,        .

1

1

2

1̀

1

1

2

3

1

12
2 +

⋅+
−

⋅=
−
+

ttt

t  Теперь 

=++++−++++++
+

== Cxxxx
x

CI 11ln211ln61414
3

)1(4
4 444

4 3

 

( ) ( ) =+++⋅−+++++++= Cxxxxx 1111ln21414)1(
3

4 4
3

444 3  

( ) ( ) .1111ln21414)1(
3

4 2
444 3 Cxxxxx +−+−+++++++=  

остаток )12(

1

1

22

2

12

12

2

2

3

23

224

234

−+
−

+
−

+

++−
−+

t

t

tt

tt

частьцелаяtt

tttt

ttt
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   Ответ: ( ) ( ) .1111ln21414)1(
3

4 2
444 3 CxxxxxI +−+−+++++++=  

6)  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

Cxxx

C
t

t
t

dtttdttt

dtt
xdxdt

xt
xdx

xdxxdxxxdxI

+−−=

=+−−=−−=+−−=

=−−=
−=

=
=−−=

=−===

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

53

53
4242

2222

2245

cos
5

1
coscos

3

2
53

21221

1
sin

cos
coscos1

)(cossinsinsinsin

 

   Ответ : CxxxI +−−= 53 cos
5

1
coscos

3

2 . 

Так находятся интегралы, если есть хотя бы одна нечетная степень   xsin  и xcos . В 

случае, если имеются только четные степени, интегралы находят с помощью 

понижения степени по формулам тригонометрии. 

7) 

( )

( )

.4sin
4

1
2sin3

8

1

4

4sin

2

2sin
23

8

1

4cos2cos23
8

1
4cos

2

1
2cos

2

3

4

1

2

4cos1
2cos1

4

1

2cos2cos21
4

1

2

2cos1

2

2cos1
coscos 2

2
24

Cxxxc
xx

x

dxxxdxxxdx
x

x

dxxxdx
x

xdxI

+






 ++=+






 ++=

=++=






 ++=






 +++=

=++=






 +=+===

∫ ∫∫

∫∫ ∫
αα

 

   Ответ: .4sin
4

1
2sin3

8

1
CxxxI +







 ++=  

Тема 9.  Приложения определенных интегралов 

   1) Вычислить интегралы. 

а) 

31-28t28x,11-2 t 2х

анияинтегриров   пределы  заменим  dx,dtt3,)1(t1,-xt

 тогда,1  tзаменим корня окубическог от избавиться Чтобы

4)1(

)1(

33

23 223

3

28

2
3 2

3 2

==⇒===⇒=

=−==

−=

=
+−

−
= ∫ x

x

x

dxx
I = 

∫ ∫ +
=

+
⋅=

3

1

3

1
2

4

2

22

4
3

4

3

t

dtt

t

dttt .  Под знаком интеграла неправильная рациональная дробь. 

Делим столбиком. 
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16

164

4_

44

4_

2

2

224

24

−−

−
−+

+

t

t

ttt

tt

    
4

16
4

4 2
2

2

4

+
+−=

+
⇒

t
t

t

t . 

( ) .46,14464,0983,0242
2

1

2

3
242

2

1

2

3
8

3

2
3

2

1
84

3

1

2

3
81293

2

1
814

3

1

2

3
834

3

3
3

22

1
164

3
3

2

16
43

33

3

1

3

1

3

22
2

=−+≈






 −+=

=














 −+=




 −+−+−=

=















+⋅−−








+⋅−=

=







⋅+−=









+
+−= ∫

arctgarctg

arctgarctgarctgarctg

arctgarctg

t
arctgt

t
dt

t
tI

 

   Ответ: 






 −+=
2

1

2

3
242 arctgarctgI . 

б) 

=
====

==
=

−=
=⋅=

∫ ∫∫ ∫∫ xxdxdvvdxdu

xdxdvxu

vduuvudv
xdxxI b

a

b

a

sincos

cos
частям по интеграл Находим

cos b

a

2

0

π

 

( ) .1
2

0cos
2

cos
2

cos0sin0
2

sin
2

sinsin
2

0

2

0

2

0

−=






 −+=−−






 ⋅−⋅=−⋅= ∫
πππππ

πππ

xxdxxx  

   Ответ:  .
2

2−= π
I  

   2)  Вычислить   площадь   фигуры,    ограниченной    параболой     652 +−= хху    и  
прямой .1+= ху                                                                                                                                          
 

 

 

 

 

Найдем точки пересечения графиков 

этих линий.  

.5,1
2

46

2

20366

056

165

21

2,1

2

2

==

±=−±=

=+−
+=+−

xx

x

xx

xxx

                                    

     у 
 
 
 
 
 
 
      0  1                  5                      х 
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 Так как  ( )[ ]∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 12 , то площадь данной фигуры 

( ) ( )[ ] ( )

.
3

2
10

3

32

3

124156

3

124
52

3

1
2

3

125
50

3

1
53

3

125
2575

3

1
15

2

1
6

3

5
55

2

5
6

3
5

2
656651

3232

5

1

5

1

32
2

5

1

2

==−=−=++−=

=






 −−−






 −−=







−⋅−⋅−








−⋅−⋅=

=







−−=−−=+−−+= ∫∫

x
x

x
dxxxdxxxxS

  

   Ответ: кв.ед.).(
3

32=S  

   3) Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси ОХ фигуры, 

ограниченной линиями ).0(0,3;2 2 ≥=−== хххуху  

 

 

                                                                                                                                                  

                                                                                                                                                   

                                                                                                                                                   

                                                                                                                                                    

 

   Выбираем, как дано, х   больше нуля, значит, 1=х . Так как объем тела вращения   

∫=
b

a

dxyV ,2π   а в нашем случае    ( )∫ −=
b

a

dxxfxfV ,)()( 2
1

2
2π  то 

( ) ( )[ ] ( ) ( )

.43,18
15

88

15

350135

5

1

3

10
9

53
109

109469)23

1

0

53

1

0

1

0

42242
1

0

222

≈=+−=






 +−=







+−=

=+−=−+−=−−= ∫ ∫∫

ππππ

πππ

xx
x

dxxxdxxxxdxxxV

 

   Ответ: )куб.ед.(43,18≈V . 

Тема 10. Дифференциальные уравнения 

     Решить дифференциальные уравнения: 

      1) ydyydyxdxyx 322 22 =−−  .    

    у   
          3          
                       А 
 
 
 
          0      1     2         х  

Найдем точки пересечения параболы 
23 ху −=  и прямой .2ху =  

1,3
2

42

2

1242

032

32

21

2,1

2

2

=−=

±−=+±−=

=−+
−=

хх

х

хх

хх
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     Переносим второе слагаемое в правую  часть и выносим  ydy  за скобку 

( )dyxydxyx 22 322 +=− . Получили дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными. Делим обе части уравнения на множители, «лишние» при 

дифференциалах. При dx  «лишним», т.е. не зависящим от х , является  22 −y , а при 

dy  «лишним» будет  ( )23 x+  . 

( )
( )

( ) 23

2

32

3

32

22
2222

2

22

2

−
=

+
⇒

+−

+=
+−

−

y

ydy

x

xdx

xy

dyxy

xy

dxyx
. 

Теперь можно проинтегрировать, так левая часть зависит только от x , а правая зависит 
только от y : 

                                          ∫ ∫ −
=

+ 23

2
22

y

ydy

x

xdx  .                                                                     (*) 

Находим интегралы по отдельности. 

∫ ∫∫

∫∫

−=⋅===

=

=
−=

=
−

+==+==
=

+=
=

+

−
.2

2

12

1

2

1

2

1

2

2

2

2

),3(lnlnlnln
2

3

3

2

2
2

1

2

1
2

2

2
2

2

y
t

dtt
t

dt

ydy
dt

ydydt

yt

y

ydy

xctcct
t

dt

xdxdt

xt

x

xdx

 

Подставляем найденные интегралы в (*) : ( ) 23ln 22 −=+ yxc . 
Получили общий интеграл данного дифференциального уравнения. Можно его 

записать по – другому: 

cxyycx =+−−⇒−=++ )3ln(22)3ln( 222
1

2 . 

   Ответ: ).3(ln2 22 +=− xcy  

   2) .0)1(,
1 ==+′ y

xex

y
y

x
 

Так как  y  и   y′  присутствуют в дифуравнении только в первых степенях, то это 

линейное ДУ. Так как даны начальные условия, то следует после нахождения общего 

решения ДУ найти частное решение, удовлетворяющее этому начальному условию, то 

есть решить так называемую задачу Коши. 
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   Ищем общее решение ДУ методом Бернулли, т.е. в виде   uvvuyvuy ′+′=′⇒⋅= . 

Подставляем в исходное уравнение     
xxex

uv
uvvu

1=+′+′ . 

    Группируем первое и третье слагаемые и выносим за скобки  v , получаем 

                                          
xxe

uv
x

u
uv

1=′+






 +′ .                                                                     (*) 

Ищем такую функцию  )(xuu = , чтобы скобка была равна нулю.  

0=+′
x

u
u  - это ДУ с разделяющимися переменными. Заменяем   

x

u

dx

du

dx

du
u −=⇒=′ ,   

dx
x

u
du −= . Здесь «лишний» множитель  u     при   dx , делим на него обе части 

уравнения   
x

dx

u

u

u

du ⋅−= ,  ∫ ∫−=
x

dx

u

du ,    
x

uxuxu
1

lnlnlnln 1 =⇒=⇒−= − . 

 
Нашли функцию  u , при  которой выражение в скобках равно нулю. Подставляем 

найденное  u  в (*), получаем  x
xex

v

xex
vv

xx
⋅=

′
⇒=⋅′+⋅ 111

0 . Получили  

dxedve
dx

dv
ev xxx −−− =⇒⇒=′ . Интегрируем обе части уравнения.  ∫ ∫ +−== −− cevdxedv xx , . 

Получили общее решение ДУ ( )xec
x

vuy −−⋅=⋅= 1 ;  
xxex

c
y

1−=   - общее решение. 

    Замечание. Здесь первое слагаемое 
х

с
 является общим решением линейного 

однородного уравнения  ,0=+′
x

y
y  а второе слагаемое 

ххе

1− является частным 

решением исходного линейного неоднородного уравнения  
xxex

y
y

1=+′ . Сделаем  

проверку общего решения линейного однородного дифуравнения  0у . 

( )
2

1/
00

х

с
хсу

х

с
у −=′=⇒= − . Подставляем в 0=+′

х

у
у , получаем  ,0

2
=

⋅
+−

хх

с

х

с
т.е. верное 

равенство 
х

с
у =⇒ 0 - общее решение линейного однородного (с нулевой правой частью) 

дифуравнения. 
   Теперь сделаем проверку для частного решения  

( )
х

хххх

х хеех
е
х

е
х

ехуех
хе

у
1111~,

1~
422

11 +=






 −−−=′−=′−=−= −−−−−− . Подставляем в исходное 

ДУ 
ххех

у
у

1=+′ ,  
хххххххх хееххееххеххехеех

1111
,

11111
222

=−+=⋅






−++ . Получили 
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верное равенство, т.е.  именно такая функция 
ххе

у
1−=  при прохождении через данное 

дифференциальное уравнение дала правую часть  
ххе

1 , что и доказывает, что 

найденное у~является частным решением исходного  дифуравнения. 
     Теперь приступим к решению задачи Коши. Подставим данное начальное условие в 

полученное общее решение  0)1(,
1 =−= у
хех

с
у

х
,  0

11
0

1

1

1
0

1
==⇒−=⇒−=

е
с

е
с

е

с . 

Найденное с подставляем в общее решение. 
ххехе

у
11 −= - решение задачи Коши. Можно 

его записать по - другому  ( )хее
х

у −− −= 11 . 

Ответ: ( )хее
х

у −− −= 11 . 

   3) Решить  ДУ, допускающие понижение порядка. 

а) .1=′′+′′′ уух   

ДУ третьего порядка. В этом уравнении отсутствует неизвестная функция  )(хуу =  и ее 

первая  производная  у′ . Понижаем   порядок   дифуравнения   заменой    zу =′′ ,   тогда  

zу ′=′′′ . Исходное уравнения теперь запишется  как  zzxzzx −=′⇒=+′ 11 -  дифуравнение 

1-го порядка с разделяющимися переменными.  

( ) ( ) ∫ ∫=
−

⇒=
−

⇒−−=⇒⋅−=
x

dx

z

dz

x

dx

z

dz
zxdxzxdzdxz

dx

dz
x

11
1:11 xcz lnlnln 1 =+− , 

x

c
zx

z

c
x

z

c 111 lnln =⇒=⇒= . 

Подставляем yz ′′= , получаем  
x

c
y 1=′′ .    Так как ∫ ′′=′ dxyy , то ∫ +==′ 21

1 ln cxcdx
x

c
y . Так 

как ∫ ′= dxyy , то ( )∫ += dxcxcy 21 ln . Найдем сначала с помощью формулы 

интегрирования по частям  ∫ ∫−= vduuvudv : 

( ) ( ) 3121321132121 lnlnlnln

.lnlnln
ln

ln

cxccxxccxcxcxxccxcxxxcdxcdxxcy

xxxdxxx
x

dx
xxx

xv
x

dx
du

dxdvxu
dxx

+−+=++−=++−=+=

−=−=−=
==

==
=

∫∫

∫∫∫  
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Обозначим  12 cc −  другой константой, пусть это будет  2c , тогда   321 ln cxcxxcy ++= . 

   Ответ: 321 ln cxcxxcy ++= . 

Замечание. Так как исходное уравнение было 3-го порядка, то и найденная функция 

содержит три произвольных константы.  

б) .3)1(,1)1(,18 3 =−′=−=′′ yyyy  

В этом уравнении отсутствует аргумент  x  в явном виде, поэтому  новым аргументом 

будем считать  y , а новой функцией будем считать yp ′= , причем )(ypp = , а )(xyy = , 

т.е. xyp →→ . Найдем pp
dx

dy

dy

dp
pyy xx ⋅′=⋅==′=′′ // )()( . Подставляем в исходное 

уравнение  318ypp =⋅′ . Это  уравнение первого порядка с разделяющимися 

переменными. 

1
42

3

33

9

492

21818

cyp

dyypdy

dyydppdyyp
dy

dp

+=

=

⋅=⋅⇒⋅=⋅

∫ ∫

∫∫

 

Целесообразно здесь подставить начальные данные и найти 1c . Учитывая yp ′= , т.е. 

1)1(,3)1( =−=− yp . Получаем  099193 111
2 =⇒+=⇒+⋅= ccc , т.  е. ⇒= 42 9yp  23yp ±= ,    

выбираем   ⊕ ,   так   как    при 23yp0,3,1 =⇒>=′=−= ypx , т. е.  

.3
1

333 22
22 cx

y
dx

y

dy
dxy

dx

dy
yy +=−⇒=⇒⋅=⇒=′ ∫∫  

Опять подставляем начальные данные .231)1(3
1

1
222 =⇒+−=−⇒+−=− ссс  Подставляем  

2c  в общее решение и получаем частное решение 
23

1
23

1

+
−=⇒+=−
х

ух
у

. 

Ответ:  Решение задачи Коши : 
23

1

+
−=
х

у . 

   4) Решить линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами: 

   а) 14223 2 +−=+′−′′ xxyyy . 

Линейные  дифуравнения   с   постоянными   коэффициентами   решаем   в   два   этапа. 
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Сначала решается уравнение с нулевой правой частью. 

   023. =+′−′′ yyyI . 

Пишем характеристическое уравнение, заменяя  y ′′ на 2r , y′  на r , вместо y  пишем 1. 

.1,2
2

13

2

893

023

21

2,1

2

==

±=−±=

=+−

rr

r

rr

 

Запишем фундаментальные решения  xxrxxr eeyeey ==== 21
2

2
1 , . Запишем общее 

решение однородного уравнения  xx ececyycycy 2
2

1022110 +=⇒+= . Теперь находим 

частное решение y~   исходного уравнения. 

  (*)14223. 2 +−=+′−′′ xxyyyII                                                                                           (*) 

Ищем CBxAxy ++= 2~ , так как правая часть представляет собой многочлен второго 

порядка. Ищем CBA ,, , «прогоняя» функцию y~  через исходное дифуравнение. Находим 

( ) ( ) .22)(,2)~(
/2 ABAxyyBAxCBxAxyy =′+=′′=′′+=++=′=′ .  Подставляем все в (*). 

( ) ( ) ,1422232 22 +−=++++− xxCBxAxBAxA  
142222362 22 +−=+++−− xxCBxAxBAxA . 

Приравниваем  коэффициенты при одинаковых  степенях х . 

12212321232:

122426426:

122:

0

1

2

=⇒=⇒=+−⇒=+−

=⇒=⇒−=+−⇒−=+−
=⇒=

CCCCBAx

BBBBAx

AAx

 

Подставляем в  ⇒y~   1~ 2 ++= xxy . Так как общее решение линейного дифуравнения 

yyy ~
0 += , то 12

2
2

1 ++++= xxececy xx . 

Ответ: 12
2

2
1 ++++= xxececy xx . 

   б) ( )xxeyyy x sin3cos22 +=+′+′′ − . 

корень.   кратный 11
2

02

2

442

012

02.

212,1

2

−=−==⇒−=±−=−±−=

=++

=+′+′′

rrrr

rr

yyyI
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Т.е.  1 является корнем характеристического уравнения  два раза. 

xrx

xrx

xexey

eey
−

−

==

==

2

1 xx xececy −− +=⇒




210 . 

( )xxeyyyII х sin3cos22. +=+′+′′ −                                                                              (*) 

Ищем   ( )xBxAey x sincos~ += − . 

             

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )xBxAe

xBxAxАxBexBxAxAxBey

xBxAxAxBey

xBxAexBxAey

x

хx

x

xx

cos2sin2

cossincossinsincossincos

sincossincos

cossinsincos

−=

=−+−−+−−−−=′′

−−−=′

⇒+−++−=′

−

−−

−

−−

 

Подставляем все в (*): 

             

( ) ( ) ( )
( )

.sin6cos2

sincossin2cos2sin2cos2cos2sin2

0:sin3cos2

sincossincossincos2cos2sin2

xx

xBxAxВxAxAxBxBxA

exxe

xBxAexBxAxAxBexBxAe
xx

xxx

+=
=++−−−+−

≠+=

=++−−−+−
−−

−−−

 

При упрощении получаем   xxxBxА sin6cos2sincos +=−− . 

Приравниваем коэффициенты при  xcos  и xsin . 

66:sin

22:cos

−=⇒=−
−=⇒=−

BBx

AAx
 

Подставляем найденные  A  и B  в ⇒y~ : 

( ) ( )xxexxey xx sin3cos2sin6cos2~ +−=−−= −− . 
Запишем общее решение ⇒+= yyy ~

0 : 
( )

( )xxxccey

xxexececy
x

xxx

sin6cos2

sin3cos2

21

21

−−+=

⇒+−+=
−

−−−

 

Ответ: ( )xxxccey x sin6cos221 −−+= − . 

   в)  12 +=′−′′ xyy . 

0)1(

0

0.
2

=−
=−

=′−′′

rr

rr

yyI

 

 

1

0

2

1

=
=

r

r x

x

x

eccy
ey

ey
210

2

0
1 1

+=






=

==
⇒

⋅
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( ) xexyyII ⋅+=′−′′ 02 1.  (0 является простым корнем характеристического уравнения). Так 

как 10 =e , то, если в правой части отсутствует axe , это означает, что 0=a . Поэтому 

нужно этот множитель дописывать и проверять, является ли ноль решением 

характеристического уравнения. В нашем случае ноль является корнем 

характеристического уравнения, поэтому мы будем искать решение в виде 

произведения  ( )CBxAx ++2  на 1x . 

    
( )

BAxy

CBxAxy

CxBxAxxCBxAxy

26

23

~

2

232

+=′′
++=′

++=++=
 

Подставляем найденное в   12 +=′−′′ xyy  

    12326 22 −=−−−+ xCBxAxBAx . 

Приравниваем коэффициенты при равным степенях x . 

31212:

12
3

1
662026:

3

1
13:

0

1

2

−=−=⇒=−

−=⇒−=






−==⇒=−

−=⇒=−

BCCBx

BABBAx

AAx

 

Получаем частное решение  xxxy 3
3

1~ 23 −−−= . Сделаем проверку частного решения: 

xxxy 3
3

1~ 23 −−−=  

22

322

−−=′′
−−−=′

xy

xxy  

Подставляем их в    12 +=′−′′ xyy , 

(верно)11

13222
22

22

+=+

+=+++−−

xx

xxxx
 

Записываем общее решение  yyy ~
0 += . 

xxxeccy x 3
3

1 23
21 −−−+= . 

Ответ: xxxeccy x 3
3

1 23
21 −−−+= . 
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