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1. ВВЕДЕНИЕ 

Данные методические указания  предназначены для студентов и препода-
вателей, которые сталкиваются в своей деятельности с решением задач, содер-
жащихся в тестах университетской системы «Прометей», интернет-экзаменах, а 
также при  выполнении контрольных работ. 

В методических указаниях приведены примеры решения задач экономиче-
ского содержания, которые наглядно демонстрируют применение данной главы 
курса высшей математики в выбранной профессии. 

2. ПРИМЕНЕНИЕ ФУНКЦИЙ В ЭКОНОМИКЕ 

Функции находят широкое применение  в экономической теории и прак-
тике. Наиболее часто используются в экономике следующие функции: 

1. Функция полезности (функция предпочтений) – в широком смысле зави-
симость полезности (т.е. результата, эффекта) некоторого действия от уровня 
этого действия. 

2. Производственная функция – зависимость результата производственной 
деятельности от обусловивших его факторов. Понятие производственной функ-
ции имеет широкий смысл. Рассмотрим два частных вида производственной 
функции: это функция выпуска – зависимость объёма  производства от наличия 
или потребления ресурсов,  также рассмотрим функцию издержек – зависи-
мость издержек производства  от объёма продукции. 

3. Часто встречаются функции спроса,  потребления  и  предложения – за-
висимость объёма спроса, потребления или предложения на отдельные товары 
или услуги от различных факторов (например, цены, дохода и т.п.). 

Если учесть, что экономические процессы обусловливаются действием 
нескольких факторов, то для их исследований широко используются функции 
нескольких переменных. 

Среди этих функций в экономической теории выделяются  мультипли-
кативные функции, позволяющие представить зависимую переменную в виде 
произведения факторных переменных, обращающих его в нуль при отсутствии 
действия хотя бы одного фактора. 

Так общий вид мульпликативной  производственной функции может вы-
глядеть следующим образом   1Y A K Lα α= ⋅ ⋅ 2 , где   

Y −  выпуск продукции; 
A −  нейтральный коэффициент технического прогресса; 
K −объём используемого капитала; 
L −  затраты живого труда;  

1 2,α α −  параметры, причём 1 2 1α α+ = . 
 

3. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ.  
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Пусть имеется n  переменных величин,  каждому набору их значений  
( )1 2, , , nx x xK   из некоторого множества X  соответствует одно вполне опре-
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деленное значение переменной величины z . Тогда говорят, что задана функция 
нескольких переменных  ( )1, , .nz f x x= K   Здесь 

1, , nx x −K  независимые переменные; 
z −  зависимая переменная; 
f − означает закон соответствия. Множество X  называется областью оп-

ределения функции. 
Чаще всего рассматривается на практике случай, когда  2n = ,  т.к. такое 

рассмотрение позволяет лучше приводить наглядную геометрическую иллюст-
рацию основных понятий главы. 

Итак, для начала введём обозначение функции двух переменных: 
( );z f x y=   или  ( );z z x y= , или   ( );z F x y=   и т.д. 

Частным значением  функции  ( );z f x y=   называется её значение, соот-

ветствующее какой-либо определенной паре аргументов. 
Например, задана производственная функция   0,5 0,53Y K L= ⋅ ⋅   тогда вы-

пуск продукта  при   25K =    и   100L =    равен   
3 25 100 3 5 10 150.Y = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

Область определения функции двух переменных ( );z f x y=  – это под-

множество координатной плоскости  0x y − часто она называется областью  D  
(см. рис. 1). 
    z 
 
                            M 
 
 
      0 y 
 
                               P 
 
                                      D  
x 

Рис. 1. 

Здесь точка ( ); 0P x y x y∈ , а точка 

( ); ;M x y z , где z − это аппликата про-

странственной точки M . Тогда геомет-
рическое место всех таких точек M  
есть поверхность, взаимооднозначно 
проектирующаяся  в область D  на 
плоскости  0 .x y  Эта поверхность слу-
жит геометрическим изображением 
функции  ( );f x y . Причём для нахож-

дения области определения такой 
функции нужно найти множество тех 

 
точек координатной плоскости 0x y , в которых существует аналитическое вы-
ражение функции. 
 ЗАМЕЧАНИЕ. Всегда следует иметь в виду, что хотя функции 

( )0;z f x y=   и  ( )0;z f x y= , где  0,x x=   а  0y y= −  это фиксированные значе-

ния  x   и  y , внешне выглядят одинаково, но их суть может существенно раз-
личаться. 

 Рассмотрим функцию 0 1
100

y
x

z K  = + 
 

, которая выражает величину вкла-

да через y  лет при ставке %x . Очевидно, что это функция степенная  по 
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 x   и показательная по y . 

 Теперь рассмотрим понятие окрестности точки  ( )0 0 0;M x y X∈  как 

двумерный аналог интервала на прямой. В случае  двух переменных  окрестно-
стью  такой точки  0M   является круг, содержащий точку 0M  (см. рис.2). 
  
  y 
 
                        0M  

 
 
 
  0 
                                                   x 
                       Рис.2 
 

Также в случае двух переменных для изучения 
поведения функции используются линии уровня  
функции  ( );z f x y= . Таким образом, линией 

уровня функции  двух переменных ( );z f x y=  

называется множество таких точек на плоскости,  
что во всех этих точках значение функции одно и 
то же и равно C . 
       Число C  в этом случае называется уровнем. 

 Пусть дана функция 2 2z x y= + . Если необходимо построить линии её 

уровня, то они определяются уравнением  2 2x y C+ = , тогда при различных 
значениях C  мы получаем семейство линий уровня, представляющие собой 
концентрические окружности (см. рис. 3) 
 
    y 
                                         
                                          3c    

       1c                                         2c   

                                                       x 
 

                         0 
 
 
                       Рис. 3 

В экономической теории примерами линий 
уровня служат кривые безразличия. Напри-
мер, дана функция полезности  4z x y= + , 

тогда кривая безразличия задаётся уравнени-
ем 4x y c+ = . 

При изучении функций нескольких перемен-
ных во многом используется уже разработан-
ный в предыдущих главах математический 

 
аппарат. Исходя из этого, рассмотрим  понятие предела и непрерывности 
функции  двух переменных. 
 Пусть  ( );z f x y=  определена в некоторой окрестности точки ( )0 0 0;M x y , 

кроме, может быть, самой этой точки. Тогда число A   называется пределом 
функции ( );z f x y=   при 0 0,x x y y→ →   (или  при  ( ) ( ))0 0 0; ;M x y M x y→ , 

если  для  0ε∀ >  существует  0δ >   такое, что для всех  0x x≠   и  0,y y≠  

удовлетворяющих неравенству  ( ) ( )2 2

0 0x x y y δ− + − <  выполняется неравен-

ство ( );f x y A ε− < . 

 ОБОЗНАЧЕНИЯ: ( ) ( )
0 0

0

lim lim ;
M M x x

y y

f M f x y A
→ →

→

= = . 

Рассмотрим пример нахождения предела функции: 
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( )
( )

22

220
2

2 1 1
lim

2x
y

x y

x y→
→

+ − + −
=

+ −

( ) ( )
( )22

; 0; 2 ,

2 0

здесь P x y а расстояние

между точками x yρ

→
=

= + − →
 

( ) ( )
( )

2 2
2

20 0 2 2

1 1 1 11 1 0
lim lim

0 1 1ρ ρ

ρ ρρ
ρ ρ ρ→ →

+ − ⋅ + ++ −  = = = = 
  ⋅ + +

 

( ) ( )
2 2

0 02 2 2 2

1 1 1
lim lim

21 1 1 1ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ→ →

+ −= = =
+ + + +

; 

Если же говорить о непрерывности функции двух переменных  ( );z f x y= , то 

она называется  непрерывной в точке ( )0 0;M x y ,  если она: 

1) определена в этой точке и в некоторой её окрестности; 
2) существует конечный  ( )

0

lim ;
M M

f M
→

 

3) ( ) ( )
0

0lim
M M

f M f M
→

= ,т.е. этот предел равен значению функции z  в 

т. 0M . 

Точка 0M  называется точкой разрыва  функции  ( );z f x y= , если для 

неё не выполняется хотя бы одно из трёх перечисленных условий. 
Функция  ( );z f x y=   непрерывна в некоторой области D , если она 

непрерывна во всякой точке этой области. Пользуясь определением  непрерыв-
ности и теоремами о пределах, можно доказать, что арифметические операции 
над непрерывными функциями и построение сложной функции из непрерыв-
ных функций приводит к непрерывным функциям – подобные теоремы имеют 
место для функций одной переменной. 

 4. ЧАСТНЫЕ  ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ 
 ПЕРЕМЕННЫХ 

 Частные производные функции ( );z f x y=   определяются следующим 

образом: 
( ) ( )

0

; ;
lim

x

f x x y f x yz

x x∆ →

+ ∆ −∂ =
∂ ∆

; 

( ) ( )
0

; ;
lim

y

f x y y f x yz

y y∆ →

+ ∆ −∂ =
∂ ∆

,  

т.е. частная производная  функции  ( );z f x y=  по аргументу  x   есть производ-

ная этой функции по  x   при постоянном значении  y , а её частная производная 
по  y   есть  производная этой функции по  y   при  постоянном значении  x . 

 ОБОЗНАЧЕНИЯ: ( ); ; ; ; ; ;x x x

z f
z f f x y

x x

∂ ∂ ′ ′ ′
∂ ∂

   ( ); ; ; ; ; .y y y

z f
z f f x y

y y

∂ ∂ ′ ′ ′
∂ ∂
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Нужно заметить, что частные производные функции  ( );z f x y=   сами могут 

представлять собой некоторые функции переменных  x   и  y . Поэтому при вы-

числении частных производных в какой-либо точке  ( )0 0 0;M x y   сначала вы-

числяются частные производные по общим правилам, а затем в полученные 
функции подставляются координаты т. 0M . 

 ПРИМЕР. Поток пассажиров  z   выражается формулой 
2x

z
y

= , где  x −  

число жителей, y −  расстояние между городами. Тогда частная производная 
2

x

x
z

y
′ =   показывает, что при одном и том же расстоянии поток пассажиров 

пропорционален удвоенному числу жителей. А частная производная 

( ) ( )
2

2 1 2 2
2y

x
z x y x y

y
− −′′ = ⋅ = − = −   показывает, что при неизменной численности 

жителей увеличение потока пассажиров обратно пропорционально квадрату 
расстояния между городами. 
 ПРИМЕР. Пусть функция полезности потребления имеет вид 

0,4 0,5.z x y= ⋅   Тогда при  x y=   норма замещения продукта  x   продуктом  y   

равна  x

y

z
K

z

′
= −

′
. Вычислим  :K  Найдём  

0,5 0,6

0,4 0,5

0,4 ;

0,5 .

x

y

z y x

z x y

−

−

′ = ⋅
′ = ⋅

  

Тогда  ( ) ( )
0,5 0,6

0,5 0,5 0,6 0,4

0,4 0,5

0,4 0,4 0,4
.

0,5 0,5 0,5

y x y
K y x

x y x

−
+ − −

−

⋅ ⋅= − = − ⋅ ⋅ = − ⋅
⋅ ⋅

 

Найдём K  при ,x y=   тогда  
0,4 4 10

0,8.
0,5 10 5x yK = = − = − ⋅ = −  

 Иногда необходимо найти полный дифференциал функции двух пере-
менных. В этом случае обозначение полного дифференциала: dz   и находится 

он следующим образом: 
z z

dz dx dy
x y

∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂

. 

 Рассмотрим вычисление dz   на примере. 
 

ПРИМЕР. Пусть 2 2z x y y x= − , найти  dz . 

22 ;
z

x y y
x

∂ = −
∂

    ( ) ( )2 2 22 ; 2 2 ;
z

x x y dz x y y dx x x y dy
y

∂ = − ⇒ = − ⋅ + −
∂

 

 Самым простым случаем вычисления полного дифференциала функции 
служит вариант, когда функция зависит от одной переменной. Рассмотрим этот 
случай на примере. 
 ПРИМЕР. Зависимость между издержками производства C   и объёмом 
продукции Q   выражается функцией  330 0,9 .C Q Q= ⋅ − ⋅   Тогда предельные из-
держки производства при объёме производства 10Q =   равны 
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( ) ( )2 2
10 10

10

30 0,09 3 30 0,27 30 0,27 100 30 27 3.Q Q

Q

dC
Q Q

dQ = =
=

= − ⋅ ⋅ = − = − ⋅ = − =  

5. ПРОИЗВОДНАЯ  ПО НАПРАВЛЕНИЮ.  ГРАДИЕНТ 

 Пусть  ( );z f x y=  - имеет частные производные, тогда производной  этой 

функции по заданному направлению 
r

l   является следующее выражение: 

cos cos ,
z z z

x y
α β∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅

∂ ∂∂
r

l

 

где  { }cos ; cosα β −   направляющие косинусы вектора  .
ur

l  Таким образом, про-

изводная по направлению  
z∂

∂
r

l

  характеризует скорость изменения функции в 

заданном направлении. 
 Рассмотрим  функцию  2 2 .z x y x= +   Вычислим производную этой функ-

ции  в т. ( )1; 2M   по направлению  1MM
uuuuur

, где  ( )1 3; 0M . 

 Найдём координаты вектора  { } { }1 3 1; 0 2 2; 2 2 2 .MM i j= = − − = − = −
r uuuuur r r

l  

Для нахождения направляющих косинусов этого вектора найдём длину вектора 

( ) ( )2 2

1 2 2 8 2 4 2 2,MM = + − = = ⋅ =
uuuuur

  тогда координаты единичного векто-

ра, имеющего данное направление, находим по формулам:  

{ }0 1

1

2 2 1 1
; cos ; cos ;

2 2 2 2 2 2

M M

M M
α β−   = = = = −   

   

uuur

uur

l uuur . 

Найдём 

( )2 2 22 ,
x

z
x y x x y

x

∂ ′= + = +
∂

     22 1 2 6
M

z

x

∂ = ⋅ + =
∂

 

( )2 2 2 ,
y

z
x y x y x

y

∂ ′= + =
∂

       2 1 2 4
M

z

y

∂ = ⋅ ⋅ =
∂

. 

Вычислим   
1 1 6 4 2

6 4 2.
2 2 2 2 2

z∂  = ⋅ + ⋅ − = − = = ∂  
r

l

 

 Градиентом  функции z    в т. ( );M x y   является вектор, координаты ко-

торого равны соответствующим частным производным, вычисленным в т. .M  

 Обозначение: ( ) ( );M

z z
qrad z M M

x y

 ∂ ∂=  ∂ ∂ 
. 

Пусть 2 22 5,z x y= + −  тогда градиентом функции в т. ( )2; 1M −  является 

вектор { }4; 4 ,Mqrad z = −  т.к 2 2 2 4;
M

M

z
x

x

∂ = = ⋅ =
∂

    ( )4 4 1 4;
M

M

z
y

y

∂ = = ⋅ − = −
∂
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6.  ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ  СЛОЖНЫХ  И  НЕЯВНЫХ  ФУНКЦИЙ 

 Если  ( );z f x y= −  дифференцируемая функция своих аргументов  x   и  

y ,  а  x   и  y  – также дифференцируемые от функции некоторого аргумента  t , 

то сложная функция  ( ) ( )( ) ( );z f x t y t z t= =    имеет производную, которая 

находится по формуле: 

.
dz z dx z dy

dt x dt y dt

∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂

 

Если же ( ),z f x y= ,  а  ( )y y x= , то есть  ( )( );z f x y x= , то тогда z − это функ-

ция от одной независимой переменной x , тогда 
dz z z dy

dx x y dx

∂ ∂= + ⋅
∂ ∂

. 

Однако заметим, что в обоих случаях функция  z  может рассматриваться как 
функция от одной  переменной. 
 Рассмотрим примеры таких случаев. 

 ПРИМЕР. Найти ,
z

x

∂
∂

  если   ,z x x y y= + +  где   2 3; .x t y t= =  

Найдём  ( ) 1
x

z
x x y y y

x

∂ ′= + + = +
∂

, 

               ( ) 1
y

z
x x y y x

y

∂ ′= + + = +
∂

, 

               ( )2 22 , 3 .
dx dy

t t t
dt dt

′= = =  

Тогда  ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 21 2 1 3 1 2 1 3
dz

y t x t t t t t
dt

= + ⋅ + + ⋅ = + ⋅ + + ⋅ = 4 4 22 2 3 3t t t t+ + + =  

            4 25 3 2 .t t t= + +  
 Если же рассматривать изначально функцию z    как функцию от ,t   то 

( )z t   можно вычислить следующим  образом:  ( ) 2 2 3 3z t t t t t= + ⋅ + = 2 5 3t t t+ + , 

тогда  ( )2 5 3 4 22 5 3 .
dz

t t t t t t
dt

′= + + = + +  

 ПРИМЕР. Найти  ,
dz

dx
  если  2

2
ln , .

x
z y x

y

 
= = 

 
  

Сначала найдём ,
dz

dx
  пользуясь формулой    ;

dz z z dy

dx x y dx

∂ ∂= + ⋅
∂ ∂

       

2

2 2

1 1
ln ;

x

z x y

x y x y x

′  ∂ = = ⋅ =  ∂   
  ( )

2 2
3

2 3

2 2
ln 2 ;

y

z x y y x
x y

y y x x y y
−

′    ∂ −= = ⋅ − = ⋅ = −    ∂     
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 ( )2 2 .
dy

x x
dx

′= =  

Тогда  
2

1 2 1 4 1 4 3
2 .

dz x
x

dx x y x x x x x

 
= + − ⋅ = − = − = − 

 
 

 Однако этого же результата можно достичь проще, сводя функцию  z   к 

переменной  x ,  т.е.   ( ) 4 3

1
ln ln ,

x
z x

x x
   = =   
   

 

тогда   ( ) ( )
3

3 3 3 4
3 4

1 3 3
ln 3 .

x

dz x
x x x x

dx x x x
− −

′   ′= = ⋅ = ⋅ − = − = −  
  

  

Если   ( );z f x y= −  дифференцируемая функция аргументов  ,x y ,    а   x   и   y  

зависят в свою очередь от нескольких переменных, например ( ),x u v ,   ( ),y u v , 

то формулы частных производных сложной функции   
( ) ( ) ( )( ); ; ; ;z z u v z x u v y u v= =   имеют аналогичный вид: 

z z x z y

u x u y u

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

                                          
z z x z y

v x v y v

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

Рассмотрим такие частные производные на примере. 

 ПРИМЕР. Найти , ,
z z

u v

∂ ∂
∂ ∂

   если  
2

; ;
x

z x u v y u v
y

= = + = − . 

Найдём:       
2 2

x

z x x

x y y

′ ∂ = = ∂  
 

                     ( ) ( )
2 2

2 1 2 2
2y

y

z x x
x y x y

y y y
− −

′ ∂ ′= = ⋅ = ⋅ − = − ∂  
 

                         ( ) ( )1; 1
u u

x y
u v u v

u u

∂ ∂′ ′= + = = − =
∂ ∂

 

                         ( ) ( )1; 1
v v

x y
u v u v

v v

∂ ∂′ ′= + = = − = −
∂ ∂

. 

Тогда   

( ) ( )
( )

22 2

22 2

22 2
1 1

u v u vz x x x x

u y y y y u v u v

+ + ∂ = ⋅ + − ⋅ = − = − = ∂ − − 

( ) ( ) ( )
( )

2

2

2 u v u v u v

u v

+ ⋅ − − +
=

−
 

( ) ( )
( )

( )( )
( )2 2

2 2 3
;

u v u v u v u v u v

u v u v

+ ⋅ − − − + −
= =

− −
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( )
2 2 2

2 2 2

2 2 2
1 1

z x x x x xy x

y y y y y y

 ∂ += ⋅ + − ⋅ − = + = = ∂  

( )( ) ( )
( )

2

2

2 u v u v u v

u v

+ − + +
=

−
 

( ) ( )
( )

( )( )
( )2 2

2 2 3u v u v u v u v u v

u v u v

+ ⋅ − + + + −
=

− −
. 

 Неявная функция  двух переменных. 
 Функция  z    является  неявной  функцией  от  x    и  y ,  если она  задаёт-

ся уравнением   ( ); ; 0,F x y z =   не разрешённым относительно  z . 

 Тогда частные производные функции  z   находятся по формулам: 

( )
( )

; ;
,

; ;
x

z

F x y zz

x F x y z

′∂ = −
′∂

    
( )
( )

; ;
.

; ;
y

z

F x y zz

y F x y z

′∂ = −
′∂

 

ПРИМЕР. Найти частные производные функции  ( ); ,z x y   заданной 

уравнением 
2 2 2

2 2 2
1,

x y z

a b c
+ + =   где , ,a b c const= . В этом случае 

( )
2 2 2

2 2 2
; ; 1 0,

x y z
F x y z

a b c
= + + − =  

Тогда   
2 2 2

2 2 2
; ; ;x y z

x y z
F F F

a b c
′ ′ ′= = =     

2 2

2 2

2
;

2

z x c c x

x a z a z

∂ = − ⋅ = −
∂

 

2 2

2 2

2
.

2

z y c c y

y b z b z

∂ = − ⋅ = −
∂

 

 
7. КАСАТЕЛЬНАЯ  ПЛОСКОСТЬ  И  НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ 

 
   z                                                 N

uur

 
 
 
                                     0M              α  

 
 
              l              F  
      0                                                    y  

        
    
 x  
                                Рис. 4 
 

Пусть   F −некоторая поверхность, а 
( )0 0 0 0; ; .M x y z F∈   Тогда касательной 

плоскостью α   к поверхности F  в т. 0M  
является плоскость, в которой расположе-
ны касательные прямые к линиям на по-
верхности, проходящей через эту точку. А 
нормалью  l   к поверхности является 
прямая, проходящая через т. 0M   перпен-
дикулярно касательной плоскости. 

Если { }; ;N A B C= −
uur

 вектор¸ идущий по нормали, то  уравнение касательной 

плоскости α   имеет вид: 
( ) ( ) ( )0 0 0 0A x x B y y C z z− + − + − =  

 



 12 

а уравнение нормали l   имеет вид: 

0 0 0 ,
x x y y z z

A B C

− − −= =  

где:   
( )0 0 0; ;

;
F x y z

A
x

∂
=

∂
      

( )0 0 0; ;
;

F x y z
B

y

∂
=

∂
        

( )0 0 0; ;
.

F x y z
C

z

∂
=

∂
 

 
Если же поверхность задана уравнением, разрешённым относительно z , т. е. 

( );z f x y= , то   

                                    
( )0 0;

;
f x y

A
x

∂
=

∂
       

( )0 0;
;

f x y
B

y

∂
=

∂
         1.C = −  

 Рассмотрим на примере нахождение уравнений касательной плоскости и 
нормали. Пусть дано уравнение поверхности: 3 3 3 6 0x y z x y z+ + + − = ,  найти 
уравнения касательной плоскости и нормали к этой поверхности в т. 

( )1; 2; 1M − . 

Найдём   23xF x y z′ = + , 23yF y x z′ = + ,    23zF z x y′ = + .  

Тогда    0( ) 3 2 1xF M′ = − = , т.е. 1A = ,   

              0( ) 12 1 11yF M′ = − = , т.е. 11B = ,  

                 0( ) 3 2 5zF M′ = + = , т.е. 5C = . 

( ) ( ) ( )1 1 11 2 5 1 0x y z− + − + + =  

1 11 22 5 5 0x y z− + − + + =  

                                 11 5 18 0x y z+ + − =  – уравнение касательной плоскости, 

1 2 1

1 11 5

x y z− − += = −  уравнение нормали. 

 

8. ПРОИЗВОДНЫЕ  И  ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ  ПОРЯДКОВ 

 Частными производными второго порядка функции ( );f x y   называются 

частные производные от её первых производных. Таким образом: 

( )
2

2
;xx

z z
f x y

x x x

∂ ∂ ∂  ′′= = ∂ ∂ ∂ 
, 

( )
2

; ,xy

z z
f x y

x y x y

 ∂ ∂ ∂ ′′= = ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

( )
2

; ,yx

z z
f x y

y x y x

∂ ∂ ∂  ′′= = ∂ ∂ ∂ ∂ 
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( )
2

2
; .yy

z z
f x y

y y y

 ∂ ∂ ∂ ′′= = ∂ ∂ ∂ 
 

 Дифференциал 2-го порядка функции ( );z f x y=   находится по формуле: 

2 2 2
2 2 2

2 2
2

z z z
d z dx dx dy dy

x x y y

∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

. 

При этом смешанные производные, т.е. отличающиеся только порядком диф-
ференцирования, равны между собой при условии их непрерывности. Произ-
водные и дифференциалы высших порядков  функции большего числа пере-
менных определяются аналогично. Рассмотрим пример. 

 ПРИМЕР. Найти частные производные второго порядка для функции  
2 23 2 1z x y xy y= − + − . 

( )2 23 2 1 6 2 ;
x

z
x y xy y xy y

x

∂ ′= − + − = −
∂

   ( )2 2 23 2 1 3 2 2 ;
y

z
x y xy y x x y

y

∂ ′= − + − = − +
∂

 

( )
2

2
6 2 6 ;

x

z
xy y y

x

∂ ′= − =
∂

        ( )
2

6 2 6 2;
y

z
xy y x

y x

∂ ′= − = −
∂ ∂

 

    ( )
2

2
2

3 2 2 2;
y

z
x x y

y

∂ ′= − + =
∂

         ( )
2

23 2 2 6 2;
x

z
x x y x

x y

∂ ′= − + = −
∂ ∂

 

9. ЭКСТРЕМУМЫ  ФУНКЦИЙ  НЕСКОЛЬКИХ  ПЕРЕМЕННЫХ 

Как и в случае одной переменной, функция  ( );z f x y=   имеет узловые, 

определяющие структуру графика, точки. Рассмотрим, прежде всего точки экс-
тремума, т.е. точка ( )0 0 0;M x y   является: 

 а) точкой максимума  ( );z f x y= , если существует окрестность точки M  

такая, что для всех точек  из этой окрестности    ( ) ( )0 0; ; ;f x y f x y≥  

 б) в свою очередь, точкой минимума функции  ( );z f x y= ,  если для ана-

логичной ситуации ( ) ( )0 0; ; .f x y f x y≤  

 Таким образом, пусть т. ( )0 0 0,M x y   является точкой экстремума функции 

( );z f x y= , тогда  ( )0 0; 0xf x y′ =   и  ( )0 0; 0.yf x y′ =   И  если ( );z f x y= : 

 а) определена в некоторой окрестности т. 0M ; 
 б) имеет в этой точке непрерывные частные производные второго поряд-
ка     ( )0x xf M A′′ =  

         ( ) ( )0 0x y y xf M f M B′′ ′′= =  

         ( )0y yf M C′′ = , то 

 в) если  2 0AC B∆ = − >   и  0A > ⇒ т. 0M −точка минимума 
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               если  0, 0A∆ > < ⇒   т. 0M −точка максимума 
                        если  0,∆ =  то вопрос о наличии экстремума открыт. 
 Рассмотрим примеры исследования функций двух переменных на экстре-
мум. 
 ПРИМЕР. Пусть 2 2 2 3 ,z x x y y x y= + + − −   найдём экстремумы этой 
функции.  

Итак  2 2x

z
z x y

x

∂ ′= = + −
∂

;   

          2 3y

z
z x y

y

∂ ′= = + −
∂

. 

Теперь найдём точки возможных экстремумов: 

0

2 2 0 1 4 1 4
; ;

2 3 0 3 3 3 3

x y
x y M

x y

+ − =  
⇒ = = ⇒ −  + − =  

 точка возможного экстремума. 

Осталось выяснить,  является ли  т. 0M  точкой минимума или максимума, или в 
ней экстремума нет 

2, 2, 1 1,x x x yz A z B′′ ′′= ⇒ = = ⇒ =     2 2y yz C′′ = ⇒ =      тогда 

2 22 2 1 3 0,A C B∆ = ⋅ − = ⋅ − = >  т.к  2 0A = >   также,   0M⇒ − т.min . 

 

 ПРИМЕР. Пусть  2 2,z x y= −   найдём экстремумы для этой функции: 

    
2

2
x

y

z x

z y

′ =
′ = − ( )0

2 0
0; 0

2 0

x
M

y

=
⇒ ⇒− =

– точка возможного экстремума. 

Т.к. 2 2, 0, 0,x x x yz A z B′′ ′′= ⇒ = = ⇒ =       2 2yyz C′′ = − ⇒ = − ,   тогда 

( ) 22 2 0 4 0,∆ = ⋅ − − = − < ⇒  эта точка не является точкой экстремума.  

 ПРИМЕР.  Пусть  4 4,z x y= +   найдём экстремумы для  ;z  

3

3

4

4

x

y

z x

z y

′ =
′ =

( )
3

03

4 0
0; 0

4 0

x
M

y

 =
⇒ ⇒ −

=
точка возможного экстремума. 

Определим характер этой точки: 2 212 , 0, 12x x x y y yz x z z y′′ ′′ ′′= = = . 

    Найдём 
( ) ( )2

0 012 0 0, 0, 0 0,x x x yz M A z M B′′ ′′= ⋅ = ⇒ = = ⇒ = ( ) 2
0 12 0 0, 0y yz M C′′ = ⋅ = ⇒ = , 

тогда 2 20 0 0 0,AC B∆ = − = ⋅ − = ⇒   экстремум может быть в этой точке, а мо-
жет и не быть. Однако в этом случае  0z >   во всех точках, кроме  0,M   и  

( )0 0z M = ⇒данная функция имеет в т. 0M −минимум. 
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10. НАИМЕНЬШЕЕ И НАИБОЛЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 
ДВУХ  ПЕРЕМЕННЫХ 

 
 Ранее  рассмотренные экстремумы имели локальный характер, т.е. функ-
ция принимает максимальное или минимальное значение в некоторой окрест-
ности т. 0M . 
 В ряде задач требуется найти глобальный экстремум, т.е. найти наи-
большее или наименьшее значения функции в некоторой замкнутой области. 
Для этого ищем все локальные экстремумы, принадлежащие области, а также  
границе области,   и  находим значения функции в них. Затем среди  получен-
ных значений  выбираются наибольшее и наименьшее. Рассмотрим эту после-
довательность действий на примере. 
 
 ПРИМЕР. Найти  наибольшее и наименьшее значения  функции 

( )2 2z x y x y= − −   в треугольнике, ограниченном прямыми 0, 0,x y= =  
6.x y+ =  

 
 
    y       0x =          
     6     A 
 
 
      4 
  
 
      2                             1M  
      1        0M                                0y =  
   1 2                                         B 
       0      1    2           4           6          x  
                                    6x y+ =  
                       Рис.5 

РЕШЕНИЕ. 
1) Найдём  точки возможного экстре-
мума данной функции, которые лежат 
внутри области: 

( )2 3 2 22
x

z
x y x y x y

x

∂ ′= ⋅ − − =
∂

 

2 24 3 2xy x y xy= − − =  

( )4 3 2 ;xy x y= − −  

( )2 3 2 22
y

z
x y x y x y

y

∂ ′= − − =
∂

 

2 3 22 2x x yx= − − =  

( )2 2 2 ,x x y= − −  

теперь решим систему уравнений: 

( )
( )2

4 3 2 0

2 2 0.

xy x y

x x y

− − =


− − =
 

Сократим первое уравнение на 0xy ≠ , второе на 2 0x ≠ . Это возможно, т.к. 
внутри области  0, 0.x y> >  
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Тогда  
4 3 2 0

2 2 0

x y

x y

− − =
⇒ − − =

 

2 2 0

2 2

1

x

x

x

− =
− = −

=
    

4 3 1 2 0

2 1

1 2

y

y

y

− ⋅ − =
− = −

=
, 0

1
1;

2
M  

⇒  
 

 –  точка воз-

можного экстремума, принадлежащая области. Найдём значение функции  в 
этой точке: 

( )0

1 1 1 1 1
1 2 1

2 2 2 2 4
z M  = ⋅ ⋅ − − = ⋅ = 

 
. 

2) Найдём значения функции на сторонах треугольника: 
     на стороне : 0, 0 6,OA x y= ≤ ≤    

     на стороне : 0, 0 6,OB y x= ≤ ≤ очевидно, что на  сторонах OA   и OB  0.z =  

    на стороне : 6.AB x y+ =  

Здесь 6y x= −   (где  0 6x≤ ≤ ),  найдём  стационарные точки функции 

( ) ( )( ) ( )2 26 2 6 4 6z x x x x x x x= − − − + = − −   на заданном  интервале. 

Следовательно,   ( ) ( )2 3 224 4 48 12 0z x x x x x′′ = − + = − + = ,  ( )12 4 0x x − = , так как 

0x = −  граничная точка, причём ( )0 0,z =   

тогда при  4x =   найдём  ( ) ( )1 16 4 2, 4; 2y M AB z M= − = ⇒ ∈ ⇒ =  

( )4 16 6 4 128,= − ⋅ − = −   а  6x = −  также граничная точка,  ( )6 0;z⇒ =  

3) Таким образом, наибольшее и наименьшее значения функции z   в треуголь-
нике OAB   надо искать среди следующих значений: 

                      
1

4
z =   внутри треугольника в точке  0;M  

                      0z =    на сторонах 0, 0x y= =   (в том числе в вершинах); 

                      128z = −    на стороне  AB   в точке  1.M  

 ОТВЕТ.  
1

4
z = −  наибольшее значение функции z  

                           128z = − −  наименьшее значение  .z  

11. УСЛОВНЫЙ  ЭКСТРЕМУМ. МЕТОД МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА 

Если  экстремум функции двух переменных ищется не на всей области 
определения, а на множестве, удовлетворяющем некоторому условию, то он 
является условным. Таким образом, пусть ( );z f x y=  и её аргументы  x   и  y  

удовлетворяют условию ( );g x y c= , которое называется уравнением связи. То-

гда ( )0 0;x y  называется точкой  условного максимума (минимума), если суще-
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ствует  такая окрестность этой точки, что для всех точек  ( ; )x y  из этой окрест-

ности, удовлетворяющих условию  ( );g x y c= ,  выполняется  неравенство: 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0; ; ; ; .f x y f x y f x y f x y≥ ≤  

На рис. 6 изображена точка условного максимума  ( )0 0;x y . Она не явля-

ется точкой безусловного  экстремума функции  ( );z f x y= , т.к. это точка 

( )1 1; .x y  

          z  

                                                            ( );z f x y=  

                                                               

 

 

 

 

 
           o                                                             y  
                          
                   ( )1 1;x y                                     ( );g x y C=   

                                                               
     x                                        ( )0 0;x y  

 
                                      Рис.6 

Наиболее простым спосо-
бом нахождения условно-
го экстремума функции 
двух переменных являет-
ся сведение задачи к оты-
сканию экстремума функ-
ции одной переменной. 
Это происходит в том 
случае, когда уравнение 
связи ( );g x y c=  удаётся 

разрешить относительно 
одной из переменных, на-
пример, выразить y   че-

рез x , т.е. найти ( ).y xϕ=  

Подставив полученное 
выражение в функцию 
двух переменных, полу-
чаем функцию одной пе-
ременной, т.е. 

( )( ); .z f x xϕ=  

Экстремум этой функции и будет условным экстремумом  функции 
( ); .z f x y=  Рассмотрим этот процесс на примере. 

 ПРИМЕР. Найти точки максимума и минимума функции  z xy=   при 

условии  5 10 200.x y+ =   

Выразим  20
2

x
y = −   и подставим в функцию    

2

20 20 ;
2 2

x x
z x x = ⋅ − = − 

 
   

Найдём   
2

2 2

1 20
20 ;

2
2 20 2 20

2 2

x x
z x

x x
x x

′  −′ = ⋅ − = 
 − −
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2
2

20 0
20

0 ,
2 20 0

2 20 2
2

x
x

x
xx

x

− =
− = ⇔ ⇒

− ≠− 

20 0

20

x

x

− =
=

. 

При этом  ( )
2

220 0, 40 0, 40 0 0
2

x
x x x x x x− ≠ − ≠ − ≠ ⇒ ≠   и  40.x ≠  

Тогда исследуем полученную критическую точку функции 20x =  на экстре-
мум: 

 +                                     – 
                      0                                      20                                        40              x  
 
Пусть 10,x =   тогда   ( )10 0,z′ >  

             30x = ,     тогда   ( )30 0z′ < . 

 
Т.к. при переходе через точку   20x =   производная меняет знак с «+ »  на  «−»,    

20x⇒ = −  т.max для функции  ( ),z x   а  точка ( )20; 10 −  т. max  для функции 

( ); ;z x y xy=  

 ОТВЕТ. Точка  (20; 10) – условный максимум функции z . 
 Так как в рассмотренном примере уравнение связи оказалось линей-
ным, поэтому  оно легко разрешилось относительно одной переменной. Однако 
в более сложных случаях для отыскания  условного экстремума используется 
метод Лагранжа. 
 В этом случае рассматривается функция трёх переменных: 

( ) ( ) ( ); ; ; ;L x y f x y g x y cλ λ= + ⋅ − −    эта функция называется функцией Ла-

гранжа, а λ −  множителем Лагранжа. Тогда, если  ( )0 0;x y −  точка  условного 

экстремума функции  ( );z f x y=   при  условии  ( ); ,g x y c=   то существует  

значение  0λ   такое, что точка  ( )0 0 0; ;x y λ   является точкой экстремума функ-

ции  ( ); ; .L x y λ  

 Таким образом, для нахождения условного экстремума  функции 
( );z f x y=  при условии  ( );g x y c=   требуется найти решение системы  

( ) ( )
( ) ( )

( )

; ; 0

; ; 0

; 0.

x x x

y y y

L f x y g x y

L f x y g x y

L g x y cλ

λ
λ

′ ′ ′ = + ⋅ =


′ ′ ′= + ⋅ =
 ′ = − =

 

Рассмотрим использование метода множителей Лагранжа для  решения 
предыдущей задачи. 
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Пусть функция полезности потребления имеет вид  .z xy=   Цена на благо  x   

равна  5, цена на  благо  y   равна 10, доход потребителя равен 200. Найти оп-
тимальный  набор благ потребления.  
Составляем функцию Лагранжа   

( ) ( ) ( ); ; 5 10 200 ,L z x y x y xy x yλ ϕ λ= + ⋅ = + + −   тогда частные производные 

имеют вид: 

( ) 1
5 10 200 5

2
x x

z
L x y y

x xy
λ λ∂ ′′ = + + − = ⋅ +

∂
, 

( ) 1
5 10 200 10

2
y y

z
L x y x

y xy
λ λ∂ ′′ = + + − = ⋅ +

∂
, 

5 10 200L x yλ′ = + − . 

Приравнивая к нулю частные производные, получим систему уравнений 

1
5 0

2

1
10 0,

2

5 10 200 0

y
xy

x
xy

x y

λ

λ

 ⋅ + =



⋅ + =

 + − =



 тогда  

1
5

2

1
10

2

y

x

x

y

λ

λ

= −

= −
⇒   

10

20

y

x

x

y

λ

λ

= − ⇒

= − ⇒

  

1

10

1

20

y

x

x

y

λ

λ

= −

= −
 

1 1 1 1
,

10 20 10
20

y x y

x y x y
x

− = − ⇒ − = −   где   
0

0

x

y

≠
≠

, 

тогда  

2

2 1,
y

x

 
= 

 

1

2 2

y x
y

x
⇒ = ⇒ =  

5 10 200
2

x
x⋅ + ⋅ =  

10 200x =  

20x = ,  тогда  

 10,y =   

т.е. ( )20; 10 −  единственное решение системы; таким образом, точкой условно-

го максимума является т.( )20; 10 . 
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ЗАДАЧИ  ДЛЯ  САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ  РАБОТЫ 

Вариант № 1. 
1. Найти область определения функции: .z y x= +  

2. Найти частные производные функции  
3

1 3
.

42

y
z arctg

x
=  

3. Найти  ,
du

dx
  если  

2 2

,z yu e −=     
cos

sin

z x

y x

=
= . 

4. Найти 
z

x

∂
∂

   и   ,
z

y

∂
∂

  если  ( )2 2 2 2sin sin cos 2 0.
2

z
x y y+ − + =  

5. Найти градиент функции 
2 2

x
z

x y
=

+
  в точке  0

1
1; 2;

5
M  

 
 

. 

6. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2z x y= +   в точке   ( )1; 2; 5B . 

7. Найти частные производные второго порядка функции ( )3z ctg x y= ⋅ . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 4 8z x xy x y= + − − . 

9. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 2 9 6z x xy y y x= − + − − +   в замкнутой области, ограниченной линиями: 
; 2; 6y x x y= − = − = − . 

Вариант № 2 

1. Найти область определения функции: 2 24 4 .z x y= − + −  

2. Найти частные производные функции  
25 2

.
3

x y
z

x y

−=
+

 

3. Найти  
z

u

∂
∂

  и  ,
z

v

∂
∂

    если  ,vz u=    
sin

cos

u x

v x

=
=

. 

4. Найти 
z

x

∂
∂

   и   ,
z

y

∂
∂

  если 3 2 x
y x arctg

z
− = . 

5. Найти градиент функции  2 2 43 3z x y xy y= − +   в точке  ( )1; 2; 0M . 

6. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2z x y x= + −   в точке  ( )3; 4; 2A . 

7. Найти частные производные второго порядка функции ( )1z xy xy= ⋅ − . 
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8. Исследовать на экстремум функцию  2 22 4z x xy x y= + + − . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  2 2 6 2z x y x y= + + +   
в замкнутой области, ограниченной линиями: 5; ; 0x y x y= − = = . 

Вариант № 3 

1. Найти область определения функции: sin .z y x= ⋅  

2. Найти частные производные функции  
2

.
sin

xy
z

x
=  

3. Найти  
dz

dt
,     если  ( )sin ,z arc x y= −      

3

3

4

x t

y t

=
=

. 

4. Найти 
dy

dx
,   если    3 ln

x
y xy

y

 
− =  

 
. 

5. Найти градиент функции 2 23z x y= +   в точке  ( )1;1; 3 2M . 

6. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2

2

2

x
z y= −   в точке   ( )2; 1;1N − . 

7. Найти частные производные второго порядка функции ln
x

z
y

= . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 1z x xy y x y= + + + − + . 

9. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 23 3 2z x xy y x y= + + − −   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

; 2; 1y x y x= − = = . 

Вариант № 4 

1. Найти область определения функции: 
1

.z
y x

=
−

 

2. Найти частные производные функции  2 33 1 4 3 .z xy x y= + + +  

3. Найти  
dz

dt
,     если  ,

x
z

y
=       

ln

tx e

y t

=
=

. 
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4. Найти 
z

x

∂
∂

  и   
z

y

∂
∂

,   если  ( )
2

2 2 2ln 0
y

x y z arctg
x

+ + + = . 

5. Найти градиент функции 22z x xy= +   в точке  ( )1; 2; 4A . 

6. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
z xy=   в точке  ( )1; 1; 1− − . 

7. Найти частные производные второго порядка функции   ( )sinz x y= + . 

8. Исследовать на экстремум функцию   2 2 12 16z x y x y= + − + . 

9. Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
3 227 6z x y x y= − − +   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

5; 5; 0x y y x y+ = − = = . 

Вариант № 5 
1. Найти область определения данной  функции:   arccos .z x y= +  

2. Найти частные производные функции   .
y

zu x=  

3. Найти  
du

dt
,     если  lnsin ,

x
u

y
=      

2

2

5

1

x t

y t

=

= +
. 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и   
z

y

∂
∂

,   если    
22 3

2
1x y z

e e
x

−− + = . 

5. Найти градиент функции 2 2z x xy y= + +   в точке  ( )0; 2; 4M . 

6. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
2 2 22 5x y z+ − −   в точке  ( )2; 1; 1− . 

7. Найти частные производные второго порядка функции  ( )2 2cosz x y= − . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 4 5z x y xy x y= + + − − . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  2 2 3z x y xy= + +   в 

треугольнике с вершинами   ( ) ( ) ( )0; 1 , 2; 1 , 2; 1A B C− − − . 

Вариант № 6 

1. Найти область определения функции:  2 21 1 .z y x y x= + − − − −  
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2. Найти частные производные функции   ln .
x

z tg
y

=  

3. Найти   
dz

dt
,     если  3 2 ,x yz e +=   2

cosx t

y t

=
=

. 

4. Найти   
dy

dx
,   если  

2
arcsin 0

x z

y xy
+ = . 

5. Найти градиент функции  
x

z arctg
y

=   в точке  1; 1;
4

π 
 
 

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

sin
y

z
x

=   в точке  ( )1; ; 0K π . 

7. Найти частные производные второго порядка функции  ( )2 2sinz x y= + . 

8. Исследовать на экстремум функцию  ( )3 1z xy x y= − − . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  ( )4 8z xy x y= + +   в 

замкнутой области, ограниченной линиями: 3; 3; 0; 0x y x y= − = − = = . 

Вариант № 7 

1. Найти область определения функции:  
2

arcsin .
y

z
x

=  

2. Найти частные производные функции   ( ) 22 2 .xyz x y e−= + ⋅  

3. Найти  
du

dt
,     если  

ln
,

cos

x
u

y
=      

2

sinx t

y t

=
=

. 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если   2 22 3 4xtgz x y− + = . 

5. 
Найти производную  функции ( )2z arcctg x y=   в точке  1; 1;

4
B

π 
 
 

 в на-

правлении градиента. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 2z x y= −   в точке  ( )1; 1; 0C . 

7. Найти частные производные второго порядка функции lnz y x= ⋅ . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 23 6z x y x xy y= + − − + . 
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9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  3 3 3z x y xy= + −   в 
замкнутой области, ограниченной линиями: 0 2, 1 2x y≤ ≤ − ≤ ≤ . 

Вариант № 8 

1. Найти область определения функции: ( )2 2 2 2
2log 1 9 .z x y x y= + − + − −  

2. Найти частные производные функции  22cos .
2

y
z x = − 

 
 

3. Найти  
du

dt
,     если  3 ,x yu e −=      

3

sinx t

y t

=
=

. 

4. Найти 
dy

dx
,   если  ( ) ( )22 2 2 2 2 0x y a x y+ − − = ,  где  a const= . 

5. 
Найти производную  функции 

2

x
z

y
=   в точке  ( )5; 1; 5C −  в направлении 

градиента. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 22 4z x y= −   в точке  ( )2; 1; 4D . 

7. Найти частные производные второго порядка функции ( )ln 3z x y= − . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 2 6z y x xy x y= − + − − . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
( ) ( )6 1 2z y y x x= − − −   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

0, 0, 4x y x y= = + = . 

Вариант № 9 

1. Найти область определения функции: 
2 2

cos .
x y

z arc
x y

+=
+

 

2. Найти частные производные функции  
2

.
9

xy
z

xy
=

+
 

3. Найти  
du

dt
,     если  2 2 ,u z y z y= + + ⋅   

sin
t

z t

y e

=
=

. 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,  если  3 3 32 3 2 3x y z xyz y+ + − − = − . 
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5. 
Найти производную  функции ( )ln 2 3z x y= +   в точке  ( )1; 1; 0D −  в на-

правлении градиента. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 22 3 2 0x yz x z xyz+ − + =   в точке  ( )1; 0; 1N − . 

7. Найти частные производные второго порядка функции 
2

2 1

y
z

x
=

−
. 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 22 3 2 10z xy x y= − − + . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  ( )2 2z x y x y= − −   в 

замкнутой области, ограниченной линиями: 2 2, 3 3x y− ≤ ≤ − ≤ ≤ . 

Вариант № 10 

1. Найти область определения функции: ( )2 2cosz x y= +  

2. Найти частные производные функции  
2

.
sin

xy
z

x
=  

3. Найти  
dz

dt
,     если  ( )arcsin ,z x y= −   

3

3

4

x t

y t

=
=

. 

4. Найти 
dy

dx
,   если  3 3 2 2 3x y x y a− − = ,  где  a const= . 

5. 
Найти производную  функции 

2 2

x y
z

x y

+=
+

  в точке  ( )1; 0; 1F − −  в на-

правлении градиента. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 2 22 4 5x y z+ − =   в точке  ( )1; 2; 1 . 

7. Найти частные производные второго порядка функции cosyz e x= ⋅ . 

8. Исследовать на экстремум функцию  ( ) 2 24z x y x y= − − − . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  2 2 4z x xy y x= − + −   
в замкнутой области, ограниченной линиями: 0, 0, 4x y x y= = − = . 

Вариант № 11 

1. Найти область определения функции:  
2 2

2 2

2

2

x x y
z

x x y

+ +=
− +

. 
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2. Найти частные производные функции   
2

3ln .
3 6

x y
z tg

 
= − 

 
 

3. Найти  
z

u

∂
∂

  и   
z

v

∂
∂

,   если  
2

,
x

z
y

=   
2

2

x u v

y v u

= −
= +

. 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

, если   
2 2

2 2 2
2 2

4 1
x y

z a b
a b

 
= − − 

 
,  где  ,a const b const= = . 

5. 
Найти производную  функции yz x e= ⋅   в точке  ( )1; 0; 1A − −  в направ-

лении градиента. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

33 8xyz z− =   в точке  ( )0; 2; 2D − . 

7. Найти частные производные второго порядка функции cosyz e x= ⋅ . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 1z x xy y x y= + + + − + . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  2 23z x y x y= + + −   
в замкнутой области, ограниченной линиями: 0, 0, 1x y x y= = − + = . 

Вариант № 12 

1. Найти область определения функции:  ( )
2

2 2

4

ln 1

x y
z

x y

−=
− −

. 

2. Найти частные производные функции   
3

lnx y
u z

z
 = + 
 

 

3. Найти  
dz

dt
 ,   если  2 22 ,z x xy y= + +   

3sin

cos

x t

y t

=
=

. 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  
2 2 22y ye ax e bz−+ = ,  где  ,a const b const= = . 

5. 
Найти производную  функции arcsin

x
z

y
=   в точке  ( )0; 1; 0K  в направ-

лении градиента. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2
2

2

y
z x= +   в точке  ( )1; 2; 3M − . 

7. Найти частные производные второго порядка функции sinz y x= ⋅ . 
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8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 9 3 17z x xy y y x= − + − − + − . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 210 10 1z xy x x= − + + +   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

5 0; 1 1x y− ≤ ≤ − ≤ ≤ . 

Вариант № 13 
1. Найти область определения функции:  ln lncosz x y= − . 

2. Найти частные производные функции   2 2.z x y x y= + − +  

3. Найти  
du

dt
 ,   если  ,u xyz=   2 1, ln ,x t y t z tgt= + = = . 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  ( )3 3sin 2 3cos2 1ze x y− = . 

5. 
Найти производную  функции 2 2z x y xy= −   в точке  ( )1; 1; 0N  в направ-

лении градиента. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

4 3 2 33 4 4 4 1 0x y z z xy z x− + − + =   в точке  ( )1; 1; 1K . 

7. Найти частные производные второго порядка функции cosz x y= ⋅ . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 25 4 2 9 3z x xy y x y= − + + − . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  2 2z x y= +   в замк-
нутой области, ограниченной квадратом с вершинами: 

( ) ( ) ( ) ( )1; 1 , 1; 1 , 1; 1 , 1; 1A B C D− − − − . 

Вариант № 14 

1. Найти область определения функции:  2 29 3 4z x y y x= − − + + . 

2. Найти частные производные функции   yz arctg x= . 

3. Найти  
du

dt
,   если  2 2,u y yx= +   

2

sin

.t
x t

y e

=
=

 

4. Найти 
dy

dx
,   если  ( )2 2 23ye x x a− = + ,  где  a const= . 

5. Найти производную  функции 2 2z x y xy= +   в точке  ( )1; 2; 6D  в на-

правлении градиента. 
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6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

( )2 2 5 5z x xyz y− − =   в точке  ( )1; 1; 2N . 

7. Найти частные производные второго порядка функции 
3

1

x
z

y
=

−
. 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 8 2z x xy y x y= − + + + . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  

5 3

2 2
z xy x y= − −   в 

замкнутой области, ограниченной линиями: 1 2; 2 3x y≤ ≤ ≤ ≤ . 

Вариант № 15 

1. Найти область определения функции:  
1 1

z
x y x y

= +
+ −

. 

2. Найти частные производные функции   22sin cosu x y z= + + . 

3. Найти  
dz

dt
,   если  ( )arcsin ,z x y= −   

3

3

4 .

x t

y t

=
=

 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  ( )2 3 0xyzx y z e−+ + = . 

5. Найти производную  функции ( )2 2ln 5 4z x y= −   в точке  ( )1; 1; 0E −  в 

направлении градиента. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

y
z arctg

x
=   в точке  1; 1;

4

π 
 
 

. 

7. Найти частные производные второго порядка функции ( )cos 2 3z x y= − . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 25 3z x x y y= − − + . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 22 3 2 1z x xy y x y= − + + + +   в замкнутой области, ограниченной линия-

ми: 0, 0, 5x y x y= = + = − . 

Вариант № 16 

1. Найти область определения функции:  ( )ln 2z x y= + . 

2. Найти частные производные функции   .xyz x=  
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3. Найти  
dz

dt
,   если  ,

y
z arctg

x
=   2 21, 1t tx e y e= + = − . 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  2 2 2cosy x x z= + . 

5. 
Найти производную  функции ( )2 2ln 5 4z x y= −   в точке  ( )1; 1; 0E −  в 

направлении вектора  2e i j= −
r r r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

3 3 3 6 0x y z xyz+ + + − =   в точке  ( )1; 2; 1C − . 

7. Найти частные производные второго порядка функции ln
y

z x
x

= ⋅ . 

8. Исследовать на экстремум функцию  ( )1z xy x y= − − . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 2 6 4 2z x y x y= + − + +   в замкнутой области, ограниченной прямоуголь-

ником  с вершинами: ( ) ( ) ( ) ( )4; 3 , 4; 2 , 1; 2 , 1; 3A B C D− − . 

Вариант № 17 

1. Найти область определения функции:  
2 2 9 2

3
4

x y x
z

y
+ −= +

−
. 

2. Найти частные производные функции   ln
2

y
u x

z
 = + 
 

. 

3. Найти  
dz

dt
,   если  ( )2cos 2 4 ,z t x y= + −   

1
;

ln

t
x y

t t
= = . 

4. Найти 
z

y

∂
∂

  и  
z

x

∂
∂

,   если  
2 33 ln3 15z y xy+ − = . 

5. 
Найти производную  функции 

2 2

x
z

x y
=

+
  в точке  

1
1; 2;

5
M  
 
 

 в направ-

лении вектора  3e i j= −
r r r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 2 32 16x y x z+ + =   в точке  ( )2; 1; 2B . 

7. Найти частные производные второго порядка функции ( )ln 2z x y= − . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 23 3 2z x xy y x y= + + − − . 
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9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 2 1z x y xy x= + − + +   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

0, 0, 3 0x y x y= = + + = . 

Вариант № 18 

1. Найти область определения функции:  2 2

2
z x y

x y
= − +

− −
. 

2. Найти частные производные функции   ( )sin
y z

u x
⋅= . 

3. Найти  
z

u

∂
∂

  и  
z

v

∂
∂

,  если  ,
x

z arctg
y

=   ;x u v y u v= + = − . 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  2 .yy x e z⋅ − =  

5. 
Найти производную  функции 2 2 43 3z x y xy y= − +   в точке  ( )1; 2; 0C  в 

направлении вектора  e i j= +
r r r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 29z x y= − −   в точке  ( )1; 2; 2A . 

7. Найти частные производные второго порядка функции 
2

2

x
z

y
= . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 4 8z x xy x y= + − + . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 24 6 2z x xy y x y= + − − −   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

0, 0, 2 3 6x y x y= = + = . 

Вариант № 19 

1. Найти область определения функции:  3arccos
x

z xy
y

= + . 

2. Найти частные производные функции   
cos

1 ln
x

z
y

= − . 

3. 
Найти  

z

u

∂
∂

  и  
z

v

∂
∂

,  если  
2

2
,

ln

x y
z

y
x

=
 
 
 

  22 ;x u y v= = . 
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4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  ( ) ( )23 2 3 0,x y a z y− − =   где  a const= . 

5. 
Найти производную  функции 2 23z x y= +   в точке  ( )1; 1; 3 2N  в на-

правлении вектора  2e i j= −
r r r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 3 12xy z+ =   в точке  ( )1; 2; 2M − . 

7. Найти частные производные второго порядка функции ( )ln xyz x e= + . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 27 6 11z y x= + − . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 2 4 8z x xy x y= + − −   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

0, 0, 6x y x y= = − + = − . 

Вариант № 20 
1. Найти область определения функции:  ( )arcsin cos 2z y arc x= − + . 

2. Найти частные производные функции   
2

23
y

u x y z
x

= + + . 

3. Найти  
du

dt
,  если  2 ,xyu e xy= +   2cos ; sinx t y t= = . 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  cos cos cos 1x y y z z x⋅ + ⋅ + ⋅ = − . 

5. 
Найти производную  функции 22z x xy= +   в точке  ( )1; 2; 4C  в направ-

лении вектора  3e i j= −
r r r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

x
z arcctg

y
=   в точке  1; 1;

4
N

π 
 
 

. 

7. Найти частные производные второго порядка функции 3xz y= . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 23z x y x y= + + − . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 22 4z x xy y x= + − −   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

3, 0, 1x y y x= = = + . 
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Вариант № 21 

1. Найти область определения функции:  
( )

2

arccos 2 3

2

x
z

x y

+
=

− +
. 

2. Найти частные производные функции   ( )2 2 2sinu x y z= + + . 

3. Найти  
z

u

∂
∂

  и  
z

v

∂
∂

,  если  2 2 ,z x y y x= ⋅ − ⋅   cos ; sinx u v y v u= ⋅ = ⋅ . 

4. Найти 
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  zx y z e+ + = . 

5. 
Найти производную  функции 2 2z x xy y= + +   в точке  ( )0; 2; 4C  в на-

правлении вектора  { }1; 2e =
r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 2 2 1x y z+ − =   в точке  ( )1; 2; 2K . 

7. Найти частные производные второго порядка функции 2yz x= . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 4z x xy y x= − + − . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции  
2 22 4 6 18z x y xy x= − ⋅ + − −   в замкнутой области, ограниченной линиями: 

0, 0, 3x y x y= = + = . 

Вариант № 22 

1. Найти область определения функции:  ( )
2 225

ln 1

x y
z

xy

− −=
−

. 

2. Найти частные производные функции   3
1

3
1

xy
u

xy

−=
− −

. 

3. Найти  
z

u

∂
∂

  и  
z

v

∂
∂

,  если  2 ln ,z x y= ⋅   2 ;
u

x u v y
v

= ⋅ = . 

4. Найти 
dy

dx
,   если  ( ) 0x arctg x y y+ ⋅ − = . 

5. 
Найти производную  функции ar

x
z ctg

y
=   в точке  1; 1;

4

π 
 
 

 в направле-

нии вектора  { }1; 1e = −
r

. 
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6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 2 2 26x y z+ + =   в точке  ( )3; 4; 1N . 

7. Найти частные производные второго порядка функции 
x y

z arctg
x

+= . 

8. Исследовать на экстремум функцию  z xy x y= + + . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  3 3 3 15z x y yx= + − −   
в замкнутой области, ограниченной линиями: 0, 0, 4x y x y= = + = . 

Вариант № 23 

1. Найти область определения функции:  ( ) ( )2 2 2 24 9z x y x y= + − ⋅ − − . 

2. Найти частные производные функции   ( )2 2 23 lnu xy yx z= + + . 

3. Найти  
du

dt
,  если  ln ,

x
u

y
=   4;x t y t= = . 

4. Найти 
dy

dx
,   если  

y

xx y e+ = . 

5. 
Найти производную  функции ( )2arz cctg x y=   в точке  1; 1;

4

π 
 
 

 в на-

правлении вектора  2e i j= +
r r r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

3ze z xy− + =   в точке  ( )2; 1; 0C . 

7. Найти частные производные второго порядка функции yz x e= ⋅ . 

8. Исследовать на экстремум функцию  ( ) ( )6 1 2z x x y y= − − − . 

9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  2 2 6 2z x y x y= + + +   
в замкнутой области, ограниченной линиями: 0, 0, 5 0x y x y= = + + = . 

Вариант № 24 

1. Найти область определения функции:  
cos

1
xy

z y
xy

= + − . 

2. Найти частные производные функции   
z

y
u arctg

x
 =  
 

. 
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3. Найти  
z

u

∂
∂

  и  
z

v

∂
∂

,  если  2 22 ,z x xy y= − +   ; lnux e y v= = . 

4. Найти  
z

x

∂
∂

  и  
z

y

∂
∂

,   если  ( )cosx y z x y z+ + = + + . 

5. 
Найти производную  функции 

2

x
z

y
=   в точке  ( )5; 1; 5D −  в направле-

нии вектора  4e i j= +
r r r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

3 3 6x y y x z− − =   в точке  ( )2; 1; 0B . 

7. Найти частные производные второго порядка функции  
xy

z x y
x y

= + +
−

. 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 13 11 5z x xy y x y= + + − − + . 

9. 

Найти наибольшее и наименьшее значения функции 2 27 6 11z y x= + −  в 
замкнутой области, ограниченной линиями: 

0; 0;x y= =      1,5 2 3 0y x+ + = . 

Вариант № 25 

1. Найти область определения функции:  
2 3

x y
z arctgx

x y

+= +
+

. 

2. Найти частные производные функции   
2 2

2 2

1
ln

1

x y
z

x y

− +=
+ +

. 

3. Найти  
dz

dt
,  если  ( )cos ,z x y= −    3 2;x t y t= = . 

4. Найти 
dy

dx
,   если  lnxy y a− = ,  где   a const= . 

5. 
Найти производную  функции ( )ln 2 3z x y= +   в точке  ( )1; 1; 0K −  в на-

правлении вектора  e i j= −
r r r

. 

6. 
Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

2 2 4 4 13z x y x y= − − +   в точке  ( )2; 1; 0A . 

7. Найти частные производные второго порядка функции sin cosz x y= ⋅ . 

8. Исследовать на экстремум функцию  2 2 2z x xy y x y= + + − − . 
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9. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции  ( )1z xy x y= − −   в 

замкнутой области, ограниченной линиями: 1; 2; 0y x x y− = = = . 
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