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Для выполнения типового расчета по системам дифференциальных  уравнений  

рекомендуется изучить теоретический материал по следующим вопросам: 

Системы дифференциальных уравнений 

1. Нормальная система дифференциальных  уравнений (д.у.). Сформулировать 

теорему существования и единственности решений задачи Коши. 

2. Решение систем дифференциальных  уравнений  методом исключения и методом 

подбора интегрируемых комбинаций. 

3. Метод Эйлера решения линейных однородных систем с постоянными 

коэффициентами (случай простых и кратных корней характеристического 

уравнения). 

4. Решение линейных неоднородных систем с постоянными коэффициентами.  

ЗАДАЧИ № 1-3 

     Задача № 1. Решить системы дифференциальных  уравнений методом 

последовательного интегрирования,  методом исключения или методом 

интегрируемых комбинаций. 

     Задача № 2. Решить системы дифференциальных  уравнений методом Эйлера с 

помощью характеристического уравнения (х.у.). 

    Задача № 3. Решить линейные неоднородные системы с постоянными 

коэффициентами методом подбора частных решений или методом вариации 

произвольных постоянных. 

 

   Задача 1. Решить системы дифференциальных уравнений методом 

последовательного интегрирования, методом исключения или методом 

интегрируемых комбинаций. 
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   Задача 2.1. Найти общее решение систем методом Эйлера (с помощью 

характеристического уравнения). 
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Задача 2.2. Найти общее решение систем методом Эйлера (с помощью 

характеристического уравнения). 
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Задача 3. Решить линейные неоднородные системы с постоянными 

коэффициентами методом подбора частных решений или методом вариации 

произвольных постоянных. 
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РЕШЕНИЕ  ЗАДАЧ 
 

1. Решить системы дифференциальных уравнений методом 

последовательного интегрирования, методом исключения или методом 

интегрируемых комбинаций 

 

Иногда нормальную систему д.у. удается свести к одному уравнению n -го 

порядка, содержащему одну неизвестную функцию. Сведение нормальной системы 

к одному уравнению может быть достигнуто дифференцированием одного из 

уравнений системы и исключением всех неизвестных, кроме одного (так 

называемый метод исключения). В некоторых случаях, комбинируя уравнения 

системы, после несложных преобразований  удается получить легко интегрируемые 
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уравнения (так называемый метод интегрируемых комбинаций), что позволяет 

найти решение системы. 

Пример 1. Решить систему д.у. методом исключения   
х х у
у х у

     
. 

Решение. Продифференцируем по  t  первое уравнение:  х х у    ;  исключим из 

полученного уравнения y  и у . Имеем  х х х у    . Найдем у  из первого 

уравнения:   у х х   (*), подставим в последнее: 2 0х х  . Решаем его х.у. : 

2 2 2
1,2 1 22 0, 2; t tх с е с е         . Общее решение для  у  находим из  (*): 

   2 2
1 22 1 2 1t tу х х с е с е        . 

Пример 2.  Решить систему д.у. методом интегрируемых комбинаций: 

,
2 3 2 3

х ух у
х у х у

  
 

. 

Решение. Составим первую интегрируемую комбинацию, разделив первое 

уравнение на второе: 

  dx х
dу у

   или  1 1; ln ln ln ; х Cdх dy х у C у
х у
    . 

Составим вторую интегрируемую комбинацию, сложив удвоенное первое и 

утроенное второе уравнения:  2 3 1х у     или   2 3dx dy dt  . Отсюда  

22 3х у t C   . Из системы алгебраических уравнений 1 2, 2 3х C у х у t C     

находим общее решение системы  2 2
1

1 1
,

3 2 3 2
t C t Cх C у

C C
 

 
 

. 

2. Найти общее решение систем методом Эйлера (с помощью 

характеристического уравнения) 

Рассмотрим метод Эйлера решения систем д.у. с постоянными 

коэффициентами на примере системы первого порядка. 
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, ; , ,c,х ax by y cx dy a b d     - постоянные. Решение системы находим в виде  

1 2,t tх е у е    , где  1 2,   и  - произвольные постоянные. Подставляя их в 

систему, получим систему относительно 1  и 2 : 

                          1 2 1 20, 0а b с d            .                                                (*) 

Однородная система (*) имеет ненулевое решение при условии 

                                         0
а b

с d








      .                                                             (**) 

Таким образом, 1  и 2  находятся из системы (*),  - из х.у. (**). При этом 

различают следующие случаи: 

1) Корни х.у. (**) различные, действительные.  

2) Корни х.у. различные, комплексные. 

3) Корни х.у. кратные. 

Рассмотрим эти случаи. 

1) Корни  х.у. различные, действительные 

Пример 3.  Решить систему ,х х у     у х у   . 

Решение. Составим характеристическое уравнение: 
1 1

0
1 1








 или  

 2 2
1 21 1 0, 2 0, 0, 2            - корни х.у. различные, действительные. 

Находим 1  и 2 . 

а) 1 1 1 1 20, ,х у     . Подставляя в систему, получим   1 2 0   ; полагая 

2 1  , получим  1 1  . Итак,  1 11, 1х у  ; 

б) 2 2
2 2 3 2 4 3 42, , ; ,t tх е у е         - находим из системы 

3 3 4 4 3 4 3 4 3 42 , 2 0, 0                  . Полагая  4 1,   получим  

2 2
3 2 21; ,t tх е у е    . Общее решение имеет 

вид: 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2,t tх C х C х C C е у C C е        . 

2) Корни х.у. комплексные. 
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Пример 4. Решить систему  ,х у у х   . 

Решение.    Х.у. имеет вид  
1

0
1






 

   или   2 1 0   ,     1,2 i  . 

а) 1 1 1 1 2, ,it iti x е у е       .  1  и  2  находим из системы     1 2 2 1,i i     .  

Полагаем 1 ,i    тогда 2 1.   Получим   1 1,it itх i e у е   - частное решение. 

б) i , этому корню соответствует комплексно сопряженное решение  

2 2,it itх ie у е   . Общее  решение имеет вид: 1 1 2 2 1 2
it itх C х C х C ie iC е    , 

1 2
it itу C е C е  . Можно построить новую фундаментальную систему решений 

(ф.с.р.) из действительных решений, полагая 1 2
1 ,

2
х хх 

  

1 2
2 ;

2
х хх

i


 1 2 1 2
1 2, ;

2 2
у у у уу у

i
 

    и общее решение будет иметь 

вид 1 2 1 2sin cos ; у cos   sinх C t C t C t C t        . 

3) Корни х.у. действительные, кратные. 

Пример 5. Решить систему  ,х х у х у    . 

Решение. Х.у. имеет вид:   
1 0

0
1 1








 или   21 0  , 1,2 1  . Корень 1  

кратный. Решение следует искать в виде:     ,t tх Аt B е у Сt D е    , где  

, , ,А В С D  - постоянные. Подставляя в уравнение системы, получим 

         В В , Вt t t t t t tАе Аt е Аt е Се Сt D е Аt е Сt D е          . 

Сокращая на tе  и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях t , получим:      

0, ,А С В   С  и D - произвольные. Полагаем 1 2,С С D С  . Имеем    

 1 2,t tх Се у C t C е    - общее решение.  

3. Линейные неоднородные системы с постоянными коэффициентами 

Линейные неоднородные системы с постоянными коэффициентами можно 

решить методом вариации произвольных постоянных и методом подбора частных 
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решений по виду правых частей также как линейные неоднородные уравнения. 

Рассмотрим эти методы на примерах.  

Пример 6. Методом вариации постоянных решить систему 
2 4 4х х y t

у х y
     




. 

Решение. Сначала находим общее решение соответствующей однородной системы  
2 3

1 24t tx c e c e  , 2 3
1 2

t ty c e c e  . Общее решение неоднородной системы 

находим в виде: 2 3
1 2( ) 4 ( )t tx c t e c t e  , 2 3

1 2( ) ( )t ty c t e c t e  . Для определения 

1 ( )c t  и 2 ( )c t  составим систему 
2 3

1 2

2 3
1 2

( ) 4 ( ) 4 ,

( ) ( ) 0.

t t

t t

c t e c t e t

c t e c t e






  

  

 Откуда 

2
1

3
2

4( ) ,
5

4( ) .
5

t

t

c t te

c t te





 
Интегрируя, находим 

2 2
1 1

3 3
2 2

2 1( ) ,
5 5

4 4( ) ,
15 45

t t

t t

c t te e c

c t te e c

  




  
 где 1c и 2c - 

произвольные постоянные. Общее решение системы имеет вид: 

2 3
1 2

22 54
15 9

t tx c e c e t    , 2 3
1 2

2 1
15 9

t ty c e c e t    . 

Пример 7. Решить задачу Коши для системы 
4 5 4 1, (0) 0,

2 , (0) 0.
х х y t x
у х y t y

         




 

Решение. Будем решать систему методом подбора частных решений. Сначала 

находим общее решение соответствующей однородной системы 3
1 25 t tx c e c e  , 

3
1 2

t ty c e c e  . Частное решение неоднородной системы будем искать в виде: 

x At B  , y Ct D  , где , , ,A B C D  - произвольные постоянные, которые 

находим, подставляя ,x y  в систему. Получим x t , 0y  . Общее решение 

неоднородной системы имеет вид: 3
1 25 t tx c e c e t   , 3

1 2
t ty c e c e   Из начальных 

условий найдем 1 0c  , 2 0c  . Следовательно, частное решение, удовлетворяющее 

начальным условиям,  имеет вид x t , 0y  . 
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