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1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Если пытаться применить классическую физику – механику и элек-
тродинамику – для объяснения строения атома, то сразу возникает непре-
одолимое противоречие. Атом, в котором электроны движутся вокруг яд-
ра по орбитам, просто не может существовать! Дело в том, что электрон, 
движущийся по классической криволинейной траектории с ускорением, 
обязан испускать электромагнитное излучение (волны). В результате 
электрон должен довольно быстро потерять свою энергию и упасть на яд-
ро, чего не происходит в природе. 

Таким образом, возникает необходимость построения совершенно 
специфической теории, которая адекватно объясняла бы явления, проис-
ходящие с частицами очень малой массы, движущимися в очень малой 
области пространства. Такая теория – квантовая механика – была постро-
ена в начале ХХ в. Её создатели Макс Планк, Нильс Бор, Эрвин Шрёдин-
гер, Вернер Гейзенберг. 

Почти всю информацию об окружающем мире мы получаем с помо-
щью волн. Это электромагнитные волны субмикрометрового диапазона 
(так называемый видимый свет), радиоволны, звуковые волны. Волна – 
это распространяющиеся в пространстве колебания, которые переносят 
энергию без заметного переноса вещества. Как известно, одна из четырёх 
базовых идей физики состоит в том, что с каждой частицей связан волно-
вой вероятностный процесс. Поэтому представляется необходимым при-
вести краткие сведения о волнах, известные из курса общей физики.  

Уравнение плоской монохроматической волны, распространяющейся 
(бегущей) в положительном направлении оси 𝑥𝑥, имеет вид 

𝜉𝜉(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜉𝜉𝑚𝑚 cos(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘). (1.1) 

Легко видеть, что волновое число 𝑘𝑘 играет по отношению к простран-
ству ту же роль, что частота 𝜔𝜔 по отношению ко времени. Поэтому и фор-
мулы, связывающие частоту с периодом, а волновое число – с длиной вол-
ны 𝜆𝜆, так похожи друг на друга: 

𝜔𝜔 = 2𝜋𝜋 𝑇𝑇⁄  
 
;                                          (1.2) 

 
𝑘𝑘 = 2𝜋𝜋 𝜆𝜆⁄ . (1.3) 
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Фазовая скорость волны v𝑝𝑝ℎ = 𝜆𝜆 𝑇𝑇⁄ = 𝜔𝜔 𝑘𝑘⁄  показывает быстроту, с ко-
торой распространяется фаза волны. В средах без дисперсии фазовая ско-
рость определяет также скорость переноса энергии. 

Часто приходится иметь дело не с бегущими, а со стоячими волнами. 
Типичные примеры таких волн – колебания струны гитары или скрипки, 
электромагнитные колебания СВЧ-диапазона внутри микроволновой пе-
чи. Стоячие волны возникают при сложении падающей и отражённой бе-
гущих волн в благоприятных условиях. Эти условия, как правило, заклю-
чаются в том, чтобы в области пространства, отведённой для волны (в ре-
зонаторе), укладывалось целое число длин полуволн. Если в резонаторе 
образуются волны разных длин, то усилятся и накопятся именно те, для 
которых выполняется это условие. Лазерное излучение до того, как оно 
вышло из лазера, накапливается там именно в виде стоячих волн. 

Интерференция – устойчивое перераспределение энергии в простран-
стве, возникающее при наложении когерентных волн, – является важней-
шим свойством волновых процессов. Максимумы энергии в интерферен-
ционной картине возникают в тех местах, где разность хода двух интер-
ферирующих лучей равна чётному числу длин полуволн. Минимумы воз-
никают там, где разность хода двух интерферирующих лучей равна нечёт-
ному числу длин полуволн. Один из самых интересных случаев интерфе-
ренции – это как раз и есть стоячие волны. 

 
1.1. Покоящееся ядро Hs-269 испытывает альфа-распад. Кинетическая 

энергия альфа-частицы 9368 кэВ. С какой скоростью движется дочернее 
(т. е. образовавшееся в результате распада) ядро? 

1.2. Ядро фтора-19, имеющее кинетическую энергию 120 МэВ, нале-
тает на покоившееся ядро свинца-208 и сливается с ним. С какой скоро-
стью движется образовавшееся составное ядро? 

1.3. В 1967 г. в Дубне (СССР) был синтезирован новый элемент, кото-
рый теперь называется дубнием (Db). Чтобы получить этот элемент, непо-
движную мишень из америция-243 облучали ионами неона-22. Известно, 
что новый элемент может возникнуть при слиянии ядра неона с ядром 
америция лишь при условии, что поверхности ядер соприкоснутся. Какова 
должна быть минимальная энергия ядра неона (в МэВ), необходимая для 
этого? При решении задачи считайте ядро америция неподвижным и пре-
небрегайте энергией сильного взаимодействия ядер. 



6 

1.4. С помощью формулы (1.1) получите уравнение стоячей волны. 
1.5. Плоская волна длиной 150 см распространяется по поверхности 

пруда. Фазовая скорость такой волны �𝑔𝑔𝑔𝑔 (2𝜋𝜋)⁄ . Сколько полных колеба-
ний совершит поплавок рыболова в такой волне за 16 сек? 

1.6. Звуковая волна частотой 2,5 кГц распространяется в металличе-
ском стержне со скоростью 5,6 км/сек. На каком расстоянии находятся 
друг от друга две ближайшие точки стержня, фазы колебаний которых  
в данный момент времени отличаются на p? 

2. ВЕЩЕСТВО И ИЗЛУЧЕНИЕ 

Весь материальный мир, который окружает нас, состоит из вещества 
и излучения. Будем называть веществом такой вид материи, который со-
стоит из частиц, имеющих ненулевую массу покоя. Мельчайшими части-
цами вещества, которые сохраняют его свойства, являются молекулы. Из 
молекул состоит вода, углекислый газ, кислород при нормальных услови-
ях, песок. Молекулы состоят из атомов. Всего в настоящее время известно 
118 атомов различных элементов. В центре любого атома находится ядро. 
Оно имеет положительный электрический заряд. В ядре сосредоточена 
почти вся масса атома. Размеры ядра (радиус) порядка 5 фм = 5·10-15 м. 
Вблизи ядра по орбиталям движутся лёгкие отрицательно заряженные 
электроны. Размеры атома (радиус) порядка 0,1 нм = 10-10 м. Число элек-
тронов в атоме обозначается заглавной буквой Z . Суммарный электриче-
ский заряд всех электронов по модулю равен заряду ядра, так что атом  
в целом нейтрален. Масса электрона 9,11·10-31 кг. 

Если от атома или молекулы оторвать один электрон, получается од-
нозарядный положительный ион. Процесс ионизации происходит всё вре-
мя вокруг нас за счёт космического излучения и радиоактивного распада, 
однако концентрация ионов в окружающем нас воздухе невысока по срав-
нению с концентрацией нейтральных молекул. В воздухе оторвавшиеся от 
своих атомов электроны тотчас «прилипают» к другим молекулам 
(например, к молекулам кислорода О2), образуя однозарядные отрица-
тельные ионы. 

Атомные ядра состоят из нейтронов и протонов, которые называют 
общим словом нуклоны. Например, ядро бериллия Be10  состоит из четы-
рех протонов (𝑍𝑍 = 4, зарядовое число) и шести нейтронов (𝑁𝑁 = 6, число 
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нейтронов). Всего в ядре бериллия 10 нуклонов (𝐴𝐴 = 10, массовое число). 
Разумеется, 𝐴𝐴 = 𝑍𝑍 + 𝑁𝑁.  

Ядра атомов одного и того же сорта содержат, конечно, одно и то же 
число протонов, но могут содержать разное число нейтронов. Такие атомы 
и их ядра называются изотопами. Изотопы почти неотличимы по своим 
химическим свойствам. Например, медь встречается в природе в виде 
двух изотопов: с числом нуклонов 63 (так и говорят, медь-63) и с числом 
нуклонов 65 (медь-65). Большинство элементов встречается в природе  
в виде нескольких изотопов. 

Для наших целей ядра можно считать сферическими. Радиус ядра вы-
числяется по формуле 𝑅𝑅я = 𝑟𝑟0𝐴𝐴1 3⁄ , 𝑟𝑟0 ≈ 1,2 фм и имеет смысл радиуса 
нуклона. 

Свойства ядер в значительной степени обусловлены свойствами нукло-
нов. Протон и нейтрон очень похожи. Оба имеют спин 1 2⁄  и являются фер-
мионами. Их массы почти одинаковы и равны примерно 1,67·10-27 кг. 

Излучением называется такой вид материи, который состоит из ча-
стиц, масса покоя которых равна нулю. В жизни нам приходится сталки-
ваться только с электромагнитным излучением. Оно испускается квантами 
(порциями), поглощается квантами и распространяется в виде квантов. 
Эти кванты названы фотонами. Фотоны во многом похожи на обычные 
частицы, например электроны. Как и электрон, фотон обладает энергией 
𝑊𝑊Φ, импульсом 𝑝⃗𝑝Φ и собственным моментом импульса (спином) 𝐿𝐿�⃗ SΦ. 

С любой частицей связан вероятностный волновой процесс. Характе-
ристики волны, отвечающей этому процессу, связаны с корпускулярными 
характеристиками соответствующих частиц. Основные характеристики 
волны – это её длина 𝜆𝜆 и период 𝑇𝑇. С ними связаны основные корпуску-
лярные характеристики частицы – импульс 𝑝𝑝 и энергия 𝑊𝑊: 

𝑝𝑝 = 2𝜋𝜋ℏ 𝜆𝜆⁄  
 
;                                        (2.1) 

 
𝑊𝑊 = 2𝜋𝜋ℏ 𝑇𝑇⁄  .                                       (2.2) 

где ℏ = ℎ (2𝜋𝜋)⁄ , ℏ = 1,054 ∙ 10−34 Дж∙сек.  
Впервые формулы (2.1) и (2.2) были получены для фотонов Максом 

Планком в 1900 г. Для частиц вещества эти формулы впервые использовал 
Луи де Бройль в 1925 г. Поэтому если формула (2.1) записана для частицы 
вещества, то входящую в неё длину волны называют дебройлевской. 
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Формулы (2.1) и (2.2) применимы как к веществу, так и к излучению. 
Однако связь импульса с энергией для частиц вещества и излучения раз-
лична: 

𝑊𝑊 = 𝑝𝑝2/(2𝑚𝑚0) 
 
;                                        (2.3) 

 

𝑊𝑊 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 .                                              (2.4) 

Формула (2.3) справедлива для медленно движущихся частиц веще-
ства, а формула (2.4) – для фотонов. В отличие от многих привычных нам 
частиц (электрона, протона, нейтрона) фотон не имеет массы покоя  
и движется всё время с одной и той же скоростью c = 2,998·10-8 м/сек от-
носительно любой ИСО. 

Отметим, что для частиц вещества применять формулу (2.3) можно 
только в том случае, когда скорость частицы и ее кинетическая энергия 
малы (𝑣𝑣 ≪ 𝑐𝑐, 𝑊𝑊𝑘𝑘 ≪ 𝑚𝑚0𝑐𝑐2).  

Волны, соответствующие движущимся частицам, называются волна-
ми де Бройля или дебройлевскими. В то же время микрочастицу нельзя 
считать ни частицей, ни волной в классическом понимании. В зависимо-
сти от внешних условий микрочастица может проявлять себя либо как 
волна, либо как частица. Если микрочастица сталкивается с какой-либо 
преградой и размер преграды не больше дебройлевской длины волны, то 
частица проявляет свои квантовые (волновые) свойства: возникает явле-
ние дифракции. Если дебройлевская длина волны много меньше размера 
препятствия, то частица ведет себя привычным классическим образом, 
двигаясь по траектории, которая определяется вторым законом Ньютона. 

Многие расчеты в квантовой физике можно значительно упростить, ес-
ли использовать соотношение ℏ𝑐𝑐 = 197 эВ ∙ нм = 197 МэВ ∙ фм, а также 
знать, что 𝑚𝑚𝑒𝑒𝑐𝑐2 = 511 кэВ, 𝑚𝑚𝑝𝑝𝑐𝑐2 = 940 МэВ и 𝑒𝑒(Кл)𝑈𝑈(В) = 𝑊𝑊(эВ). 

Пример 2.1. Найти дебройлевскую длину волны альфа-частицы, 
прошедшей ускоряющую разность потенциалов 1,04 кВ.  

Решение. Альфа-частица представляет собой 
ядро атома гелия: массовое число 𝐴𝐴 = 4, зарядо-
вое число 𝑍𝑍 = 2. Таким образом, масса и заряд 
частицы известны. 

Пройдя ускоряющую разность потенциалов 
U, по закону сохранения энергии альфа-частица 
приобретет кинетическую энергию 

𝑊𝑊𝑘𝑘 = 𝑞𝑞𝑞𝑞. (2.5) 

Дано: 
U = 1,04 кВ; 
q = 2e= 3,2·10-19 Кл; 
m = 4mp = 6,7·10-27 кг. 
λ - ? 
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Выразив импульс альфа-частицы из уравнения (2.3) как 

𝑝𝑝 = �2𝑚𝑚𝑊𝑊𝑘𝑘 (2.6) 

и подставив его в уравнение (2.1), получим дебройлевскую длину волны 
электрона: 

𝜆𝜆 =
2𝜋𝜋ℏ

𝑝𝑝
=

2𝜋𝜋ℏ
�2𝑚𝑚𝑊𝑊𝑘𝑘

=
2𝜋𝜋ℏ

�2𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
 ;                         (2.7) 

𝜆𝜆 =
2𝜋𝜋 ∙ 1,054 ∙ 10−34

�2 ∙ 6,68 ∙ 10−27 ∙ 3,2 ∙ 10−19 ∙ 1,04 ∙ 103
= 3,14 ∙ 10−13 м. 

Этот расчет можно значительно упростить. Для этого надо использовать 
соотношение ℏ𝑐𝑐 = 197 МэВ ∙ фм, а также знать, что 𝑚𝑚𝑝𝑝𝑐𝑐2 = 940 МэВ. 
Домножая числитель и знаменатель формулы (2.7) на 𝑐𝑐, получаем 

𝜆𝜆 =
2𝜋𝜋ℏ𝑐𝑐

�2 ∙ 4𝑚𝑚𝑝𝑝𝑐𝑐2 ∙ 𝑞𝑞𝑞𝑞
=

2𝜋𝜋 ∙ 197
�2 ∙ 4 ∙ 940 ∙ 2 ∙ 1,04 ∙ 10−3

= 3,13 фм. 

 
2.1. Нарисуйте график зависимости длины волны от энергии частицы 

для фотона и электрона. 
2.2. Сколько электронов в атоме ванадия? 
2.3. Сколько электронов в двухзарядном положительном ионе ртути? 
2.4. Сколько электронов в однозарядном отрицательном ионе азота, 

входящего в состав воздуха? 
2.5. Сколько протонов в ядре атома свинца-204? 
2.6. Сколько нейтронов в ядре атома висмута-209? 
2.7. Как и во сколько раз различаются объёмы атома и ядра герма-

ния-72? 
2.8. Вычислите кинетическую энергию альфа-частицы (в МэВ), де-

бройлевская длина волны которой 150 фм. 
2.9. Вычислите дебройлевскую длину волны электрона, прошедшего 

ускоряющую разность потенциалов 25 В. 
2.10. Вычислите дебройлевскую длину волны ядра дубния-262, про-

шедшего ускоряющую разность потенциалов 25 МВ. 
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2.11. Покоящийся атом дейтерия, находившийся в основном состоя-
нии, поглотил фотон длиной волны 60 нм. В результате атом испустил 
электрон (т. е. произошла ионизация). Электрон вылетел в том же направ-
лении, куда двигался фотон. Определите скорость электрона и ядра. Им-
пульс фотона связан с его энергией соотношением (2.4). 

2.12. Каково максимальное число квантов с длиной волны 100 пм, ко-
торое может испустить при торможении позитрон, ускоренный перед этим 
разностью потенциалов 100 кВ? Нужно ли учитывать волновые свойства 
этого позитрона при столкновении его с протоном? 

3. ФОТОНЫ И ИХ СВОЙСТВА 

Во многих экспериментах электромагнитное излучение («свет») ведёт 
себя как классическая волна. Это интерференция, дифракция, отражение, 
преломление. Однако с уменьшением длины волны излучения у него 
начинают проявляться необычные, корпускулярные свойства. Одно из та-
ких явлений, фотоэффект, подробно изучается в средней школе. Формулы, 
связывающие характеристики излучения (длина волны, частота) с харак-
теристиками фотонов (энергией, импульсом), приведены в предыдущем 
разделе. 

Остановимся подробнее на упругом рассеянии коротковолнового из-
лучения на электронах, которое называется эффектом Комптона. Это яв-
ление состоит в том, что в спектре коротковолнового (гамма- или рентге-
новского) электромагнитного излучения, рассеянного на веществе, появля-
ется дополнительный максимум (рис. 3.1). Этот максимум сдвинут в сторо-
ну больших длин волн 𝜆𝜆1 по отношению к длине волны исходного излуче-
ния 𝜆𝜆0. 

Сдвиг длины волны связан с углом 𝜃𝜃, под которым наблюдается дан-
ный максимум, формулой 

𝜆𝜆1 − 𝜆𝜆0 =
2𝜋𝜋ℏ
𝑚𝑚𝑒𝑒𝑐𝑐

(1 − cos 𝜃𝜃). (3.1) 

Множитель с размерностью длины волны в правой части называется 
комптоновской длиной волны для электрона и обозначается 𝜆𝜆𝑒𝑒. Из форму-
лы (3.1) видно, что в направлении падающего излучения (𝜃𝜃 = 0) сдвига 
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длины волны вообще нет. Наибольший сдвиг длины волны имеет место 
для излучения назад (𝜃𝜃 = 180°), он составляет 2𝜆𝜆𝑒𝑒. 

Каждый раз, когда фотон сталкивается с электроном, он отдает ему 
часть своей энергии и импульса. Чтобы получить формулу (3.1), надо 
пользоваться релятивистскими соотношениями для энергии и импульса. 

 
Рис. 3.1. Спектр рассеянного излучения для нескольких углов 

 

Эффект Комптона (рис. 3.2) ярко проявляется в основном на веще-
ствах, содержащих атомы со слабо связанными электронами. Тогда элек-
троны можно рассматривать как свободные, пренебрегая их энергией свя-
зи в атоме. Именно это явление ответственно за поражающее живые су-
щества действие радиоактивного гамма-излучения: электроны вырывают-
ся из своих химических связей, а молекулы либо распадаются, либо пре-
вращаются совсем в другие молекулы, которые жизни уже не способ-
ствуют. 

 
Рис. 3.2. Импульсная диаграмма, иллюстрирующая эффект Комптона 

 
3.1. Фотон с энергией 1,75 кэВ рассеивается на электроне на угол 30°. 

Какова длина волны рассеянного фотона? 
3.2. Какова должна быть максимальная длина волны излучения, вы-

зывающего фотоэффект в литии? 
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3.3. Определите максимальную скорость фотоэлектронов, вырывае-
мых из вольфрама излучением с длиной волны 180 нм. 

3.4. Иногда наблюдается многофотонный фотоэффект, который со-
стоит в вырывании электронов при одновременном поглощении несколь-
ких фотонов. Определите красную границу трехфотонного фотоэффекта 
для цезия. 

3.5. Какой максимальный заряд можно получить на литиевой пылинке 
радиусом 14 мкм при освещении ее фотонами, соответствующими крас-
ной границе фотоэффекта в платине? 

3.6. Альфа-частица при торможении может испустить максимум че-
тыре фотона с длиной волны 200 нм. Какова скорость α-частицы? 

3.7. Докажите, что свободный электрон не может излучить один фотон. 
3.8. Параллельный пучок лучей длиной волны 0,55 мкм падает нормаль-

но на зеркальную поверхность, производя давление 0,81 нН/см2. Определите 
концентрацию фотонов в пучке и число фотонов, падающих по нормали на 
2,6 см2 за 21 сек. 

3.9. Фотон длиной волны 5,0 пм рассеивается на угол 60° на свобод-
ном электроне. Определите энергию фотона (в электрон-вольтах) и им-
пульс электрона после рассеяния. 

3.10. Фотон длиной волны 3,2 пм рассеивается на свободном элек-
троне на угол 90°. Определите импульс электрона отдачи. 

4. СООТНОШЕНИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ ГЕЙЗЕНБЕРГА 

Классическая частица (материальная точка) движется по определен-
ной траектории, так что в любой момент времени можно сколь угодно 
точно одновременно определить её координаты и импульс. Иными слова-
ми, в классической механике молчаливо предполагается, что погрешность 
определения координаты 𝑥𝑥, ∆𝑥𝑥, и погрешность определения проекции им-
пульса на ось 𝑥𝑥, ∆𝑝𝑝𝑥𝑥, можно в принципе сделать сколь угодно малыми.  

Поскольку на самом деле частицы вещества могут проявлять как кор-
пускулярные, так и волновые свойства (с каждой частицей связан волно-
вой вероятностный процесс), нельзя говорить о траектории, по которой 
движется частица. Описание ее движения с помощью координат и проек-
ций импульса будет тем менее точным, чем меньше масса частицы. 
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Однако любой эксперимент, дающий информацию о микрочастице, 
является макроскопическим: о движении микрочастиц судят по тому, в ка-
кой сегмент полупроводникового детектора или проволочной камеры по-
пала частица, или по фотографии ее трека. Поэтому при описании микро-
объектов приходится использовать классические понятия. 

Степень пригодности этих понятий для описания движения микроча-
стиц определяется соотношениями неопределенностей Гейзенберга: микро-
частица не может иметь одновременно и определенную координату (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧), 
и определенную соответствующую проекцию импульса (𝑝𝑝𝑥𝑥, 𝑝𝑝𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑧𝑧), причем 
неопределенности этих величин удовлетворяют следующим условиям: 

∆𝑥𝑥∆𝑝𝑝𝑥𝑥 ≥ 2𝜋𝜋ℏ ;                                          (4.1) 

∆𝑦𝑦∆𝑝𝑝𝑦𝑦 ≥ 2𝜋𝜋ℏ ;                                          (4.2) 

∆𝑧𝑧∆𝑝𝑝𝑧𝑧 ≥ 2𝜋𝜋ℏ .                                          (4.3) 

Эти соотношения показывают, в частности, что квантовая частица 
принципиально не может покоиться. Как тут не вспомнить второе основ-
ное положение МКТ, в котором говорится об имманентном частицам хао-
тическом движении! 

Полная квантовая теория приводит к выводу о том, что соотношение 
неопределенностей имеет место также для энергии 𝑊𝑊 и времени 𝑡𝑡: 

∆𝑊𝑊∆𝑡𝑡 ≥ 2𝜋𝜋ℏ ,                                          (4.4) 

где ∆𝑊𝑊– неопределенность значения энергии некоторого состояния систе-
мы; ∆𝑡𝑡 – промежуток времени, в течение которого система находится в этом 
состоянии. Например, если ∆𝑡𝑡 – среднее время жизни атома в возбужденном 
состоянии, то ∆𝑊𝑊 – ширина соответствующего энергетического уровня. 

 
4.1. Размер атома имеет порядок величины 0,1 нм. Оцените скорость, 

с которой движется электрон в атоме. 
4.2. Размер ядра имеет порядок величины 10 фм. Оцените скорость,  

с которой движется нуклон в ядре. 
4.3. Найдите неопределенность скорости для медной пылинки диа-

метром 1,6 мкм, координата которой определена с погрешностью 12 нм. 



14 

4.4. Предположим, что электрон в атоме водорода обращается вокруг 
ядра по круговой орбите радиусом 50 пм. Используя законы классической 
физики, найдите его скорость. 

4.5. Предположим, что значение скорости электрона в предыдущей 
задаче определено с погрешностью в 1 %. Определите соответствующую 
неопределенность координаты электрона. Применимо ли в данном случае 
для электрона понятие траектории? 

4.6. На какой максимальный промежуток времени может виртуально 
появиться пара протон – антипротон? 

4.7. Электрон с кинетической энергией 16 эВ находится в металличе-
ской пылинке диаметром 1 мкм. С какой наилучшей относительной точ-
ностью может быть определена скорость этого электрона? 

5. ВОЛНОВАЯ ФУНКЦИЯ И ЕЕ СТАТИСТИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 

Как уже упоминалось, с каждой квантовой частицей связан волновой 
вероятностный процесс. Наиболее полной количественной характеристи-
кой этого волнового вероятностного процесса является так называемая 
волновая функция Ψ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡) (другое её название – амплитуда вероятно-
сти). Квадрат модуля волновой функции имеет смысл плотности вероят-
ности найти частицу в момент времени 𝑡𝑡 в точке с координатами 𝑥𝑥,  𝑦𝑦, 𝑧𝑧:  

|Ψ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡)|2 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 ,                                    (5.1) 

где 𝑑𝑑𝛱𝛱 – вероятность обнаружить частицу в момент времени 𝑡𝑡 в объеме 
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 в окрестности точки с координатами 𝑥𝑥,  𝑦𝑦, 𝑧𝑧. 

Волновая функция (амплитуда вероятности) всегда является ком-
плексной, поэтому знак модуля в формуле (5.1) играет существенную 
роль. В отличие от классической механики квантовое описание движения 
частицы имеет статистический, вероятностный характер. 

Вероятность найти частицу в момент времени 𝑡𝑡 в объеме 𝑉𝑉: 

𝛱𝛱 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑉𝑉

� |Ψ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑉𝑉

 .                              (5.2) 
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Если частица реально существует, вероятность найти ее в какой-либо 
точке пространства представляет собой вероятность достоверного собы-
тия, равную 1: 

� |Ψ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑑𝑑
по всему

пространству

= 1 .                              (5.3) 

Уравнение (5.3) представляет собой условие нормировки волновой 
функции. 

В случае одномерного движения, например вдоль оси Оx, формула 
(5.1) принимает вид 

|Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2 =
𝑑𝑑Π
𝑑𝑑𝑑𝑑

 .                                        (5.4) 

Вероятность обнаружить частицу в интервале от 𝑥𝑥1 до 𝑥𝑥2: 

𝛱𝛱 = � 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1

� |Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1

 .                                 (5.5) 

Условие нормировки (5.3) в случае одномерного движения имеет вид 

� |Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡)|2𝑑𝑑𝑑𝑑
+∞

−∞

= 1 .                                      (5.6) 

 
5.1. Пусть волновая функция частицы имеет вид 

Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝐴𝐴exp(−𝑎𝑎2𝑥𝑥2 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) .                             (5.7) 

где а и А вещественные. Найти постоянную А из условия нормировки. 
5.2. В предыдущей задаче найдите среднее значение и дисперсию ко-

ординаты частицы. 
5.3. Пусть волновая функция частицы имеет вид (5.7). Найдите веро-

ятность того, что частица находится в интервале −0,20𝑎𝑎−1 < 𝑥𝑥 < 0,20𝑎𝑎−1. 
5.4. Пусть волновая функция частицы имеет вид (5.7). Найдите веро-

ятность того, что частица находится в интервале 2,5𝑎𝑎−1 < 𝑥𝑥 < 2,8𝑎𝑎−1. 
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6. УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА 

Основное уравнение нерелятивистской квантовой механики (уравне-
ние Шредингера (УШ)) было получено Э. Шредингером в 1926 г.  

В качестве неизвестной в нем выступает волновая функция, о которой 
шла речь в предыдущем разделе. УШ, которое играет в квантовой механике 
ту же роль, что и второй закон Ньютона в классической механике, имеет вид 

−
ℏ2

2𝑚𝑚
∆Ψ + 𝑊𝑊𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡)Ψ = 𝑖𝑖ℏ

𝜕𝜕Ψ
𝜕𝜕𝜕𝜕

 ,                                 (6.1) 

где 𝑊𝑊𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡) – потенциальная энергия частицы; Ψ = Ψ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡) – вол-

новая функция; ∆= 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑦𝑦2 + 𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑧𝑧2 – оператор Лапласа. 

УШ является линейным однородным дифференциальным уравнением 
в частных производных относительно Ψ. Оно, как и все основные уравне-
ния физики (уравнения Ньютона, Максвелла), не может быть выведено 
теоретически из других уравнений, а появляется как обобщение огромного 
числа экспериментальных данных. Правильность уравнения Шредингера 
подтверждается тем, что полученные с его помощью результаты согласу-
ются с опытом. 

УШ (6.1) справедливо для любой нерелятивистской частицы. Для 
нахождения волновой функции оно дополняется условиями, которым 
должна удовлетворять волновая функция: 1) однозначность; 2) непрерыв-
ность вместе с первыми производными по координатам и времени; 3) ин-
тегрируемость функции |Ψ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡)|2, т. е. нормируемость.  

В общем случае потенциальная энергия частицы зависит от времени: 
𝑊𝑊𝑝𝑝 = 𝑊𝑊𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡). Однако для большого числа физических явлений, проис-
ходящих в микромире, силовые поля, определяющие потенциальную энер-
гию частицы, являются стационарными: 𝑊𝑊𝑝𝑝 = 𝑊𝑊𝑝𝑝(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧). В этом случае 
УШ (6.1) можно упростить и прийти к так называемому стационарному УШ: 

∆Φ +
2𝑚𝑚
ℏ2 �𝑊𝑊 − 𝑊𝑊𝑝𝑝�Φ = 0 ,                                    (6.2) 

где 𝑊𝑊 – полная энергия частицы, а волновые функции Ψ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡)  
и Φ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) связаны соотношением 

Ψ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, 𝑡𝑡) = Φ(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 �−
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ
� .                               (6.3) 
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Уравнения типа (6.2) имеют решения, удовлетворяющие условиям, 
налагаемым на волновую функцию, не при любых значениях параметра 𝑊𝑊, 
а лишь при определенном их наборе, характерном для данной задачи. Эти 
значения полной энергии частицы 𝑊𝑊 называются собственными значения-
ми, а соответствующие им решения – собственными функциями. Соб-
ственные значения 𝑊𝑊 могут образовывать как непрерывный, так и дис-
кретный спектр. 

 
6.1. Получите стационарное УШ из нестационарного. 
6.2. Пусть в некоторой точке пространства в некоторый момент вре-

мени волновая функция Ψ = 2 + 3𝑖𝑖. Найдите Ψ∗ и |Ψ|. 
6.3. Пусть в некоторой точке пространства в некоторый момент време-

ни волновая функция Ψ = 2 exp (3𝑖𝑖). Найдите Ψ∗, вещественную и мнимую 
части волновой функции, а также |Ψ|. 

7. ДВИЖЕНИЕ СВОБОДНОЙ ЧАСТИЦЫ 

Движению любой частицы в квантовой механике соответствует вол-
новой вероятностный процесс. Если движение частицы ничем не ограни-
чено (инфинитно), то ему соответствует бегущая волна де Бройля. К ин-
финитному близко движение электронов в кинескопах телевизоров и ос-
циллографов ХХ в. Самый простой случай инфинитного движения – дви-
жение свободной частицы, которая движется в отсутствие внешних полей. 

Пусть частица движется вдоль оси 𝑥𝑥. Так как внешние силы на нее  
не действуют, потенциальную энергию частицы можно принять равной ну-
лю. Тогда полная энергия частицы равна ее кинетической энергии. Вспо-
миная, что волновое число связано с кинетической энергией соотношением 

2𝑚𝑚
ℏ2 𝑊𝑊𝑘𝑘 = 𝑘𝑘2 ,                                        (7.1) 

получаем стационарное УШ в виде 

𝑑𝑑2Φ
𝑑𝑑𝑥𝑥2 + 𝑘𝑘2Φ = 0 .                                    (7.2) 
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Это уравнение по структуре совпадает с дифференциальным уравне-
нием свободных колебаний. Одно из возможных решений имеет вид 

Φ = Φ0 exp(𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) .                                    (7.3) 

Это решение имеет место для любых вещественных значений 𝑘𝑘. То-
гда, как видно из формулы (7.1), кинетическая энергия 𝑊𝑊𝑘𝑘 тоже может 
принимать любые значения, т. е. энергетический спектр свободной части-
цы является непрерывным. 

Результирующее выражение для волновой функции Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) с учетом 
того, что 𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑥𝑥 ℏ⁄ , имеет вид 

Ψ(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) = 𝜓𝜓0 exp �
𝑖𝑖𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

ℏ
� .                                (7.4) 

Плотность вероятности обнаружить свободную частицу в данной точ-
ке пространства |Ψ|2 не зависит от времени, т. е. все положения свобод-
ной частицы являются равновероятными. 

 
7.1. Докажите, что функция 

Φ = Φ0 exp(−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖)                                     (7.5) 

тоже является решением стационарного УШ (7.2). 
7.2. Чем физически различаются решения (7.3) и (7.5)? 
7.3. Почему функция sin(𝑘𝑘𝑘𝑘) не может быть решением стационарного 

УШ (7.2) для свободной частицы? 

8. ТУННЕЛЬНЫЙ ЭФФЕКТ 

Квантовая частица, с движением которой связан волновой вероят-
ностный процесс, в отличие от классической, может проникать из одной 
классически разрешенной области в другую даже в случае, когда энергия 
частицы лежит ниже барьера. Это явление называется туннельным эффек-
том. Именно таков механизм альфа-распада и спонтанного деления ядер. 
В полупроводниковой электронике туннельный эффект впервые наблюдал 
Лео Есаки в 1958 г. С тех пор туннельные диоды широко используются. 
Туннельный эффект работает в устройствах флеш-памяти. 

Рассмотрим случай, когда потенциальный барьер имеет прямоуголь-
ную форму (рис. 8.1) и частица приближается к барьеру со стороны обла-
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сти I, причем полная энергия частицы меньше высоты потенциального ба-
рьера: 𝑊𝑊 < 𝑊𝑊𝑏𝑏. Можно записать стационарное УШ для областей I, II и III. 
Из решения этой системы уравнений следует, что волновая функция от-
лична от нуля и в области II, и в области III. Таким образом, существует 
отличная от нуля вероятность обнаружения частицы за барьером в области 
III, т. е. вероятность прохождения частицы сквозь потенциальный барьер. 
При этом частица не «взбирается» на вершину потенциального барьера,  
а как бы «просачивается» сквозь него. Это чисто квантовое явление,  
не имеющее классического аналога. 

 
 

Главная характеристика туннельного эффекта - коэффициент про-
зрачности барьера, равный вероятности того, что частица пройдет сквозь 
барьер с одной попытки. 

Для одномерного прямоугольного барьера шириной 𝑎𝑎 и высотой 
𝑊𝑊𝑏𝑏 (рис. 8.1) точное выражение для коэффициента прозрачности барь-
ера 𝛱𝛱𝑏𝑏 имеет вид 

𝛱𝛱𝑏𝑏 = 4𝑘𝑘𝑏𝑏
2𝑘𝑘2 [(𝑘𝑘𝑏𝑏

2 + 𝑘𝑘2)2sh2𝑘𝑘𝑏𝑏𝑎𝑎 + 4𝑘𝑘𝑏𝑏
2𝑘𝑘2]⁄  ,                     (8.1) 

где 𝑘𝑘 = √2𝑚𝑚𝑚𝑚 ℏ⁄ ; 𝑘𝑘𝑏𝑏 = �2𝑚𝑚(𝑊𝑊𝑏𝑏 − 𝑊𝑊) ℏ⁄ ; 𝑊𝑊 – полная механическая энер-
гия частицы; sh – гиперболический синус, который определяется выраже-
нием sh(𝛼𝛼) = (exp(𝛼𝛼) − exp(−𝛼𝛼))/2. 

Если процесс глубоко подбарьерный, т. е. 𝑘𝑘𝑏𝑏𝑎𝑎 ≫ 1, то 𝛱𝛱𝑏𝑏 можно при-
ближенно вычислить по формуле 

𝛱𝛱𝑏𝑏 ≈ exp �−
2
ℏ

𝑎𝑎�2𝑚𝑚(𝑊𝑊𝑏𝑏 − 𝑊𝑊)� .                               (8.2) 

Wb 

I II III 

Wр

 

а 
x 

W 

0 

Рис. 8.1. Прямоугольный потенциальный барьер 
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Для барьера произвольной формы коэффициент прозрачности может 
быть вычислен по формуле 

𝛱𝛱𝑏𝑏 ≈ exp �−
2
ℏ

� �2𝑚𝑚�𝑊𝑊𝑝𝑝(𝑥𝑥) − 𝑊𝑊�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥2

𝑥𝑥1

� .                           (8.3) 

где 𝑥𝑥1 и 𝑥𝑥2 – классические точки остановки, т. е. точки входа под барьер  
и выхода из-под него соответственно. Формула (8.3) справедлива лишь  
в том случае, когда коэффициент прозрачности много меньше единицы. 
Точную аналитическую формулу в общем случае получить невозможно. 
Из формул (8.1)–(8.3) видно, что 𝛱𝛱𝑏𝑏 существенно зависит от массы части-
цы 𝑚𝑚, ширины барьера 𝑎𝑎 и его высоты 𝑊𝑊𝑏𝑏: чем больше масса частицы, 
ширина и высота барьера, тем меньше вероятность прохождения частицы 
сквозь него. 

 
8.1. Оцените прозрачность прямоугольного барьера высотой 23·10-13 Дж 

и толщиной 20 фм для альфа-частицы, имеющей полную энергию 8,5 МэВ. 
8.2. Вероятность прохождения нейтрона через прямоугольный барьер 

высотой 12,5 МэВ и шириной 9,2 фм составляет 1,5 %. Какова скорость этого 
нейтрона? 

8.3. Пусть нейтрон движется в яме, изображённой на рис. 8.2, а. Высота 
барьера 8,7 МэВ, его толщина 2,1 фм, ширина ямы 7,6 фм. Какова вероят-
ность того, что нейтрон, находящийся в основном состоянии, не распавшись, 
покинет яму благодаря туннельному эффекту? 

 

 

 
Рис. 8.2. Одноэлектронный транзистор 

 
а 
 
 
 
 

б 
 
 
 
 
 
 
в 
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8.4. Какова связь между принципиальной возможностью существова-
ния жизни на Земле и туннельным эффектом? 

8.5. Приведите примеры ядерно-физических явлений, объясняемых 
туннельным эффектом. 

8.6. Изобразите на графике зависимость коэффициента проницаемо-
сти прямоугольного барьера: а) от его толщины; б) от его высоты. 

8.7. Пусть в одноэлектронном транзисторе, изображённом на рис. 8.2, 
ширина ямы 10 нм, толщина барьера 3 нм, высота барьера в закрытом состо-
янии, отсчитанная от дна ямы, 1,5 эВ, электрон находится в нулевом состоя-
нии. Барьеры одинаковые. Оцените коэффициент прозрачности барьера. 

8.8. Сколько времени может жить электрон в одноэлектронном тран-
зисторе из задачи 8.5? Под временем жизни будем понимать время, за ко-
торое вероятность найти электрон в кластере К (рис. 8.2) уменьшается со 
100 до 90 %. 

8.9. До какой высоты нужно понизить потенциальный барьер в одно-
электронном транзисторе из двух предыдущих задач, чтобы время жизни 
электрона в кластере стало в тысячу раз больше периода его классическо-
го движения между стенками? 

9. ЧАСТИЦА В БЕСКОНЕЧНО ГЛУБОКОЙ ОДНОМЕРНОЙ 
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЯМЕ (БГОППЯ) 

В природе и технике часто приходится сталкиваться с ситуацией, ко-
гда движение частицы ограничено (финитно). Такому движению соответ-
ствует стоячая волна де Бройля. Финитное движение совершают электро-
ны в атомах, атомы в молекулах, молекулы вблизи узлов кристаллической 
решетки. Самый простой случай финитного движения – движение части-
цы в БГОППЯ. 

Если зависимость потенциальной энергии частицы от 𝑥𝑥 имеет вид 

𝑊𝑊𝑝𝑝 = �
∞,
0,
∞,

   
−∞ <  𝑥𝑥 < −𝑏𝑏 

−𝑏𝑏 < 𝑥𝑥 <   𝑏𝑏  
𝑏𝑏 < 𝑥𝑥 < ∞ 

,                                      (9.1) 

говорят, что частица находится в БГОППЯ (рис. 9.1). 
За пределами ямы частица оказаться не может, следовательно, волновая 

функция обращается в ноль в областях I и III, а главное, на стенках ямы: 

Ф = 0 при 𝑥𝑥 ≤ −𝑏𝑏, 𝑥𝑥 ≥ 𝑏𝑏.    (9.2) 
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Рис. 9.1. БГОППЯ 

 
В этом случае стационарное УШ (6.2) для области II (в пределах ямы 

𝑊𝑊𝑝𝑝 = 0) имеет вид (7.2), а выражение (9.2) представляет собой граничные 
условия нашей задачи. 

Поскольку потенциальная энергия является чётной функцией коорди-
наты, то и плотность вероятности имеет такую же чётность. Амплитуда 
вероятности может быть либо чётной Ф+, либо нечётной Ф−. Решение бу-
дем искать в виде суперпозиции плоских волн, бегущих вправо и влево: 

Ф+ = Ф0+(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) = Φ0 cos(𝑘𝑘𝑘𝑘) 
 
;                       (9.3) 

 

Ф− = Ф0−(𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) = Φ0 sin(𝑘𝑘𝑘𝑘) .                       (9.4) 

Подставляя сюда граничные условия в точке 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏, получаем 

cos(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 0, 𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝜋𝜋𝑛𝑛+

2
, 𝑛𝑛+ = 1, 3, 5, … 

 

                       (9.5) 
 

sin(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 0, 𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝜋𝜋𝑛𝑛−

2
, 𝑛𝑛_ = 2, 4, 6, …                        (9.6) 

Объединяя выражения для 𝑛𝑛+ и 𝑛𝑛− и подставляя выражение для вол-
нового числа через длину волны, получаем условие квантования в виде  

2𝑏𝑏 = (𝑛𝑛 + 1)
𝜆𝜆
2

 , 𝑛𝑛 = 0, 1, 2, 3, …                                 (9.7) 

Таким образом, собственные функции для частицы в БГОППЯ шири-
ной 2𝑏𝑏 имеют вид 

Φ𝑛𝑛(𝑥𝑥) = �
Φ0𝑛𝑛cos �

(𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋
2𝑏𝑏

�  𝑛𝑛 = 0, 2, 4, … 

Φ0𝑛𝑛sin �
(𝑛𝑛 + 1)𝜋𝜋𝜋𝜋

2𝑏𝑏
�  𝑛𝑛 = 1, 3, 5, … 

 

 

(9.8) 
 

(9.9) 

-b b 

I II III 

Wp 

x 
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Полную энергию частицы можно рассчитать c помощью уравне- 
ния (9.7): 

𝑊𝑊 = 𝑊𝑊𝑛𝑛 =
𝜋𝜋2ℏ2

2𝑚𝑚(2𝑏𝑏)2 (𝑛𝑛 + 1)2, 𝑛𝑛 =  0,1,2, …   (9.10) 

Из (9.10) видно, что полная энергия частицы в БГОППЯ может иметь 
только определенные дискретные значения, т. е. она квантуется. Кванто-
ванные значения энергии 𝑊𝑊𝑛𝑛 называются уровнями энергии, а 𝑛𝑛 – главным 
квантовым числом. Состояние с 𝑛𝑛 = 0 называется основным, все осталь-
ные – возбужденными. 

Графики собственных функций, соответствующих уровням энергии 
при 𝑛𝑛 = 0, 1, 2, приведены на рис. 9.2, а. На рис. 9.2, б, изображены графи-
ки плотности вероятности обнаружения частицы |Φ(𝑥𝑥)|2 для 𝑛𝑛 = 0, 1, 2. 
Из рис. 9.2, б, видно, что при 𝑛𝑛 = 0 вероятность найти частицу в середине 
ямы максимальна, а при 𝑛𝑛 = 1 эта вероятность равна нулю. Точки, в кото-
рых плотность вероятности обращается в ноль, называются узлами. Это 
именно те узлы стоячей волны, которые упоминались при изучении 
«обычных» волн; они образуются там, где падающая и отраженная волны 
складываются в противофазе. Рис. 9.2 вместе с формулой (9.10) показыва-
ет, что количество узлов внутри потенциальной ямы в точности равно 
главному квантовому числу – это общее правило, которое выполняется 
для всех одномерных ям. 

Рис. 9.2. Волновые функции (а) и плотности вероятностей (б) частиц в БГОППЯ 
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Пример 9.1. Вычислить вероятность того, что частица, находящаяся  
в первом возбужденном энергетическом состоянии в БГОППЯ шириной 
2𝑏𝑏, будет обнаружена в средней ее трети.  

Решение. Прежде чем решать любую задачу точно, 
желательно спрогнозировать ответ на основе качествен-
ных соображений. В данном случае надо основываться на 
рис. 9.2, б. Искомая вероятность есть площадь под соот-
ветствующим участком графика. Хорошо видно, что эта 
площадь мала. Так что данная вероятность должна полу-
читься, видимо, меньше 0,5. 

Условие нормировки (5.6) для БГОППЯ при 𝑛𝑛 = 1 имеет вид 

�|Φ1(𝑥𝑥)|2𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

−𝑏𝑏

= 1 .                               (9.11) 

Подставляя в него формулу (9.9), получаем 

� Φ01
2 sin2 𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

−𝑏𝑏

= Φ01
2 𝑏𝑏 = 1 ,                          (9.12) 

откуда 

Φ01 = 1 √𝑏𝑏⁄  .                                   (9.13) 

Для вычисления вероятности воспользуемся формулой (5.5) с учетом 
выражений (9.9) и (9.13): 

𝛱𝛱 = � |Φ1(𝑥𝑥)|2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏 3⁄

−𝑏𝑏 3⁄

= �
1
𝑏𝑏

sin2 𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏 3⁄

−𝑏𝑏 3⁄

=
1
𝑏𝑏

�
1
2

�1 − cos
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑏𝑏
� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏 3⁄

−𝑏𝑏 3⁄

= 

=
1

2𝑏𝑏
� 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏 3⁄

−𝑏𝑏 3⁄

−
1

2𝑏𝑏
� cos

2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏 3⁄

−𝑏𝑏 3⁄

=
1
3

−
1

4𝜋𝜋
�sin

2𝜋𝜋
3

+ sin
2𝜋𝜋
3

� = 0,196. 

Этот количественный результат прекрасно согласуется с качествен-
ными рассуждениями: действительно, 𝛱𝛱 < 0,5. 

 
9.1. Постройте график зависимости «расстояния» между уровнями 

энергии частицы в БГОППЯ от номера уровня. 
9.2. Найдите нормировочные постоянные в формулах (9.8) и (9.9). 

−
𝑏𝑏
3

≤ 𝑥𝑥 ≤
𝑏𝑏
3

. 

Дано: 
𝑛𝑛 = 1; 

𝛱𝛱−? 
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9.3. Нарисуйте график зависимости «расстояния» между уровнями 
энергии от ширины ямы. 

9.4. Вычислите энергию основного состояния модельного «атома», 
представляющего собой электрон в БГОППЯ шириной 100 пм. 

9.5. Вычислите энергию основного состояния модельного «ядра», 
представляющего собой протон в БГОППЯ шириной 10 фм. 

9.6. Вычислите разность энергий первого и четвертого возбужденных 
уровней энергии протона при движении его в БГОППЯ из предыдущей 
задачи. Ответ выразите в мегаэлектронвольтах. 

9.7. Частица массой 5∙10-22 г движется в БГОППЯ шириной 20 пм. 
Сколько фотонов с длиной волны 500 нм может излучить эта частица при 
переходе из шестого возбужденного в третье возбужденное состояние? 

9.8. Найдите ширину БГОППЯ, в которой находится электрон, если 
значения энергий второго и третьего энергетического уровней отличаются 
на 0,3 эВ. 

10. ОДНОМЕРНЫЙ ГАРМОНИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР 

Гармонический осциллятор – система, совершающая одномерное дви-
жение под действием квазиупругой силы. Подобным образом движутся 
атомы в молекуле или молекулы вблизи узлов кристаллической решетки. 
Потенциальная энергия гармонического осциллятора 

𝑊𝑊𝑝𝑝 =
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥2

2
 ,                                     (10.1) 

где 𝑚𝑚 – обобщенная масса осциллятора;  𝜔𝜔 – собственная частота гармо-
нического осциллятора. 

С учетом выражения (10.1) стационарное УШ принимает вид 

𝑑𝑑2Φ
𝑑𝑑𝑥𝑥2 +

2𝑚𝑚
ℏ2 �𝑊𝑊 −

𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥2

2
� Φ = 0 .                          (10.2) 

Граничные условия при решении стационарного УШ для гармониче-
ского осциллятора отличаются от предыдущего случая (БГОППЯ). Теперь 
от амплитуды вероятности требуется, чтобы она стремилась к нулю при 
стремлении 𝑥𝑥 к ±∞. Решение стационарного УШ ищут в виде полинома, 
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умноженного на экспоненту, которая убывает при стремлении 𝑥𝑥 к ±∞.  
В результате получается 

Φ𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝛼𝛼𝑛𝑛𝐻𝐻𝑛𝑛(𝜉𝜉) exp �−
𝜉𝜉2

2
� ,                            (10.3) 

где 

𝜉𝜉 = 𝑥𝑥�
𝑚𝑚𝑚𝑚

ℏ
; 𝛼𝛼𝑛𝑛 =

1
√2𝑛𝑛𝑛𝑛!

�
𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜋𝜋ℏ

�
1/4

 

 

;                      (10.4) 
 

𝐻𝐻𝑛𝑛(𝜉𝜉) = (−1)𝑛𝑛 exp(𝜉𝜉2)
𝑑𝑑𝑛𝑛

𝑑𝑑𝜉𝜉𝑛𝑛 exp(−𝜉𝜉2) .                  (10.5) 

Функции 𝐻𝐻𝑛𝑛(𝜉𝜉) называются полиномами Эрмита. При решении ста-
ционарного УШ коэффициент при старшей степени в каждом полиноме 
Эрмита 𝐻𝐻𝑛𝑛(𝜉𝜉) (ещё до нормировки) можно выбирать произвольно. Он вы-
бирается равным 2𝑛𝑛, а коэффициент 𝛼𝛼𝑛𝑛 получается потом из условия нор-
мировки. 

Собственные значения энергии квантового гармонического осцилля-
тора 

𝑊𝑊𝑛𝑛 = �𝑛𝑛 +
1
2

� ℏ𝜔𝜔, 𝑛𝑛 = 0, 1, 2, …                                 (10.6) 

Из формулы (10.6) видно, что энергетический спектр квантового гар-
монического осциллятора дискретен. (Энергетический спектр классиче-
ского гармонического осциллятора является непрерывным.) 

Состояния с 𝑛𝑛 > 0 являются возбужденными. Для переходов между 
уровнями энергии гармонического осциллятора выполняется правило отбора 
∆𝑛𝑛 = ±1. Такие переходы называются разрешенными, а все остальные – за-
прещенными. Запрещенные переходы на самом деле происходят, но их веро-
ятность очень мала. 

На рис. 10.1 пунктирными линиями обозначены распределения плот-
ности вероятности для разных n. Видно, что вероятность обнаружить ча-
стицу за пределами потенциальной ямы в данном случае не равна нулю  
(в отличие от частицы в БГОППЯ, см. рис. 9.2, б).  

Минимальная энергия 𝑊𝑊0 = ℏ𝜔𝜔 2⁄  называется энергией нулевых коле-
баний. Существование энергии нулевых колебаний означает, что осцилля-
тор не может находиться на дне потенциальной ямы и является следствием 
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соотношения неопределенностей. Энергия основного уровня соответствует 
наименьшему возможному значению энергии квантово-механической сис-
темы, совместимому с соотношением неопределенностей. 

 
 

Пример 10.1. Длина волны типичного излучения, возникающего при 
колебательных переходах атомов в молекуле кислорода, имеет порядок  
10 мкм. Обобщенная масса осциллятора – порядка массы атома. Вычис-
лить из этих данных минимальную амплитуду колебаний атомов в моле-
куле. 

Решение. Частота излучения связана с длиной 
волны соотношением 
 

(10.7) 
 

Энергия кванта, излучаемого при переходе с (n + 1)-го на n-й уровень,  

𝑊𝑊𝑛𝑛+1 − 𝑊𝑊𝑛𝑛 = �(𝑛𝑛 + 1) +
1
2

� ℏ𝜔𝜔 − �𝑛𝑛 +
1
2

� ℏ𝜔𝜔 = ℏ𝜔𝜔 .          (10.8) 

Амплитудное значение потенциальной энергии в соответствии с урав-
нением (10.1) 

𝑊𝑊𝑝𝑝max =
𝑚𝑚𝜔𝜔2𝑥𝑥max

2

2
 .                               (10.9) 

Дано: 
𝜆𝜆 = 10 мкм = 10-5 м; 
𝑚𝑚 = 16∙1,67∙10-27 кг. 
𝑥𝑥max- ? 

W 

0 x 

𝑛𝑛 = 0 

𝑛𝑛 = 1 

𝑛𝑛 = 2 

𝑛𝑛 = 3 𝑊𝑊3 =
7
2 ℏ𝜔𝜔 

𝑊𝑊2 =
5
2 ℏ𝜔𝜔 

𝑊𝑊1 =
3
2 ℏ𝜔𝜔 

𝑊𝑊0 =
1
2 ℏ𝜔𝜔 

Рис. 10.1. Плотности вероятностей и уровни энергии  
для гармонического осциллятора 

𝜔𝜔 =
2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝜆𝜆
. 
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Для того чтобы оценить амплитуду колебаний атомов в молекуле, 
приравняем правые части формул (10.8) и (10.9) и с учетом (10.7) получим 

𝑥𝑥max = � ℏ𝜆𝜆
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

 .                                        (10.10) 

𝑥𝑥max = � 1,054 ∙ 10−34 ∙ 10−5

𝜋𝜋 ∙ 3 ∙ 108 ∙ 1,6 ∙ 1,67 ∙ 10−27 = 6,5 ∙ 10−12 м = 6,5 пм. 

 
10.1. Альфа-частица с энергией 12 МэВ движется в одномерной по-

тенциальной яме, энергия которой выражается формулой (10.1), находясь 
в основном состоянии. Найдите жёсткость такого осциллятора. 

10.2. Оцените дебройлевскую длину волны альфа-частицы из преды-
дущей задачи. 

10.3. Докажите, что функции (10.3) действительно являются решени-
ями стационарного УШ для гармонического осциллятора. 

10.4. Получите приближённую формулу для уровней энергии гармо-
нического осциллятора из условия образования стоячих волн. 

10.5. Вычислите энергии первых трех уровней для частицы массой 
100 нг, которая может колебаться на «пружинке» жесткостью 10 мкН/м. 
Сможем ли мы обнаружить дискретность энергетического спектра этой 
частицы, если энергия теплового движения порядка 0,02 эВ? 

10.6. Вообразим два «осциллятора», представляющих собой слона  
и мышку, каждый из которых подвешен на пружинке, которая под их соб-
ственным весом растягивается на 9 см. Сколько уровней энергии «слоно-
вого» осциллятора уложится ниже первого возбужденного уровня энергии 
«мышиного»? 

10.7. Оцените количество состояний гармонического осциллятора  
в интервале энергий от 1,01 до 1,00 нДж. Жесткость осциллятора 3 мкН/м, 
масса 9 нг. 

11. АТОМ ВОДОРОДА. ВОДОРОДОПОДОБНЫЕ ИОНЫ 

В настоящее время известно, что большая часть материи, принимаю-
щей участие в гравитационном взаимодействии, не взаимодействует  
с электромагнитным излучением (так называемая тёмная материя). О её 
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свойствах почти ничего неизвестно. Окружающее нас «светящееся» веще-
ство (т. е. взаимодействующее с электромагнитным излучением) состоит 
из молекул, которые, в свою очередь, состоят из атомов. Если движение 
макроскопических тел можно с разумной точностью описать с помощью 
классической механики Ньютона, то движение атомов в молекулах и элек-
тронов в атомах без квантовой механики понять нельзя даже приближен-
но. Простейшей квантовой системой является атом водорода, содержащий 
один электрон.  

Состояние электрона в атоме водорода или в водородоподобном  
(т. е. содержащем только один электрон) ионе определяется четырьмя кван-
товыми числами. Это главное квантовое число 𝑛𝑛 (𝑛𝑛 = 0, 1, 2, …), орбиталь-
ное квантовое число 𝑙𝑙 (𝑙𝑙 = 0, 1, 2, … , 𝑛𝑛), магнитное орбитальное квантовое 
число 𝑚𝑚𝑙𝑙𝑙𝑙 (𝑚𝑚𝑙𝑙𝑙𝑙 = −𝑙𝑙, −𝑙𝑙 + 1, … 0, … , 𝑙𝑙 − 1, 𝑙𝑙), магнитное спиновое квантовое 
число 𝑚𝑚𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝑚𝑚𝑠𝑠𝑠𝑠 = −1/2, +1/2).  

Каждое из квантовых чисел соответствует физической величине, зна-
чение которой точно определено в данном состоянии. Главное квантовое 
число определяет энергию электрона. Орбитальное квантовое число опре-
деляет модуль орбитального момента импульса, который связан с движе-
нием электрона: 

𝐿𝐿 = ℏ�𝑙𝑙(𝑙𝑙 + 1) .                                    (11.1) 

Магнитное орбитальное квантовое число определяет значение проек-
ции орбитального момента импульса 𝐿𝐿 на некоторую выделенную ось 
(традиционно в роли такой оси выступает ось 𝑧𝑧). «Выделить» ось легче 
всего, поместив атом в магнитное поле, поэтому данное квантовое число  
и называется магнитным. Часто атом даже и не надо специально помещать 
в магнитное поле: ведь его создают многие природные объекты (Земля, 
Солнце). На взаимодействии частиц (правда, не атомов) с сильным искус-
ственным магнитным полем основаны методы ядерного магнитного  
и электронного парамагнитного резонанса, которые широко применяются 
в медицине и технике. 

Состояние электрона в обсуждаемом случае символически записыва-
ется в виде (𝑛𝑛 + 1)𝛾𝛾, где 𝛾𝛾 = 𝑠𝑠 при 𝑙𝑙 = 0; 𝛾𝛾 = 𝑝𝑝 при 𝑙𝑙 = 1; 𝛾𝛾 = 𝑑𝑑 при 𝑙𝑙 = 2; 
𝛾𝛾 = 𝑓𝑓 при 𝑙𝑙 = 3. С бóльшими значениями орбитального квантового числа 
обычно сталкиваться не приходится. 
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Собственные значения энергии водородоподобного иона определяют-
ся исключительно главным квантовым числом и могут быть представлены 
в виде 

𝑊𝑊𝑛𝑛 = −
𝑊𝑊𝑖𝑖

(𝑛𝑛 + 1)2 .                                    (11.2) 

В этом разделе, как и во всех квантовых задачах о финитном движе-
нии частицы, главное квантовое число отсчитывается от нуля. Это позво-
ляет единым образом квантовать все системы: при 𝑛𝑛 = 0 всегда есть ос-
новное состояние, число узлов волновой функции всегда равно 𝑛𝑛. Следу-
ет, однако, помнить о том, что в большинстве учебников для атома водо-
рода 𝑛𝑛 отсчитывается от единицы.  

Из формулы (11.2) видно, что с увеличением номера уровня расстоя-
ние между уровнями энергии становится всё меньше, и спектр становится 
квазинепрерывным. Этот результат является частным случаем принципа 
соответствия, согласно которому при больших 𝑛𝑛 законы квантовой меха-
ники переходят в законы классической физики. Всякая новая теория 
(например, квантовая механика) включает в себя старую теорию (в данном 
случае – классическую механику), указывая границы ее применимости,  
и в предельных случаях новая теория переходит в старую. 

Величина 𝑊𝑊𝑖𝑖 = −𝑊𝑊0 называется энергией ионизации и вычисляется 
по формуле 

𝑊𝑊𝑖𝑖 =
𝑚𝑚�𝑒𝑒𝑒𝑒4𝑍𝑍2

2ℏ2(4𝜋𝜋𝜀𝜀0)2 =
𝑚𝑚�𝑒𝑒𝑒𝑒4𝑍𝑍2𝑘𝑘𝑒𝑒

2

2ℏ2  ,                               (11.3) 

где 𝑚𝑚�𝑒𝑒 – приведенная масса, которая менее чем на 1 % отличается от мас-
сы электрона, и мы не будем между ними делать различия в дальнейшем; 
𝑍𝑍 – зарядовое число (число протонов) ядра водородоподобного иона. Чис-
ленное значение энергии ионизации атома водорода равно 13,6 эВ.  

Схема уровней энергии водородоподобного иона изображена на  
рис. 11.1. Кроме самих уровней энергии, на рис. 11.1 показаны также пе-
реходы электрона, в результате которых атом (ион) может поглощать или 
излучать энергию. 

Переходы электрона с уровня на уровень ограничены так называемы-
ми правилами отбора, которые есть следствие законов сохранения. Для 
водородоподобных ионов это правило заключается в том, что орбитальное 
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квантовое число при переходе должно изменяться (уменьшаться или уве-
личиваться) только на единицу. Это правило отбора связано с законом со-
хранения момента импульса и величиной спина фотона. Обратите внима-
ние на то, что число спиновых состояний фотона не три, а только два, хотя 
спин фотона равен единице. Это отклонение от нормы связано с тем, что 
фотон не имеет массы покоя. 

 
Рис. 11.1. Схема энергетических уровней и переходов в водородоподобном ионе 

 
Группа (серия) спектральных линий, возникающих при переходе 

электрона из возбужденных состояний с 𝑛𝑛 > 0 в основное состояние, 
называется серией Лаймана (см. на рис. 11.1). 

Серия спектральных линий, возникающих при переходе электрона из 
возбужденных состояний с 𝑛𝑛 > 1 в состояние 𝑛𝑛 = 1, называется серией 
Бальмера; за ней следуют серии Пашена (переходы в состояние с 𝑛𝑛 = 2), 
Брэкета (переходы в состояние с 𝑛𝑛 = 3), Пфунда (переходы в состояние  
с 𝑛𝑛 = 4) и Хамфри (переходы в состояние с 𝑛𝑛 = 5). 

Пример 11.1. Какой должна быть длина волны монохроматического 
света, чтобы при возбуждении атомов водорода квантами этого света в спек-
тре излучения наблюдались шесть спектральных линий? 

Решение. При переходе атома водорода  
с первого возбужденного уровня с энергией 𝑊𝑊1 
в основное состояние с энергией 𝑊𝑊0 в спектре 
излучения наблюдается спектральная линия, со-
ответствующая переходу, обозначенному циф- 

𝑊𝑊𝑖𝑖 = 13,6 эВ = 
Дано: 

= 13,6 · 1,6 · 10-19 Дж. 
𝜆𝜆- ? 
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рой 4 на рис. 11.2. Если атом водорода перевести во второе возбужденное 
состояние с энергией 𝑊𝑊2, в спектре излучения наблюдаются спектральные 
линии, соответствующие переходам, обозначенным на рис. 11.2 цифрами 3, 
4 и 6. Если атом водорода перевести в третье возбужденное состояние  
с энергией 𝑊𝑊3, в спектре излучения наблюдаются спектральные линии, со-
ответствующие переходам, обозначенным на рис. 11.2 цифрами 2–7 – 
шесть спектральных линий.  

 
Рис. 11.2. Схема переходов в атоме водорода 

 
Для того чтобы перевести атом водорода из основного состояния  

с энергией 𝑊𝑊0 = −𝑊𝑊𝑖𝑖 в третье возбужденное состояние с энергией 𝑊𝑊3 (ли-
ния, обозначенная цифрой 1 на рис. 11.2), атому нужно сообщить энергию 

𝑊𝑊 = 𝑊𝑊3 − 𝑊𝑊0 .                                      (11.4) 
С учетом соотношения (11.2) 

𝑊𝑊 = −
𝑊𝑊𝑖𝑖

(3 + 1)2 − (−𝑊𝑊𝑖𝑖) =
15
16

𝑊𝑊𝑖𝑖 .                   (11.5) 

Перейти из состояния с энергией 𝑊𝑊0 в состояние с энергией 𝑊𝑊3 атом 
может, поглотив фотон, энергия которого 

𝑊𝑊 =
2𝜋𝜋ℏ𝑐𝑐

𝜆𝜆
 ,                                          (11.6) 

где 𝜆𝜆 – длина волны фотона. 

W 
 0 
W3 
W2 
W1 

W0 

1 2 3 4      5        6        7  
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Приравняем правые части формул (11.5) и (11.6) друг к другу, 
найдем длину волны фотона: 

𝜆𝜆 =
16 ∙ 2𝜋𝜋ℏ𝑐𝑐

15𝑊𝑊𝑖𝑖
 ;                                          (11.7) 

34 8
8

19

16 6,626 10 3 10 9,7 10
15 13,6 1,6 10

l
-

-
-

× × × ×
= = ×

× × ×
 м. 

 
11.1. Каков должен быть порядковый номер элемента, чтобы его во-

дородоподобный ион мог излучить фотон с длиной волны, равной 100 пм? 
11.2. С какой скоростью движется атом водорода после испускания 

фотона, соответствующего максимальной длине волны в серии Лаймана? 
11.3. Что из перечисленного можно узнать, решив УШ для электрона 

в атоме? а) зависимость координаты электрона от времени; б) по какой 
орбите движется электрон; в) зависимость скорости электрона от времени; 
г) вероятность, с которой электрон находится в той или иной точке про-
странства. 

11.4. В каких пределах должна лежать энергия электронов, чтобы при 
возбуждении ими атома водорода его спектр содержал три спектральных 
линии? 

11.5. Какую наименьшую скорость должны иметь электроны, чтобы 
при возбуждении ими атома водорода в его спектре появилась линия, со-
ответствующая максимальной длине волны в серии Пашена? 

11.6. Какую наименьшую ускоряющую разность потенциалов должны 
пройти электроны, чтобы при возбуждении ими однозарядного иона гелия 
в его спектре появилась линия, соответствующая максимальной длине 
волны в серии Лаймана? 

11.7. Атом водорода бомбардируется электронами, имеющими ско-
рость 0,007 скорости света. Сколько линий будет содержать спектр излу-
чения атома? 

12. ПРИНЦИП ЗАПРЕТА ПАУЛИ. ФЕРМИОНЫ И БОЗОНЫ 

В данном разделе попробуем ответить на вопрос: сколько частиц од-
ного сорта может находиться в одном квантовом состоянии? Для некото-
рых частиц это количество ничем не ограничено, такие частицы называ-
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ются бозонами. К бозонам относятся частицы, переносящие взаимодей-
ствия (например, фотоны). Бозоны всегда имеют целый спин. 

Существует очень много сортов частиц, число которых в одном кван-
товом состоянии может быть не более единицы. Такие частицы называются 
фермионами. Фермионы имеют спин ℏ 2⁄  (часто говорят «спин 1 2⁄ »), 
3ℏ 2⁄ , 5ℏ 2⁄  и т. д. К фермионам со спином 1 2⁄  относятся протоны, 
нейтроны, электроны, дырки, кварки. Тот факт, что число фермионов в од-
ном квантовом состоянии не больше единицы, называется принципом за-
прета Паули. Если фермионы имеют одинаковую энергию, но разные про-
екции спинов на некоторую выделенную ось, то они находятся в разных 
квантовых состояниях. 

Поэтому диаграмму распределения фермионов по уровням часто 
изображают так, как это показано на рис. 12.1. 

Самый верхний из заполненных уровней энергии называется уровнем 
Ферми. Его энергия – энергия Ферми – вычисляется по формуле 

𝑊𝑊𝐹𝐹 =
𝜋𝜋2ℏ2

2𝑚𝑚час
�

3𝑁𝑁час

𝜋𝜋𝜋𝜋
�

2 3⁄

 ,                               (12.1) 

где 𝑚𝑚час - масса одной частицы-фермиона; 𝑁𝑁час - число частиц-фермионов 
в системе; 𝑉𝑉 - объем, в котором находятся фермионы.  

 

 
 

Энергию Ферми для нуклонов в ядре принято выражать в мегаэлек-
тронвольтах (МэВ), а энергию электронов проводимости в металле –  
в электронвольтах (эВ). 

Уровень 
Ферми 

0 

Нейтроны Протоны 

0 

Рис. 12.1. Распределение нейтронов и протонов  
по уровням энергии в холодном ядре 
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Если ферми-систему нагревать, то фермионы, находящиеся вблизи 
уровня Ферми, будут переходить на более высокие уровни энергии. Рас-
пределение фермионов по уровням в нагретом ферми-газе изображено на 
рис. 12.2. 

 
 Т = Т1 Т2 > Т1 Т3 > Т2 
 а б в 

Рис. 12.2. Распределение фермионов по уровням 
при разных значениях температуры:  

а – Т = Т1; б – Т2 > Т1; в – Т3 > Т2 
 
Количественно это распределение описывается формулой, которая 

так и называется – распределение Ферми – Дирака. Она имеет вид 

〈𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖〉(𝑊𝑊𝑖𝑖) = �1 + exp �
𝑊𝑊𝑖𝑖 − 𝑊𝑊𝐹𝐹

𝑘𝑘𝐵𝐵𝑇𝑇
��

−1

                     (12.2) 

и показывает, каково среднее число фермионов на уровне с энергией 𝑊𝑊𝑖𝑖 
при температуре 𝑇𝑇, если система находится в состоянии теплового равно-
весия с окружающей средой. 

Пример 12.1. Вычислить энергию Ферми протонов в ядре германия-74. 
Решение. В ядре германия-74 содержатся 32 

протона. В роли 𝑁𝑁час выступает число протонов 𝑍𝑍, 
в роли 𝑚𝑚час – масса протона 𝑚𝑚𝑝𝑝. Объем ядра, счи-
тая его шарообразным, можно найти по формуле  

 
(12.3) 

 

Дано: 
Ge32

74 ; 
𝑚𝑚𝑝𝑝 = 1,673∙10-27 кг. 
𝑊𝑊𝐹𝐹−? 

 0 0  0

 0

 0

 0 0
 0

 0 0

 0

WF

 0
 0  0 0  0

 0 0

 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0

 0 0  0

 0

 0

 0 0
 0

 0 0

 0

WF

 0
 0  0 0  0

 0 0

 0  0

 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0

 0 0  0

 0

 0

 0 0
 0

 0 0

 0

WF

 0
 0  0 0  0

 0 0

 0  0

 0

 0 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0  0 0

𝑉𝑉 =
4
3

𝜋𝜋𝑅𝑅3. 
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Радиус 𝑅𝑅 ядра можно рассчитать (приблизительно) по формуле 

𝑅𝑅 = 𝑟𝑟0𝐴𝐴1 3⁄  ,                                          (12.4) 

где 𝑟𝑟0 ≈ 1,2 фм = 1,2∙10-15 м; 𝐴𝐴 – число нуклонов в ядре. В данной задаче  
𝐴𝐴 = 74. 

Подставив равенство (12.3) с учетом выражения (12.4) в уравнение 
(12.1), получим значение энергии Ферми: 

𝑊𝑊𝐹𝐹 =
𝜋𝜋2ℏ2

2𝑚𝑚𝑝𝑝
�

3𝑍𝑍
𝜋𝜋𝜋𝜋

�
2 3⁄

=
𝜋𝜋2ℏ2

2𝑚𝑚𝑝𝑝
�

9𝑍𝑍
𝜋𝜋24𝑟𝑟0

3𝐴𝐴
�

2 3⁄

=
ℏ2

2𝑚𝑚𝑝𝑝𝑟𝑟0
2 �

9𝜋𝜋𝜋𝜋
4𝐴𝐴

�
2 3⁄

 ;        (12.5) 

 

𝑊𝑊𝐹𝐹 =
(1,054 ∙ 10−34)2

2 ∙ 1,67 ∙ 10−27(1,2 ∙ 10−15)2 �
9𝜋𝜋 ∙ 32
4 ∙ 74

�
2 3⁄

= 0,482 ∙ 10−11Дж = 30 МэВ. 

 
12.1. Вычислите энергию Ферми нейтронов в ядре тория-230. 
12.2. Вычислите энергию Ферми протонов в ядре платины-196. 
12.3. Вычислите энергию Ферми электронов проводимости в свинце. 
12.4. В кристалле натрия среднее число электронов проводимости  

с энергией, которая на 5 % меньше, чем энергия Ферми, равно 0,62. Како-
ва температура кристалла? 

12.5. Электрон проводимости в кристалле меди находится на уровне, 
вероятность заполнения которого 82 %. Вычислите дебройлевскую длину 
волны этого электрона. Температура кристалла на 50 °С ниже его темпе-
ратуры плавления. 

12.6. Нейтрон в ядре свинца-208 находится на уровне, энергия кото-
рого на 10 МэВ меньше энергии Ферми. Вычислите дебройлевскую длину 
волны этого нейтрона. 

12.7. В некотором проводящем кристалле электронный уровень, име-
ющий энергию 6,7 эВ, заполнен с вероятностью 17 % при температуре  
+45 °С. Определите концентрацию электронов проводимости в этом кри-
сталле. 
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