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BBEAEHUE

BoruuciaurenbHas Gusznka — 3TO HalpaBiIeHUE B COBPEMEHHOM (pU3HKe, 3a-
HUMAaIOIIleeCs] UCCIENOBaHUEM (PU3MUECKUX 3a7ad, JOMYCKAIOINX PEIICHHUE
C MOMOIIBIO YHUCJIEHHBIX METOMOB. VCMONb30BaHNE YHUCIEHHBIX METOJIOB IPO-
JTUKTOBAHO B OCHOBHOM ABYMs (pakTopamMu. Bo-mepBriX, HE BCe 3a/1a4u JOIyC-
KalT AaHAIMTUYECKOE pelieHne. B kauecTBe MpuMepPOB MOXKHO MPUBECTHU 3a]1a-
Yyl KBAHTOBOW MEXAHWKH, 3a7a4d, TPEOYIOlIMe yuyeTa JBUXKEHHUSI OOJIBIIOrO
YyucyIa YacTHIl, 33J1aud pacueTa TeMIIepaTypHBIX TOJIEH B TelaxX ClIoXHOU ¢dop-
MBI U PSI IPYrux 3aaad. Bo-BTOpBIX, KUCIIOJIb30BAHUE YKCIEHHBIX METOHOB
B3aMEH aHAJIUTHYECKUX MOXKET OBbITh €IUHCTBEHHO BO3MOXKHBIM BapHaHTOM
MPU AHAJIM3E MEPBUYHBIX SKCIEPUMEHTAIBHBIX JAHHBIX, KOTAa TCOPETUUYECCKUE
3aKOHOMEPHOCTH €I1I€ HE YCTAHOBJICHBI.

OnHu U3 TIEPBBIX AJTOPUTMOB YHCIEHHOTO pEIIeHUs (PU3MYecKux 3aaad
O pazpadoransl HeIOTOHOM, OJTHAKO CTPEMUTEILHOE PAa3BUTHE YHMCICHHBIX
METOZ0B PELICHUs TPUXOJUTCS HA BTOPYIO MOJOBUHY XX Beka. B 310 Bpems,
C OJIHOM CTOPOHBI, BBIPOCHA MOTPEOHOCTh B pacyeTax C BBICOKOM CTENEHbBIO
TOYHOCTH (KOCMOHABTHKA, aTOMHAasi dHEPreTUukKa), ¢ APYroil — IMOSBUIUCH BbI-
YHCJIUTEIIbHBIC MAIIMHBI, IO3BOJISFOIIAE ABTOMATU3UPOBATH ITPOLIECC PACUETA.

B Hacrosmee BpeMsi MOKHO BBIJIETTUTh HECKOJIBKO TEHACHIIUN B PA3BUTHUH
BBIYMCIIUTEIbHON (DU3UKH:

— pa3palboTKa aJIrOPUTMOB PEIICHHS 3a/Jad Ha OCHOBE MHOTOMPOIIECCOP-
HBIX CHCTEM (TapajyieibHble BbIUMCIEHUS ). [10/1X01 MO3BOJISIET 3HAYUTEIBHO
COKPATUTh BPEMs pacueTa U MOJIYyYUTh PELICHUs JJIs 3a7a4, HE pelIaeMbIX pa-
HEE YMCJICHHBIMU METOJaMHU U3-3a OOJIBIIION JITUTEIbHOCTH pacyueTa;

— HCIIOJIb30BAHUE YHCJIIEHHBIX METOJOB JJIA MOJYYEHHUS AHATUTHUYECKUX
pelieHnil. B kauecTBe npuMepa MOKHO IMPUBECTH CUCTEMBI CHUMBOJIBHOW MaTe-
Matnknu MAPLE n MAXIMA, no3BoJisIfoIe NoJy4yaTh PEIICHUE B aHAJIATH-
YECKOM BU/E;

— Pa3BUTHUE U MPUMEHEHUE CUCTEM UCKYCCTBEHHOTO MHTEIUICKTA.

C pa3BuTHEM MOCJIEAHUX JBYX HAIPABICHUN TpaHb MEXKAY aHAIUTHYE-
CKMMH M YMCJIEHHBIMH METOJAMHU CTaja CTUPATHCS M B OJMIKaMIIMe JecsaThiIe-
THSI MOYKET UCUYE3HYTh.

Cy1iecTByeT 0OOJIBIIIOE YUCIIO TIPOTPAMMHBIX MPOAYKTOB, TTO3BOJISIONINX pe-

marh 3a/1a4d BBIUMCIUTENbHON (u3uku. YacTb mporpaMm pachpOCTpaHSIETCS



CBOOOJTHO, YaCTh SBJISETCS TIPONPUETAPHBIMU U TpeOyeT MOKYIKH JntieH3un. OT-
JaTh MPEATNOYTCHNE KAaKOMY-JIMOO OHOMY TaKeTy JOCTaTOYHO CJIOKHO — MHOTHE
MaKeThl OPUEHTUPOBAHBI Ha peIIeHne crennduyaeckoro kpyra 3agad. Hampumep,
SolidWorks u Salome-Meca opueHTHpOBaHbI Ha co3nanue 3D-Mopenelt TBepbIx
TeN C MOCTEAYIOIIMM PacuyeTOM Harpy3oK B HHMX, TaK)K€ ATH TMAKEThl MO3BOJISIOT
paccuMTarh MOTOKH TEIUIa, )KUJIKOCTEH M Tra30B. Ansys MO3BOJISIET PACCUUTHIBATH
JTUHAMUKY TPOLIECCOB B CJIOXHBIX KOMIIO3UTHBIX cucteMax, Materials Studio —
IIPOTHO3MPOBATH CBOMCTBAa MAaTEPHUAIIOB HA OCHOBE MOJICKYJISIPHO-aTOMHBIX B3aH-
MOJIEHCTBHH.

B mepBoit yacTu KOHCHEKTa JIEKIIMM pPacCMOTPEHO MPUMEHEHHE MaKeTa
MATLAB wu ero cBobomnoro anagora GNU Octave mist peiieHus: 3aa4 BbI-
gucauTeabHon gusuku. [lakeTsl 001a7at0T MOAYJIBHOM CTPYKTYPOM (YTO IMO3-
BOJISICT MPH HEOOXOAUMOCTH PACIIUPATH KJIACC PEIIaeMBbIX 3a7a4) U XOPOIIUM
HA0OpOM CPEACTB BH3yaIM3aIlid, YIPOIIAIOIMUM aHAIN3 TOTy4aeMbIX perle-
Huii. O6uue Bomnpockl npumeHeHuss MATLAB u GNU Octave paccMOTpeHBI
TOJIBKO B HEOOXOJUMOM MHUHHMYME, OCHOBHOHM aKIIEHT CJIENaH Ha MpaKTH4e-
CKO€ TIPUMEHEHHE TAKETOB K pelraeMbIM 3ajadam. [[Is Jrydiinero nmoHUMaHUs

pa6OTBI ImporpamMm IMpuBOAUTCA JUCTHUHI BBITTIOJIHCHHA KOMAH/I.



JIEKIIUA 1. 3BHAKOMCTBO C PABOYUMHU CPEJAMU MATLAB
N GNU OCTAVE

I'padpuyeckuit unrepdeic

[Ipu 3amycke mporpammbl aKTUBUPYETCS €€ rpauueckoe OKHO. BHemHumit
BUJl OKOH TpencTaBiieH Ha puc. 1 (rpadguueckoe okHo MATLAB) u puc. 2
(rpaduueckoe okHo GNU Octave).

© MATLAB R2016b - academic use -2 @
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HecMmoTpst Ha HEKOTOpbIE OTIANYUSA, 00€ TPOTPaMMHBIE CPEAbl MPEIOCTAB-
JSIIOT TIOJIB30BATENI0 OJIU3KHUE IO CBOEH CTPYKTYpe U (PYHKIIMOHATBLHOCTH WH-
tepdeiicel. [lepeurcimm OCHOBHBIC U3 HUX:

1 — obnacte rimaBHOTO MeHIO. [103BOJIIET MONYYUTh AOCTYIT KO BCEM BO3-
MOXHBIM KOMaHJIaM U UHTepdercam;

2 — obmacte pemakTopa. Ilo3BossieT BHOCUTH HEOOXOJIHWMbIE M3MEHEHMS
B IIPOrpaMMbl, CO3JIaHHBIE MOJIb30BATEJIEM WJIH HWMIOPTUPOBAHHBIE UM W3
BHEITHUX UCTOYHUKOB. ClienyeT 3HaTh, UTO MPOTpamMMa — 3TO MPOCTO TEKCTO-
BbIN (haitn, comeprkammii komanasl A1 cpensl MATLAB wim OCTAVE. Co-
nepxanecs B gaiiax KOMaHJbl MOCIE0BAaTEeIbHO MEPEAAIOTCS Ha UCIOIHE-
HUE CUCTEMOM Yepe3 KOMaHIHOE OKHO;

3 — koMmaHgHO€ OKHO. [T03BOJISIET HEMOCPEACTBEHHO BBECTH KOMAHAY JJIst
MATLAB unu OCTAVE. Ilpu 3ToM BBeieHHas KOMaH/a cpa3y ke OyAeT BbI-
noiHeHa cucrtemoil. KomaHHOE€ OKHO — 3TO, MOXKanyil, camas TJIaBHAasl 4acThb
B3aUMO/ICUCTBUS CUCTEMBI U MoJib3oBatelisas. COOCTBEHHO Yepe3 HETroO U OTIal0T-
csl Bce KOMaHHbl cucteMme. I'paduueckue uHTEphEUCH MPEACTABISIOT COOOM
MpOrpaMMHBIE HAJACTPOMKHM HaJl KOMAaHIAHBIM OKHOM, OHM aBTOMAaTU3UPYIOT
MPOIECC Mepejayl KOMaHJ CUCTeME U 00JIer4aroT B3aUMOJCHCTBHUE M0JIb30Ba-
Tens ¢ cucteMon. ['paduueckue naTEphEUCH, TEM HE MEHEE, HE SBIISIOTCS 005-
3arenbHbIMU — U MATLAB u GNU OCTAVE wmoryT ObITh 3amyiieHbl B KOH-
COJIBHOM pexkume 0e3 rpadguueckoro unrepdeiica. Ilonb3oBaTento B 3TOM Ciy-
yae MPUJIETCS HEMOCPEJCTBEHHO HaOUpaTh B TEpPMHUHAJE BCE KOMAaHJIbI, 4TO,
KOHEUYHO, HE YJI00HO, HO MO3BOJISIET 3HAUYUTEIIBHO COKPATUTh HArpy3Ky Ha IMpo-
1ECCOP U UCIOJB30BaTh OOJIBIINN 00BEM ONMEPATUBHONW MaMSTH (MOXKET OBIThH
BAXKHO MPU PEUICHUN HEKOTOPBIX BHIUUCIUTENIBHBIX 3a7a4);

4 — o0yiacTh MepeMEeHHBIX. B 3TO# 00JacTH MOIB30BATEIh MOXKET CICAUTH
3a 3HQYEHUEM U TUIIOM JaHHBIX MEPEMEHHBIX. Takoil KOHTPOJIb MTO3BOJISET KOH-
TPOJIMPOBATH MPABUIBHOCTh PacyeTa;

5 — (ailsioBbIi MEHETKED;

6 — >KypHaJl BBITIOJTHEHHBIX KOMaH1. CONEp>KUT CIHCOK KOMaHA U UHGOP-
Mallfio 00 UX BBITIOJIHEHUHU.

[Ipy HEOOXOUMOCTH TOJIB30BATENIb MOXKET 3aKPhIBATh HEHYKHBIE EMY OK-
Ha JM0O0 OTKPHIBATh HOBBIE (HANMpPUMEpP, NUAIOTOBHIE OKHA JIJIi MOCTPOEHUS
rpauKOB, BBITIOJTHEHUS] HHTEPIOJISIIIUN U T. 11.).



OCHOBBI CHHTAKCHCA AA3bIKA

OcHOBHOI KOHCTpyKIue, ¢ kotopoil padorator MATLAB u GNU
OCTAVE, sBnsercs maTtpuiia. ITO HE 03HAYAET, YTO HEJb3sl BBIMOJIHSITH OIE-
panuu ¢ oOBIYHBIMU (KMJTM KOMIUJIEKCHBIMH ) YUCIaMU, IPOCTO HYKHO TTOHUMATh,
YTO TAaKOMY YHUCIy COOTBETCTBYyeT Marpuiia pasmepHoctu 1X1. Paccmorpum
OCHOBHBIC MAaTEMATUYECKUE OTEPALIMH.

Oneparust NpUCBaNBaHUS «=» MEPEAACT 3HAYCHNE BBIPAKEHUS B JICBOM 4Ya-
CTH PaBEHCTBA MEPEMEHHOM, CTOAIIEH cripaBa. PacCMOTpUM HECKOJIBKO MPUMEPOB:

A=5;

Pesynbrar BhimonHeHuss koManael HE BY/IET orpaxeH B KOMaHIHOM
OKHE, TaK KaK B KOHIIE BBIPAXCHUSI CTOUT OINEPaATOP OTKJIIOYEHMSI BBIBOJA ;).
[Ipu BBOJI€ JAHHOTO BBIPAXEHUSI B KOMaHIAHYIO CTPOKY MEpEeMEHHOU A OyaeT
MPUCBOEHO 3HaueHue 5. TeM He MeHee A C TOYKM 3pEHHUS MPOrpaMMHOIO MH-
Teprperaropa siBisieTcss Marpuiieit pazmepom 1X1. YOenuTbcss B 3TOM MOXKHO,
J1laB KOMaHy

size(A)

ans =

1 1
B pesynbTaTe BBIOTHEHUS KOMaH]Ibl OYyJIeT OIpeJeseHa pa3MEPHOCTh
MaTpHUIBI A.
Bo03M0HO BBITIOJTHEHHE OTEPAIMU TPUCBAMBAHMS Cpa3y K MaTpHUIIaM:
B=[1,2,3]
B =

I 2 3
Komanna dopmupyer BeKTOp-cTpoKy (MaTpuily pazmepnoctu 1X3). Ilpu
BBEJICHUHU JIAHHBIX Yepe3 «;» 0yneT chopMUPOBAH BEKTOP-CTOIOEII.
C=/[4;5;6]
C =

n



st bopMuUpoBaHUSI MATPHUIIBI IIETUKOM HEOOXOMMO BBECTH KOMaHIY

D=[1,2,3;4,5,6]
D:

1 2 3

4 5 6

Hpyrum crniocoboM (hopMHUpOBaHUSI MATPUIIbl SIBIISIETCS YTEHUE U3 (aiina
¢ moMmoIpio kKomaHabl load. MATLAB mnipenoctaBiseT AONOJTHUTEIbHBIE WH-

CTPYMCHTHI JIsI UMIIOPTA JaHHBIX W3 (1)aI>'IJ'IOB, AKTHUBUPYCMbIC HA)KATUCM KHOII-
v

Rl

Import

KH esta. BKIIagkn « HOME) rmaBHOTO MEHIO.

Ecnn 3Ha4ueHrs HEKOTOPOU BEJIMUUHBI MEHSFOTCS C PABHBIM I1aroM, TO OIIe-
paTop MPUCBAMBAHUS MOXET ObITh HCIIOJIb30BAH COBMECTHO C OMEPATOPOM <),
ONPEACISIIOIINM TIPEJETIbl U3MEHCHHST BEJIMUMHBIL. B caMOM mpocToM cityyae
11a0JI0H KOMaH/ bl OY/ET BBITJISIETh CJICTYIOITUM 00pa3oMm:

ITEPEMEHHA SI=HAYAJIbHOE 3HAYEHME:KOHEYHOE 3HAYEHUE;
IpU 3TOM IIar u3MeHeHus OyjeT paBHbIM 1. B Oonee pasBepHyTOM BapuaHTe
KOMAaHJla UMEET BU:

ITIEPEMEHHAS=HAYAJIbHOE 3HAYEHHME:IIIAI:KOHEYHOE 3HA-
YEHUE.

[Tpu 3TOM 1mIar U3MEHEHU MOXHO 3a/1aTh caMomy. PaccmoTpum npumep:
E=1:4:17
E =

I 5 9 13 17
Orneparop «:» UMEET €IIe OJHO NPUMEHEHUE — OH MOXKET ONPEACISTH CO-

BOKYITHOCTBb CTPOK HJINU CTOJ'I6I_IOB B MaTpHIC. Haan/IMep, KOMaHJa

D(1,:)=100
D:
100 100 100
4 5 6

npucBouT 3HaueHue 100 BCEM asneMeHTam nepBoil CTPOKH MaTpPHUIIbI.

9



Komanmna

D(:,2)=200

D:
100 200 100
4 200 6

npucBout 3HaueHue 200 BCEM sineMeHTaM BTOPOIo CTOJI0Ia MaTPHITHI.
MATLAB u GNU OCTAVE ponyckatoT nmepeHa3HaYeHHE MEPEMEHHBIX
HE TOJIbKO Ha YPOBHE 3HAUEHUI, HO U Ha YPOBHE THUIOB JaHHbIX. Hampumep,
BEIIIECTBEHHOW MEPEMEHHON MOXHO MPUCBOUTH CUMBOJIbHOE 3HAYEHUE — IMPHU
TaKoOM onepanyy aBTOMaTHUYECKU MMPOU30UIET CMEHA ee Thuna. HTeprnperatopel
KOMaHJ OTCJIE)KMBAIOT TOJIBKO COTJIACOBAHME Pa3MEPHOCTH B BBIPAXKEHUU
(YMHOKEHUE CUMBOJIBHOM CTPOKHM Ha MaTPUILy OYyJIeT BbI3bIBATh OIIMOKY) [1, 2].
[Ipumep: neiicTBHE OnepaTopa MPUCBAauBAHUS:
A=[5,6,7,8]
A='empoxa’
B=[1,2;3,4]
A*B

N
Co N

A:

CTpOKa

1 2

3 4

Error using *

Inner matrix dimensions must agree.

10



[Ipo «MaTpUYHOCTH» JIOTUKHA HYKHO IOMHHUTH MPH BBINOJHECHUHA MaTeMa-
TUYECKUX omnepanui. Hanmpumep, HEBO3MOXHO OYJET BBINOJHUTH CIIOKECHHE
WJIU BBIYMTAHME JIJISI MATPUIL pa3HOU pazMepHOCcTH. TpeOoBaHUS K pa3MEPHOCTH
MATPHUI] TAKKE OTPAHUYUBAKOT IPUMEHEHUE OTIEPALIAN YMHOKECHUS.

JInst ynoOcTBa MoJIb30BaTENE HEKOTOPBhIE MATEMAaTUYECKUE ONIEPALIMTN MO-
TyT OBITh TAK)KE BBIMOJIHEHBI MO3JIEMEHTHO. YKa3aHUE Ha MO3JIEMEHTHOE BbI-
NOJIHEHHE JTaeTCs 100aBICHUEM 3HAKA «.» K OIlepaTopy.

HpI/IMepZ MAaTPpHUYIHOC U ITO3JICMCHTHOC YMHOKCHUC!

A=[12;3,4]
B=A*4
C=A.*4
A:

1 2

3 4
B:

7 10

15 22
C:

1 4

9 16

B niepBoM ciyuae matpunia A Obuta yMHOXKEHa cama Ha ceOst (BBITTOJIHEHO
MaTpUYHOE YMHOKEHHE), BO BTOPOM CJIydae caM Ha ce0sl ObUT YMHOXKEH KaX-
JbIN 3JIEMEHT MaTpullbl. [Ipy npruMeHEeHUN TPUTOHOMETPUUECKUX U UHBIX OTle-

panuii K MaTpuile OHU TakKe OyyT BBIOJHEHBI OJIEMEHTHO [2].
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IlocTpoenue rpa¢ukos c nomoinbio MATLAB u GNU Octave

Jisi  BU3yanm3alii BXOAHBIX JAHHBIX W TIOJYYEHHBIX PE3yJIbTaTOB
MATLAB u GNU Octave pacnoniarator oOmupHbsIMu O1OIHOTEKaMu rpaduye-
CKHX MOCTPOCHMI. BO3MOXHO OCTpOEHNE KaK IBYMEPHBIX, TAK U TPEXMEPHBIX
rpa(uKoB.

OcHOBHOU (QyHKIMENH I TMOCTPOECHUS JBYMEPHBIX T'padUKOB CIYKHUT
bynkuus plot. Y GyHKIMY HECKOJIBKO BApUAHTOB BBI30Ba, PACCMOTPUM HX:

— plot(X,Y) — B 1aHHOM cily4ae OyJIeT MOCTPOEH rpaduk 3aBUCUMOCTH Y(X).
3HadyeHusa y U X OepyTcs u3 Marpuil Y U X, KOTOPbIE€ MOTYT OBITh JINOO BEKTO-
POM-CTOJIOIIOM, JIMOO BEKTOPOM-CTPOKOM OJIMHAKOBOM pa3MEPHOCTH;

— plot(X1,Y1,....Xn,Yn) — OyIyT OJHOBPEMEHHO IOCTPOCHBI HECKOIBKO
(YyHKIMOHATBHBIX 3aBUCUMOCTEN y(X), U 3TOM NapaMmeTpbl JTUHUNA Ha rpadu-
ke OyayT BeiOpansl MATLAB u GNU Octave caMOCTOSATENBHO;

— plot(X)Y,LineSpec), plot(X1,Y1,LineSpecl,...,Xn,Yn,LineSpecn) — Hauboinee
MOJTHBINA BapUaHT BbI30Ba (DYHKIIMH MOCTPOEHUS ABYMEPHBIX IpadUKOB C 3a/1aHU-
€M napaMeTpoB rpaduyeckux JTuHuM. LineSpec — 310 m1a0iI0H, C TOMOIIBIO KOTO-
pOTO OIpenesseTcs IBET JIMHUH, €€ TOJIINHA, BUJ MapKEPOB U APYTHUE MapameT-
pel. Illabnon mpeacraBnseTr co0oil B3ATOE B anmocTpodbl HA3BaHUE IapameTpa,
OTJEJIEHHOE 3amsToN OT ero 3HaueHus. [logpobHoe onucanre napamMeTpoB M 3Ha-
YeHu MOXHO nocMoTpeTh B okyMeHTanuu kK MATLAB u GNU Octave, Hike
NpUBOAUTCA TabIUIA C OCHOBHBIMU MTapaMETPaMH.

Tabnuya 1

[TapameTp Bo3moxkHbIE 3HAYEHUS

'‘Color' — omnpenenser 1BeT Ju-|'y' — KENThIN

HUU 'm' — MareHTa (IypIypHbIii)

'c' — 1iuaH (3eJ1IeHO-roy00M)

't' — KpacHbIN

'g' — 3eneHbIn

'b' — romy6oit

'k' — yepHbIii

[r g b] — uBet B hopmaTe RGB (mapametpsl 1, g, b 1exar
B nipeaenax ot 0 qo 1)

'LineStyle' — Bug TUHUN '-! — cruTonIHAs

'- -' — IBOIHAs CIUIOLIHAS

"' — myHKTUpHAas

'-.! — IITPUXITYHKTUPHAS

'none' — 6e3 MuHUM (OyIyT OCTABICHBI TOJIBKO MAaPKEPHI)
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Oxonuanue maban. 1

[TapameTp Bo3moxHbIe 3HaUEHUS

'LineWidth' — mmupuna nuaun | [lonoxutensHble 3HaueHus ¢ marom 0.5

'Marker' — Bun Mapkepa '0' — KpyroBou
'+' — 3HAK «*+»
's' — KkBazpar

'P' — NATUYTOJIBHUK
"' — OpUEHTHPOBAHHBIA BBEPX TPEYTOJIbHUK

[Ipumep: noctpoenue rpaduka sin(x):
x=0:0.1:2%pi;
plot(x,sin(x),'Color','m",'LineStyle’,"-.", 'LineWidth' 4),

BrlnonHeHne TaHHOM MOCIeA0BaTeIbHOCTH KOMaH 1 MPUBEAET K MOCTpOe-
HUIO rpadyka CUHyca MITPUXITYHKTUPHON JUHUEH YETBEPTOM TOJIIMHBI IIBETA

«mareHTa» (puc. 3).

o8 / A

0.6 — L *

02 4 \

-0.2 \ l

-0.8 \ /

Puc. 3. I'paduk Gpyakumum sin(x)

Ecnmu npuMeHnnTsh emme oaHy KOMaHay plot, TO TOCIE €€ BBITIOJHEHUS Tpa-
¢bux HOBOM (DyHKIMM OyJ€T HApUCOBAH MOBEPX MPEABIIYIIETO U 3aTPET €ro.
JlanHast 0cOOEHHOCTh CBs3aHA HEe ¢ pabortoit ¢hyHKIMHU plot, a ¢ paboToM rpa-
¢uyeckoro okHa. [loaToMy Bce (hyHKIIMU, CBSI3aHHBIE C MTOCTPOCHHEM Trpadu-
KOB, MPUMEHSIOTCS OOBIYHO B TMape ¢ (QYHKIUSAMHU, OMPEACISIONIMMU PEXUM

paboTsl rpaduueckoro okHa. Hekotopsie U3 HUX MPUBEACHBI B Ta0M. 2.
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Tabnuya 2

OyHKIUA

BapI/IaHTI:-I HCIIOJb30BaHUA

figure — ¢GyHKUMA 3ampoca TrpaPUIEecKoro
okHa. [locne mpumeHeHus Bce HM300pake-
HUsE OyoyT IepeHANpaBlsATbCS B 3arpo-
IIIEHHOE OKHO.

figure() — BbI3bIBae€T rpaduyecKoe OKHO,
HOMEp KOTOpOMY OyAeT MpPUCBOCH CHUCTE-
MOW aBTOMAaTW4YeCKH. BO3MOXKEH BBI30B B
Buje N=figure(), B 3TOM cilydae IepeMeH-
HOot N Oymer mpucBOeH HOMep rpadude-
CKOT'O OKHa.

figure(N) — 6yneT co31aHO HOBOE OKHO, OK-
Hy OyzneT mpucBoeH HOMep N, eciau Takoro
OKHa HE cymecTtBoBano. Eciu okHO ¢ Ta-
KUM HOMEPOM CYIIIECTBOBAJIO, B HETO OyneT
TiepeHanpaBiieH rpaguuecKuii BBIBOJ.

hold — ¢dbyHKUMs, BKIIOYAIONIAs U OTKITIO-
Yarolas COXpaHeHHe B rpadUIecKOM OKHE
pEIBIAYIIHX TpadUKOB.

hold on — HOBBIE Tpaduku OymyT m3o0pa-
KaThCSI COBMECTHO C MPEIbITYIIAMH.

hold off — noBble Tpaduku OyayT muzo0pa-
KaTbCs IOBEPX MPEIBIAYIINX, 3aTUPAS UX.

grid — (yHKUMsA, BKIIOYAIOUIAs W OTKIIO-
qaro1as 0ToOpakeHue JIMHUM CETKH.

grid on — BKIIOYaeT OTOOpa)XeHHE JTUHHM
CETKH.
grid off — BBIKIIFOYAeT OTOOpaKeHUE JTUHUN
CETKH.

xlabel, ylabel — QyHKIIMM TOITUCHIBAHUS
ocel.

xlabel('HA3BAHUE OCHU X')
viabel('"HA3BAHUE OCHU Y')

legend — dynkums HaHeceHus Ha Tpadux
JereHIbl (CONMPOBOXKIAIOIMIUX M TIOSCHSIO-
ITUX HAJINACEH).

legend(' CTPOKA 1', ' CTPOKA 2', ...)

[Tpumep: noctpoenue rpadukos sin(x) u cos(x):

x=0:0.1:2%*pi;
Sigure(l),
hold on,

plot(x,sin(x),'Color','m','LineStyle’,"-.",'LineWidth',4)
plot(x,cos(x),'Color','g",'LineStyle’,"--','LineWidth',3)

legend('sin(x)’,'cos(x)’)
grid on;

xlabel('x');
viabel('sin(x)");
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BrinonHeHue nporpaMMHOro Koja MpUBEIET K MOCTPOCHUIO CIEAYIOUIEro Ipa-

duka:

+ , == gin(x)
N ==
’/ N cos(x)

oo / \

0.6 & ,

ey \

sin(x},cos(x}
Ty
-

02 A Y r

0.6 \ l

Puc. 4. [lpumenenue ¢pyHkmuu plot

OnuH U3 cnocoOOB MOCTPOEHUSI TPEXMEPHBIX I'papuKOB CBSI3aH C UCMOJIb-
3oBaHueM ¢yHkiuu surf. Hanbonee yacto QpyHKIMs BbI3bIBaETCS B (popmare
surf(X,Y, Z) vmm B surf(X, Y, Z, C). X u Y — BEKTOPBI-CTPOKH, OMPEACISIIOIINE
3HaueHUs abClKCC U OpJMHAT. Z — MaTpHIla C pa3MEpPHOCTHIO, PaBHON MPOU3-
BEJICHUIO pa3zMepHocTe Matpull X U Y, 3aiaronias 3HauyeHus KOOPAUHATHI Z
JUTsl COOTBETCTBYIOIMX Map X u'y. [lapamerp C omnpezensieT cnocod oTodopaxke-
HUS TPEXMEPHOU KapTUHKU (I[BET, PEKUM OTOOPAXKEHUSI KPOMOK U T. I1.).

[IpumMep: moCTpOeHHE TPEXMEPHOU MOBEPXHOCTU BTOPOTO MOPSIKA:

x=-1:0.01:1;
y=-1:0.01:1;
fori=-1:0.01:1
for j=-1:0.01:1
z(round(i*100+101),round(j*100+101))=i"2+j"2;
end

end

surf(x.y,z)
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Ucnonb3yembie GyHKIUU round OKPYTISIOT 3HAYEHUS] apTYMEHTOB JI0 11€-

noro. Pe3ynbTaToM BhINOTHEHUS Oy1eT rpaduk, MpeCTaBICHHBIN Ha puC. 5.

Puc. 5. IIoBepXHOCTb BTOPOro NOpsIKa

MATLAB u GNU Octave npu ¢opmupoBanuu rpaduyeckoro OKHa
MPEAOCTABIISIOT HA0OP MHCTPYMEHTOB JJisi padOTHI C MOJYYEHHBIM M300pake-
HueM. Cro/1a BXOJIUT BO3MOKHOCTh BpallleHUsI, pa0OThI C CETKaMHU, COXpaHEHUE
B OJIHOM U3 rpadudeckux ¢opmaroB U T. . OTMETUM, YTO UHCTPYMEHTAPHIA,
npenocraisgembii MATLAB, 3HaunTensHO Oorade, €ro BHEUIHUN BHUJI MPUBE-

JICH Ha puc. 6.

Figure 1 - 0@
Eile Edit Wiew Insert Tools Desktop Window Help o
NEES| LAKRODEL- 2| 0E| D

Puc. 6. Habop uHCTpyMEHTOB JjIsl pabOTHI ¢ H300pakeHHEM

[lepeunciieHHBIC BBINMIE CIIOCOOBI TMOCTPOCHHS KaK ABYMEPHBIX, TaK H
TPEXMEPHBIX TpaUKOB HE SBJISIOTCA EIMHCTBEHHO BO3MOXHBIMH. Kak
MATLAB, tak 1 GNU Octave ob0nagator Oorareimumu rpadguuaeckumMu Ouod-
mnorekamu. [TogpoOHOCTH MOKHO TIOCMOTPETh B PYKOBOJICTBAX TOJB30BATENIS

WJIA B CIPaBKe.

3ajaHuda K J1a00PATOPHOMY NPAKTHUKYMY

1. ITo 3apanuto npenoaasaresns 3anycture MATLAB unu GNU Octave.
2. ChopmupyiiTe BEKTOP-CTPOKY, BEKTOP-CTOJIOEI, MAaTPUILy C dJIEMEHTa-

MU 110 3aJaHUTO IIPCIIOAaBATCIIA.
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3. IocTpoiiTe rpaduk, oToOpaxaromuil OJJHOBPEMEHHO TpU (YHKIUU 1O
BBIOOPY mnpemnojaBatens. JloOeilTech 0TOOpakeHUs MapKEPOB.
4. TloctpoliTe TpexMepHOE U300paKEHUE MOBEPXHOCTU BTOPOTO MOPSJIKA

no 3a7aHuto npenogaBareis. CoxpaHuTe MoaydyeHHOe n3o0paxeHue B hopma-

T .Jpg.

JIEKIIUA 2. ABUXKEHUE B 'PABUTAHMOHHOM I10JIE

JAIBUKeHHe MPU OTCYTCTBUU CONPOTHBJIEHUS CPebl

3amaun 0 ABMKECHUU B TPABUTAIMOHHOM TIOJIE YaCTO BCTPEUAIOTCS B TIPH-
KJIagHou ¢uzuke (OaUIMCTUKa, BO3AYXOIJIaBaHUE, KOCMOHaBTHKa). PaccMmoT-
PUM HECKOJIPKO BapHAHTOB MMOCTAHOBKH 33/1a4d M CIIOCOOBI X PEIICHUS B CpPe-
ne MATLAB n GNU Octave.

B camoM mpocTtoM ciiydae MOXKHO MpeHeOpedb COMPOTHUBICHUEM BHEITHEH
cpedbl U HEMHEPIHUAIBHOCTbIO CHUCTEMBI OTcuera. [Ipu 3THX MpeanonoKeHusx
TPACKTOPUSI TBUKEHHSI JICKUT B OJTHOM IJIOCKOCTH U JJI ONMMCAaHUS JBHXKECHUS
JIOCTATOYHO ABYX Ooceil. PerierHre XopoIo n3BeCTHO U3 MIKOJIBHOTO Kypca (PU3UKU:
gt
2 )

y=Yo+V, sin(a) -t —
X =x9+Vy-cos(a)-t;
V, =Vo - sin(a) — g - t;

V., =V, cos(a).

Bpewms nonera MOXXeT OBbITh HAMJIEHO KaK MOJIOXKUTEIbHBIA KOPEHb YpaB-

HEHUA

y0+V0-sin(a)-t+g'2 = 0.

B xauectBe mapameTpos 3agatorcs x0, y0, VO, a.

Paccmotpum anroputm pemenus 3agadn ¢ nomombio MATLAB nu GNU
Octave. [lepBoe, 4TO HEOOXOIAUMO CHAENATh, — ATO BBIYUCIHUTH BPEMs IOJETa,
3aT€M BBIYMCIINUTH 3HAYEHUSI KOOPJUHAT U CKOPOCTEN 3a BCE BPEMS JBHXKECHUS U

MOCTPOUTH IPaPUKH.
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Haxoxmenrne BpeMeHH MojieTa CBOAWTCS K PEHICHUIO KBAIPaTHOTO ypaBHe-
HUS ¥ BBIJICIICHUIO TTOJIOKHUTEIHLHOTO KOpHS. JIJ1s1 HaX0KIeHNUS KOPHEHN TOJMHOMA
UCToJIb3yeTcs (YHKIUS 70ots (c), IPUHUMAIOIAs B BUJIE apryMEHTa MaTpUIly
¢ ko3 durrenTamu nojrvHoMa (TIEPBBIM KO3 GUIIMEHT COOTBETCTBYET CTapIICH
crenienn). DyHKIMSA BO3BpalaeT 3HaYeHUs] KopHed moimHoma. C oCTalbHBIMU
(GYHKIMSIMH U UX JEMCTBUEM MbI 03HAKOMMIIMCH Ha JIEKIUU 1.

[Ipumep: nBUXKEHUE B TIOJIE CUIIBI TSXKECTH 0€3 y4eTa COPOTUBIICHUS:

% Copoc ecex nepemeHHbIX

clear all;

% Hauanvuvle ycnosus
Vo=10;

Alpha0=60;

X0=0;

Y0=0;

g=9.8;

% Ilouck epemenu nonema
% 3aodaem Kodhduyuenmol noiuHoMa
c=[-g/2, VO*sind(Alpha0), Y0];
% Hwem kopHu
FlyingTime= roots(c),
% Buviodensiem nonoscumensbHwlii KOpeHsb
if FlyingTime(1)>0
Time=FlyingTime(1);
else
Time=FlyingTime(2);
end;
YoBviuucnsem 3a8ucumocmu 8eIUtUH OM 8peMetU
t=0:(Time/100): Time;,
X=X0+V0*cosd(Alpha0).*t;
Y=Y0+V0*sind(Alpha0).*t-g. *(t."2)/2,
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Vx=V0*cosd(Alpha0).*t./t;
Vy=V0*sind(Alpha0)-g.*t;

% Ilocmpoenue epaguros

figure(),

hold on;

grid on;

plot(t X, 'LineStyle',-.",'LineWidth',3);
plot(t,Y,'LineStyle’,'--','LineWidth' 3);
plot(t,Vx, 'LineStyle',":",'LineWidth' 3),
plot(t,Vy,'LineStyle','-','LineWidth',3);
legend('X"'Y",'Vx'"'"Vy'),

BrinosiHeHne nmporpaMMHOr0 KoJia MPUBEIET K MOCTPOEHUIO rpaduka 3a-

BHUCHMMOCTH KHHCMATUYCCKHUX BCJIMYMH OT BPCMCHH.

—

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Puc. 7. 3aBUCHUMOCTh KUHEMAaTHYECKUX BEJIUUYMH OT BpPCMCHU

JlBU>KeHUe NPU HAJIMYUHU CONPOTUBJIEHMA CPeAbl

PaccmoTpuM nBuxkeHue Tena B Cpelie ¢ CHIIOW COMPOTUBIICHUS, MPOMOPIIU-

OHAJIbHOW CKOPOCTH JIBUKCHUA.
F.=-pV.
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B sToMm cJIydac ypaBHCHUA ABUKCHUA HMCIOT BU/JL

d?x
dt?

p dx d’y . B dy
mar s Car T a T

[IpeacraBienHas cucteMa OOBIKHOBEHHBIX IU(depeHIInaIbHbIX ypaBHE-
HUW BTOPOTO MOPSIIKA MOXKET ObITh MPOMHTETPUPOBAHA U PEIICHA aHAIUTHYE-
CKH, HO BO3MOYKHO Y YUCJIEHHOE PEIICHHUE.

JI71s1 yucneHHoro penieHrs OObIKHOBEHHBIX YPABHEHUN CYIIIECTBYET MHOTO
METOJ/IOB, Hanbojiee M3BECTHBI M3 HUX METOoH Jijepa, MeTol AjamMca, ceMei-
ctBO MeToJI0B PyHre — KyrThl [3]. OTinune Mexay MeTolamMu 3aKJIH04YaeTcs
B pa3HBIX COCO0aX KOHEYHO-PA3HOCTHOTO MPEACTaBICHUS MPOU3BOAHON U CO-
OTBETCTBEHHO Pa3HOM CTEIEHU TOYHOCTHU IojydaeMbix pacuetoB. B MATLAB
yucJjeHHOE pelleHue TuddepeHinanbHbIX YpaBHEHUN peaii30BaHO CIIEIYIO-

UM HaOopoMm (yHKIUHN (TTOJHBIA CIUCOK (DYHKIUA MOKHO TMTOCMOTPETH B Py-

KOBOJICTBE):
Tabnuya 3
Hecraunonapusie quddepenimanbabie ypaBHEHUS

ode45 METOJ] CPETHETO TOPSAKA TOYHOCTH

ode23 METOJ HU3KOTO MOPsJIKa TOUHOCTH

odel 13 METOJ1 IEPEMEHHOTO MOPSIIKA TOYHOCTH

Cranronapasie quddepeHInanbHbIe YpaBHEHUS

odel3s Pemenne crammonapasix anddepeHnranTbHbIX
ypaBHeHuil u auddepennuansHO-anredpanydec-
KHUX YPaBHEHUU TIEPEMEHHOTO TIOPSIKA TOYHOCTH.

ode23s Pemenne crammonapusix anddepeHnranTpHbIX
YpaBHEHUI HU3KOTO MOPSIKa TOYHOCTH.

ode23t Pemienne cranmoHapHbiX auddepeHImanTbHbIX
ypaBHeHUNl u  auddepeHnuanbHo-aaredpan-
YECKHX C MCIIOJIb30BaHUEM (POPMYJIBI TPATICIUH.

ode23tbh Pemienne cranmoHapHbiXx auddepeHImanTbHbIX
ypaBHeHUNH U auddepeHmaipHo-anredpandec-
KAX C HCIOJIb30BaHHWEM (OpPMYNBI Tpameuud |
obpatHoro auddepeHIupoBaHusl.

B npocreitiiem cinydae pyHKIIMU UMEIOT CIAEAYIONINMA 111a0JI0H BbI30BA!
[nepemennas, @ynkyusa] = ode45(cumeonvras npouzeoonas @QyHKyuu,

ouanaszox U3MeHeHUsl nepeMeHHOL?, HA4AajlbHble ywzoewz).
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ITpu ucnonb3zoBannn MATLAB HyXHO MOMHHUTB, YTO CUCTEMA CIIOCOOHA
pemate OZLY Tosbko nepBoro nopsnaka. Iloaromy ypaBHeHHs 60Jiee BBICOKOTO
NOpsAJKA JTOJKHBI ObITh CHayala MPUBEIEHBl K CHUCTEME YpPaBHEHUIN IEPBOIrO
nopsiaka. B nHamiem ciryuae

ax % =B, _, _ av, -B

— =1, — = — =1, -
dat * dd m * dat 7 at m 7
PaccMmoTpum anroputm penieHus.

[Ipumep: uncnennoe pemenne cucteMsl OJ1Y BTOpOro mopsiaka:

% Copoc 6cex nepemeHHbIX
clear all;

% HauanvHole ycio6us
Vo=10;

Alpha0=60;

Beta0=1;

Mass=1;

X0=0;

Y0=0;

g=9.8;

% Dopmupyem HauarvHble OanHbvle 0N cucmemsl OV
Condition=[0; V0*cosd(Alpha0);0,V0*sind(Alpha0)];

% 3adaem npomedxcymok epemeHu
tspan=[0 2];

% Pewaem cucmemy
[t.R] = ode45(@MyDiffEquation, tspan, Condition),

%llocmpoenue epagurxos
figure(),

hold on;

plot(t,R, 'LineWidth'2),

legend ('X(1)",'Vx(1)","Y(1)", Vy(1));
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figure(),

hold on;

plot(R(:,1),R(:,3), 'LineWidth'2),
legend ('Y(X)');

% Dopmupyem cucmemy ypasHeHUll
% R(1) — coomeemcmeyem x(t),

% R(2) — coomeemcmeyem Vx=dx/dlt.
% R(3) — coomeemcmayem y(t),

% R(4) — coomeemcmayem Vy=dy/dt.
function dRdt=MyDiffEquation(t,R)
Vo=10;

Alpha0=60;

Beta=1;

Mass=1;

X0=0;,

Y0=0;

g=9.8;

dRdt=[R(2), -R(2)*Beta/Mass; R(4); -R(4)*Beta/Mass-gJ;

end

Oyukuua MyDiffEquation(t,R) nojly4aeT B KauyecTBE apryMEHTOB Ha3Ba-
HUSl TIEPEMEHHOM U cUcTeMbl nu(pdepeHInanbHbIX YPaBHEHUM U BO3BpaIlacT
CHUMBOJIBHBIE BBIPAXEHUSI ISl MPOU3BOAHBIX (DYHKIUKA cucTteMbl. B cooTBet-
ctBuu ¢ npaBuwiamu MATLAB ¢yHkuuu, co3naHHble Mojab30BaTENEM, pa3Me-
IAI0TCS B KOHIIE TPOrPaMMHOTO KO/JIa.

CdopmupoBaHHbIEC BBIPOXKEHUSI TIEPEAIOTCS JIsl petieHus: QyHKIuu odeds.
CumBon (@, crosumii nepen nepBeiM aprymenToM (byukuuen MyDiffEquation),
TOBOPUT O TOM, YTO OYIyT MepeIaHbl HE YUCICHHbIE 3HAYCHUS, a aHATTUTHYECKas
dbopMyna WM aNTOPUTM BBIUMCICHUS BEIMYMHBL. OJHOBPEMEHHO (DYHKIIUU
ode45 mepenaroTcsl Mana3oH U3MEHEHUs MEPEMEHHOW M HaYaJlbHbIE 3HAYCHMSL.
B pesynbrate npumeHenuss QyHKIMU ode45 GopMupyeTcs MacCUB JIaHHBIX,

CTOJIOIIBI KOTOPOTO COJIEPKAT 3aBUCUMOCTh OT BPEMEHH JIsl ICKOMBIX (DYHKITUH.
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B pesynbTaTe BBINONIHEHUS NPOrpaMMbl OYIyT MOCTPOEHBI IpadKu 3aBU-
CUMOCTHU KMHEMATUUYECKUX BEJIMYMH OT BPEMEHU U TpaUK TPACKTOPUU JBHXKE-

Hus (puc. 8 u 9).

10+

—X(t)

Puc. 8. 3aBUCUMOCTh KUHEMAaTHYECKUX BEJIUUYMH OT BpPCMCHU

YiX)

Puc. 9. Tpaekropus IBH>KEHUS

B GNU Octave mans pemienuss O[Y ucnonwszyerca dyHkuus Isode ().
[ITa60H BhI30Ba (DYHKITUH UMEET BHU/I;

[x, istate, msg]=lsode (cumeonvHas npouzeoonas (yHKyuu, HA4ATbHLIE
YCR08Usl, OUANA30H UBMEHEHUST NEPEMEHHO).

MaccuB JaHHBIX C pe3yJbTaTaMH YUCJICHHOTO peIieHus OyAeT mepeaad

MIEPEMEHHON X, TIEPEMEHHAs isfate CONEPKUT KOJ MPABWIBHOCTU BBITIOJHECHUS
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(Mo ymon4aHuio 2), mepeMeHHasi msg COJEPKUT TOTIOIHUTENILHOE COOOIIeHNE
cucTeMbl o mpoiecce peuieHus. [lpu ucnonb3oBanun ¢yHkuu Isode GNU
Octave caMOCTOATEIbHO MOAOEPET aNTOPUTM PEIICHHUS, TP JKEJTaHUH MOJIb30-
BaTeJlb MOJXET CJeNaTh d3TO CaMOCTOSATEIBHO C TOMOIIbI0 (QYHKIHUU
[sode options (). MoOXHO onpeAessITh METOJ PELICHUs], TapaMeTPbl CXOJIUMO-
cTH, mar u ap. [Ipu ucnonp30BaHUM CHEIUATM3UPOBAHHOTO MaKkeTa odepkg 1o-

SBJISIETCS JIOMIOJHUTENbHBIA HA00P CIIENNATN3UPOBAHHBIX (PYHKIIHIA.

3agaHus K 1a00paTOPHOMY NPAKTHKYMY

1. ITo 3amanuro npenonasarens 3anycture MATLAB umu GNU Octave.

2. Hanumwure mporpamMmy Juisi IOCTPOEHUSI TPACKTOPUU ABUKEHUS TeJa,
OpOLIEHHOT0 MO/ YIJIOM K TOPU30HTY B cpefie 0€3 CONMPOTUBIICHUS.

3. Pemute uncnenno cuctemy OJY, omuCHIBaIOIIUX OJJHOMEPHOE JIBHKE-
HUE Tella B cpejie ¢ conpoTuiieHneM. [1o 3agaHuio nmpenoaaBaTesi MpOBEIUTE
pacyer JUIsl HECKOJIbKUX BapUaHTOB CHUJIBI COITPOTUBIICHUSI.

4. TloctpoiiTe Tpaduueckue 3aBUCMMOCTH KMHEMATUYECKHX XapaKTepu-

CTHK OT BPEMEHHU, SKCIIOPTUPYUTE NoJIydeHHbIe Tpaduku B popmat .pdf.

JIEKIIMA 3. KOJIEBATEJIbHBIE CUCTEMbI

CB0GOHbIE HE3ATyXaAIOUIHE KOJIeGaHUA

Uccnenoanue kojie0aTeNbHBIX CUCTEM, MOXKAIYH, caMasi pacIpoOCTpaHEH-
Has 3a7a4a NPUKIAJIHONW BBIUUCIUTENIbHON (u3uku. C MOAETUPOBAHUEM KOJIe-
0aHUl MOKHO BCTPETUTHCA B CAMbIX PA3IMYHBIX 00JACTSAX: YCTOMYMBOCTh Me-
XaHUYECKUX CHUCTEM K BHEIIHUM Harpy3kam, CEMCMO- U TMAPOJIOKAIINS, PaIHo-
AJIEKTPOHHAS anmaparypa, KBaHTOBBIE CHCTEMBI M MHOTHE JPYTHE€ pa3ielibl
IPsIMO WJIM KOCBEHHO CBSI3aHBI C paCCMOTPEHUEM KojiebaTeabHbIX cuctem. Pac-
CMOTPHUM METOJbI MCCJeI0BaHUs KojiebaTenbHbIX cucteM B cpene MATLAB
u GNU Octave.

JIJIs IpOCTEHIINX KOoJIeOATENIbHBIX CUCTEM MOXKHO TIpeHeOpedh MOTepsiMU

SHEPIvH, B 3TOM cilydae KojeOaHus OynyT He3aTyxatrommmu. lIpumepom Takmx
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KOJI€0aHU MOTYT OBITh KOJIECOAHUS MPY>KMHHOTO MAsITHUKA, NI KOTOPOTo JAu-
(depeHanbHOe YpaBHEHUE UMEET BU/I;

d%x

k
+—-x=0.
dt? m

BTopsiM yacTo BcTpeyarolmuMcsl IPUMEpPOM, 3HAKOMBIM M3 Kypca oOlei
(buU3HUKY, ABJISIOTCS CBOOOIHBIE HE3aTyXaloIKe dJIEKTPOMAarHUTHbIE KOJIeOaHus,

onuchiBaeMbie TU(hepeHInaIbHbBIM YPAaBHEHUEM

O0a ypaBHEHUS — 3TO BapHaHThl U3BECTHOTO JU(PhepeHIINaIbHOTO YpaB-
HEHUs
d?x

2 N —
2 T W x=0.

YpaBHeHHE JONMYyCKAeT aHAJIUTUYECKOE pelieHue. B Hacrosiee Bpems
MHOTHE MPOrPAMMHBIE MAaTE€MaTUYECKUE MAKEThl CIIOCOOHBI MOJy4YaTh aHAIM-
TUYECKOE pellIeHHe. DTAJOHHBIMU B 3TOM 00JacTH MOXHO cuuTath Maple
u Maxima — nporpaMmsbl, U3Ha4aJbHO CO3JaBaeMbl€ ISl CAMBOJIBHBIX BBIYHUC-
nenuii. MATLAB umeer B cBoeM cocrtaBe nakeT Symbolic Math Toolbox ms
IIPOBEICHUSI CUMBOJIBHBIX ONeparuil (Takke MpeIoCTaBIsIeT BOZMOXHOCTh B3a-
UMOJICUCTBUSA C CUMBOJILHBIM IpolieccopoM mporpammbl Maple). [lonbitaemest
HaWTH AaHAIUTUYECKOE pelIeHNe ypaBHEHUs ¢ nomombio MATLAB.

[Ipex e Bcero ¢ MoMOIIbIO ONiepaTopa Syms CUCTEME HYKHO yKa3aTh, C Ka-
KUMH OO0BEKTaMH HEOOXOJMMO MPOBOJIUTH CHMBOJIbHBIE BBIUMCIEHUSA (apry-

MEHTBI TIEPEUUCIISIOTCS Yepe3 mpooded).

% Yxazvieaem cucmeme Ha cumeobHbIE Onepayul ¢ QyHKyuet x(t) u nepemenHou
% Omegal

syms x(t) Omegal

3arem omnpeensieM ypaBHEHUE (MU CUCTEMY YPaBHEHUN).
equation = diff(x,t,2) == -Omega0"2*x;
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B nanHOM ciydae mepBbIii 3HAK «=» YKa3bIBAaeT Ha TO, YTO (POPMUPYETCS
yYpaBHEHHE, BTOPOM CIABOEHHBIN 3HAK PABEHCTBA «==)» SIBJISIETCS YACThIO CaMOI0
ypaBHeHus. Onepatop diff — 310 oneparop nuddepeHIupoBaHus, OH ONPEEIIIET
BTOPYIO MPOU3BOAHYIO OT MEPEMEHHOM X 10 BpemeHHu ¢ Pemienue nmuddepenuu-
AIBHOTO YPAaBHEHHUSI OCYILIECTBISIETCA C MOMOLIBI0 (YHKIMH dsolve. B camom
IPOCTOM CJIy4ae OHA BBI3BIBAETCA C OJHUM apryMEHTOM, KOTOPBIM SIBJISIETCS pe-
IIaEMOE YPaBHEHHUE.

% Pewenue oughghepenyuanvroco ypasrenus
dsolve(equation)

Pe3ynbTaToM BBITIOJTHEHHS CTAaHET
Cl*exp(Omega0*t*1i) + C2*exp(-Omega0*t*1i).

Kak Bunno, MATLAB namen o0iiee aHaJTUTUUECKOE PEIICHUE CHUCTEMBI
B BUJIC CYIIEPIIO3UILINU ABYX KOMIUIEKCHBIX 3KCHOHEHT. [lonbiTaeMcsi yTOUHUTH
pEIICHUE, HAWJIEM €ro Ui Cydas, KOrjJa MasTHUK 3alyCKAaeTCAd W3 KpPalHEro
MOJIOKEHUSI C HYJIEBOM HAyajdbHOM CKOPOCThIO. B 3TOM ciydae HadaibHbIC
YCJIOBHSI UMEIOT BU/I:

— ! —
X(0) = Xyax, X'(0) = 0.
JIOTIOJTHMM KOJT COOTBETCTBYIOIIUMH CTPOKAMM:
% Ykazvieaem cucmeme Ha cUMBOJIbHbIE Onepayuu ¢ yHkyuel x(t) u nepemeH-

HbIMU
% Omegal, Xmax

syms x(t) OmegaO Xmax

%/lononHumenvHo yKasvleéaem, Umo nepemeHHble GeujeCmeeHHbl
assume(Omega0, real’)
assume(Xmax, 'real’)

%0Onpedensem ypasHeHue
equation = diff(x,t,2) == -Omega0"2 *x;,
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%/lobasnsiem HauanbHble YC08US

FirstDiff = diff(x,t),

cond = [x(0)==Xmax, FirstDiff(0)==0],

% Pewenue oughgeperyuanbHoco ypasHeHus
dsolve(equation,cond )

ITocne BeINTOIHEHUS IMporpaMmal IOJIy4numM

ans =
Xmax*cos(Omega0*t)
Kak BumHO, cricTeéMa BEJIMKOJICITHO CIPABUIIACH C AaHATUTUICCKUM PEIIICHUEM.

3aTyxamwinue KoJe0aHuA

[Ipu HaMMuUKK B CUCTEME IMCCUNIATUBHBIX MPOILIECCOB aMILIUTY 1a KOJeOaHMit
Oyzaet ymeHnbinarbes. Ousnuecku 3T0 CBSI3aHO pa3HBIMU (PaKTOpamMu — ¢ HAJTUYU-
€M TPEHHUS JJiI MEXaHUYECKUX CHUCTEM, BBIJICJICHUEM TEIUIOThl HA aKTUBHOM CO-
MPOTUBIICHUU JJIsl JJIEKTPOMArHUTHBIX KOJIEOaHU, TUCTIEpCUEN B cpesie Jis BOJI-
HOBBIX TIporieccoB. OHAKO HAa YpOBHE MaTeMaTHKH OOJBIIMHCTBO YKa3aHHBIX
MPOIIECCOB MPUBOAT K CeaytoemMy Mg pepeHnaibHOMy YPaBHEHUIO:

d%x

dx
St Bt we’ - x=0.

Heb6ompnioe n3MeHnenne MpOrpaMMHOI0 KOAa ITO3BOJEICT PCIINTL M 3TO

ypaBHEHUE.

% Yrkazvieaem cucmeme HA CUMBOJIbHbIE onepayuu ¢ yukyuel x(t) u ne-
pemeHHbIMU

% Omegal, Xmax

syms x(t) Omega(O Xmax Beta

%ﬂOI’ZOJZHMmeJZbHO yKasbleaem, 4mo NnepemMeHHnble 6€UECMBEHRbL U 3am)-

XAHUue mMauno
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assume(Omega0, real’)
assume(Xmax, 'real’)
assume(in(Beta, real’) & Beta<Omega()

%0Onpeoensiem ypaguenue
equation = diff(x,t,2) == -Omega0"2 *x-Beta*diff(x,t),

%/[obasnsem nayanbHvie YCA08Us]

FirstDiff = diff(x,t);

cond = [x(0)==Xmax, FirstDiff(0)==0],

% Pewenue ouggepenyuanvrozo ypasnenus
dsolve(equation,cond )

simplify(ans)

B PE3YIbTATC IMOJIYUYUM daHAJIUTHUYICCKOC PCHICHUC

ans =

(Xmax*exp(-(t*(Beta - (Beta™2 - 4*Omega0™2)"(1/2)))/2)*(Beta + (Beta™2 -
4*Omega0™2)(1/2)))/(2*(Beta™2 - 4*Omega0™2)"(1/2)) - (Xmax*exp(-(t*(Beta
+ (Beta™2 - 4*Omega0"2)(1/2)))/2) *(Beta - (Beta™2 -
4*Omega0"2)(1/2)))/(2*(Beta”™2 — 4*Omega0™2)"(1/2)).

Kak BUIHO, MONTyYE€HHOE KOMIIBIOTEPOM pEILICHHE Ja)e IMocie MpUMeHe-
HUS OllepaTropa yHpouleHusl simplify Mano HalOMHHAeT WM3BECTHOE U3 Kypca
buzuKu

X=X, e Pt.sin(w-t+ ¢y).

[Ipumep WIMIOCTpUPYET NOCTATOYHO TUIHUYHYIO CUTYAlHIO IJISI CUCTEM
KOMIIBIOTEPHOUM aireOphl: MoJiydaeMble KOMITBIOTEPOM aHAJIUTHYECKUE pellle-
HUS HE BCEra IOHSATHBI YEJIOBEKY. TeM HE MEHEE IOJyYCHHBIC BBIPAKECHUS
MPUTOJIHBI KaK JUIS JaJbHEHIINX aHAJIMTHYECKUX MPeoOpa3oBaHUM, TaK M IS
pacyera.

HemocpeacTBeHHOE BBIUMCIIEHUE C MOMOIIBIO MOJTYYEHHOTO BBIPAKECHUS
HEBO3MOHO, TaK KaK IOJYYEHHBIA PE3yJbTAT SIBJISIETCSI CUMBOJIBHBIM BBIpA-

XKEHUEM (BBIpOXKEHUE HMEET THUIl «Symy, HE TyTaThb C THUIIOM «SIFingy).
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[lepen pacueroM ero Hy>XHO MpeoOpa3oBaTh B (DYHKITHIO, YTO JEIAETCS C IO-
MOINIBIO omeparopa matlabFunction(). ApryMEHTOM B JJAHHOM CITy4ae BBICTY-
MaeT CHUMBOJIBHOE BBIPOKEHHE, BO3BpAIAeTCsA yKa3aTelb Ha (QyHKIIHIO
(function_handle). IlonydeHHBIN yKa3aTelb UCIOJIB3YETCS Kak UMl (DYHKIIUU B
MOCTIEAYIOIMUX BhIYUCTICHUSX. MoaupUIMpyeM MOCIETHIOK YacTh MPOrpamMMm-

HOT'O KOAa.

% Pewenue oughgpeperyuanbHo2o ypasHeHus
% u coz0anue ykazamens HA QYHKYUIO
DampedOscillation = matlabFunction(dsolve(equation,cond ))

B pesynbpTare nonyyum:

DampedQOscillation =

function _handle with value:

@(Beta,Omegal,Xmax,t).....

Coobmienue cucteMbl roBopuUt, uto DampedOscillation OyneT ucnoiab3o-
BaThbCsl KaK yKa3aresb Ha (PYHKIHIO, KOTOPOU HYKHO OyAET JUIsl BBIYUCICHUS
nepenath yerbipe apryMenta DampedOscillation(Beta,Omega(,Xmax,t). Bme-
CTO CHUMBOJIa TPOCTOUMS B JIHCTHHTE OYJET NPHBEACHO SBHOE BBIPAKCHHE
byHKIEH (€r0 MOKHO YBHACTH B MPEABIAyIIeM JUCTHHTE). [TomydenHoe BeIpa-
JKEHUE MOJKHO HCIT0JIh30BaTh, HAIIPUMED, IS MOCTpOeHUs rpadukoB (rpaduk
npuBejieH Ha puc. 10).

%3a0anue yucieHHbIX 3HAYEeHUL YaCMombl, AMNAUNYObl
%oKk03¢hpuyuenma 3amyxanus u 8pemMeHHo20 OUAna3oHa
Omega0=10;

Xmax=35;

Beta=1;

t=1:0.01:10;

%llocmpoenue epaguros
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figure()

hold on,

grid on;

plot (t, DampedOscillation(Beta,Omega0,Xmax,t), 'LineWidth',3);
xlabel('t'),

viabel('X");

legend ("'3amyxarowue xonredanus’);

— 33Ty Xa0OWME KONEBaHMA

Puc. 10. 3atyxaromme kKoyeOaHus

HauepueHHblli Tpaduk sBISETCS KIACCUUYECKUM JJIs 3aTyXalolux Kojeba-
Huil. Kak BUJHO, HECMOTpPSI HA CJIOKHOCTBH 3aIllUCU PEUICHMS, MPEeIaraeMoro
CHUCTEMOM, OHO BIIOJIHE aJICKBATHO OIMKMCHIBAET KOJIEOATEIIbHYIO CUCTEMY.

IIpu penieHnu ¢ UCMOJB30BAaHUEM CHUMBOJIbHOM MaT€MaTHUKHA Ba)KHO IOM-
HUTh, YTO HE BCE YPABHCHUS MMEIOT aHAIMTUYECKOE pelieHne. B aToM ciryuae
MATLAB BpIAacT npenynpexiacHue:

Warning: Explicit solution could not be found.

ans =

[ empty sym |
B03M0XXHOCTb YHCIEHHOTO PEIISHMS IIPU 3TOM OCTaeTCs (CM. JICKLIHIO 2).
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UMUTAaLMOHHOE MOAE/JTMPOBAaHUE BbIHYK/€HHbIX
KoJsie6aHuM ¢ nomouibio SIMULINK

PaccmoTpum MojaenupoBaHue Iporiecca BhIHYKICHHBIX KOJICOaHHM ¢ TI0-
MOIIBIO UMUTAIMOHHOTO MoAenupoBanusi. B MATLAB umurannonHoe mojie-
JUPOBaHKE peaM30BaHO ¢ MoMolbio rpaduueckon cpeasl SIMULINK. GNU
Octave He MPeaOCTABIISIET MOJIB30BATEII0 TAKOW BO3MOXKHOCTH, HO CPEN CBO-
00JIHOTO MPOrpaMMHOT0 obOecredeHrss MOKHO BBIIEIUTH MakeT Scilab, oOina-
JAIOUIMNA CXOKUMHU BO3MOKHOCTSIMU.

SIMULINK wunterpupoBan B cpeny MATLAB u mo3Boisier «ucrosiab3o-
BaTh YK€ rOTOBbIE OMOJIMOTEKH OJIOKOB JIJIsi MOJICIMPOBAHUS 3JIEKTPOCUIIOBBIX,
MEXaHUYECKHUX U THMAPABINYECKUX CHUCTEM, a TaKKE€ MPUMEHATh Pa3BUTHIM MO-
JEIbHO-OPUEHTUPOBAHHBIA TOJXO0J MpU pPa3pabOTKE CHUCTEM yIpaBJIEHUS,
CpEACTB U(PPOBOI CBA3U U YCTPONCTB peaIbHOTO BpeMEHN [4].

Ha puc. 11 nmpuBeneHa cxema Jjisi HAOJIOJEHUS BBIHYKICHHBIX JJICKTPH-

yeckux KosiebaHuil. PaccMoTpuM Ha ee mpumepe OCHOBHBIE TPUHIIMIIBI PaOOTHI
¢ SIMULINK.
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Puc. 11. MonenupoBaHue BBIHYKACHHBIX JIEKTPUUECKUX KOJIeOaHUH

B BepxHel yactu okHa Haxoautcsl riaaBHoe meHio SIMULINK, mo3Boss-

I0Il[€e OTKPBIBATh, COXPAHATH (hallJibl, UMIIOPTUPOBATH UX B IIPOTrPAMMHBIN KO/
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MATLAB, nHacTpanBarh IapameTpbl U OCYILIECTBIATH 3aIllyCK MPOLEcca MOJIe-
JUPOBaAHUSL.

B paboueii o0nmacTu npeacTaBiieHa dJeKTpUUecKas cxema, cOopka KOTOpOu
OCYILIECTBJISICTCS TyTeM J00aBJIeHUS OJIOKOB HEOOXOJMMBIX JJIEMEHTOB U3

ouommoreku. Jloctynm k OMOIMOTEKE OCYIIECTBISETCS C TMOMOIIBI0 Opaysepa

(i
(Simulink Library Browser), BBI3bIBAEMOTO Ha)KaTHEM KHOIKHM "= B TJIABHOM

MeHI0 nporpammbl. Ha puc. 12 nmpuBenen Bun 6paysepa OMOIMOTEKH.

© Simulink Library Browser —oi@
<« scope A i rE = @

Simscape/Foundation Library/Electrical/Electrical Elements

=+ Simulink . . .
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Dashboard Capacitor Diode Electrical Reference Gyrator Ideal Transformer
Discontinuities
Discrete ~va Rl el LSRN
Logic and Bit Operations e J'i = [/’ °
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Signal Attributes Open Circuit Resistor Rotational Switch Thermal Resistor
signal Routing % Electromechanical
Sinks Converter
Sources P&
User-Defined Functions + PP

+ Additional Math & Discrete I e
Control System Toolbox Translational Variable Resistor

- DSP System Toolbox Electromechanical

- DSP System Toolbox HDL Support Converter

- HDL Coder

Instrument Control Toolbox
= Simscape
= Foundation Library
= Electrical
Electrical Sensors
Electrical Sources
#- Gas
- Hydraulic
- Magnetic
- Mechanical
- Physical Signals
- Thermal
- Thermal Liquid
- Two-Phase Fluid
Utilities
#- Multibody

- Simulink 3D Animation

- Simulink Coder

#- Simulink Control Design

- Simulink Extras

Stateflow
Recently Used
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Puc. 12. OxHo Opay3epa OMOTUOTEKH

bubanoreka coaepKUT HaOOp THUIIOBBIX OJOKOB JIJII MOJIEIUPOBAHUS 00-
IIMPHOTO KJlacca 3ajiay; JICKTPOMAarHUTHBIX, MEXaHUYECKUX, 3aJ1a4, CBA3aHHBIX
C TEYEHUEM Ta3a U KUJKOCTH, TEMIIEpATYPHBIX Tosiei u ap. JlobaBneHue 0i1oka
B pabouyr0 00JIaCTh OCYIIECTBIISIETCS MYTEM MEPETACKUBAHUS €ro C 3a)KaTou
JIeBOM KJIaBUIIe MBI, [Ipn HEOOXOAMMOCTH MOJIB30BaTEIb MOXKET CO3/1aBaTh
CBOH OJIOKH.

[IpuBenennas Ha puc. 11 cxema npeacraBisier coOON MOCIETOBATEIbHYIO
RLC-uensb, B KOTOPYIO JJIs1 KOHTPOJISl BKIIFOYEHBI CPEJICTBA U3MEPEHUSI U OTOO-

paxxeHust (aMnepMeTp, BOJBTMETP U OCHHILIOTPAQHI).
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[Ipy mOCTPOCHHUH AIIEKTPUYECKON CXEMBbI HY)KHO TMPHUHITH BO BHUMAaHHE
HECKOJIbKO (DaKTOPOB:

— B DJICKTPUYECKON cXeMe 00s3aTeIhHO HAJUYHE 3a3€MJICHUS, B MPOTUB-
HOM cJIy4yae HE MOHSTHO, TJIe HAaXOJUTCS HYJEBOW MOTEHIIUAN, U HEBO3MOXKHO
BBITIOJTHUTD PacyerT;

— BUPTYaJbHbBIC AJICKTPUUECKUE U3MEPUTENIM TEHEPUPYIOT Ha BBIXOJIE Pa3-
MepHbIM curHai. BuptyanbHblii ociuuiorpad oToOpakaeT 3aBUCUMOCTH OT
BpeMeHU Oe3pa3MepHON BeMWYMHBL. JIJIsl COSTMHEHHS] N3MEPUTEIIS U OCITUILIO-
rpada HEoOXOIMMO HCIOIB30BaTh IMpeoOpa3zoBaTeib (converter) pa3MepHOU
BEJINYMHBI B 0€3pa3MEPHYIO;

— K CUCTEME JIOJDKEH OBITh MOJAKIIIOUEH peliatenb (solver). Pemarenu — 3to
Ha0OPBI AITOPUTMOB, BBIUUCIISIONINE TMHAMUKY CUCTEMbI B T€UYEHUE HEKOTOPO-
ro BpeMeHu [4].

[Toce BRIMTOTHEHUS MOICTUPOBAHUS MOYKHO TTIOCMOTPETh MOJTyYEHHBIN pe-

3yJbTaT B OKHE ocumuuiorpada (puc. 13).

Puc. 13. BeiHyXeHHBIE KOJICOaHMS

OCHI/IHHOFpaMMa HaIIpsZKEHUS HA KOHACHCATOPC IMOKA3bIBACT l'[CpCXOI[HOﬁ
mponecc OT CcOOCTBEHHBIX KOJICOaHUH K BBIHYXACHHBIM, JUISIIUIACS OKOJIO IISITH

CCKYHI, 1 YCTAHOBUBIIUCCA BBIHYKACHHBIC KojeOaHMus.
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PaccmoTpeHHBIN npuMep MOJIETMPOBAHUS BBIHYKJICHHBIX KOJICOaHUM WII-
JFOCTPUPYET CaMbId IPOCTOM BAPUAHT MCHOJIb30BAHUS UMUTALMOHHOIO MOJIE-
mupoBaHusi. OnHaKO HaAMOOIBIIYIO 3(PPEKTUBHOCTH MOKHO MOTYUYUTh, UCIIOJIb-
3yto SIMULINK miist mocTpoeHust n aHanms3a MaTeMAaTHYECKOM MOJIENIH CUCTE-
Mbl. COOpKa MaTreMaTH4eCKO MOJENN C MOMOLIbI0 OJJOYHOTO KOHCTPYKTOpa
NPUHIUIIMAILHO HUYEM HE OTIUYAETCS OT COOPKHU BJIEKTPUUYECKOM CXEMBI, HO
BO3MO>KHOCTH aHajn3a 3HAYUTENBHO BhIIIE [S].

HennHelHbIe KoJie6aTe/IbHbIE CUCTEMBI

KonebarenpHast cucTeMa ¢ JUHEHMHBIM OTKJIMKOM — 3TO HanboJiee mpocTas
M 4acTO BCTpEUAIONIasicsa MOJENb, HO CYIIECTBYIOT U 00Jiee CIIOKHBIE CUCTEMBI,
XOPOIIO MOJJIAIOIINECS YACICHHOMY MOJICIUPOBAHUIO.

B 1927 r. ronnanackuii nuxkenep banrazap Ban nep Ilon coobmun 06 06-
Hapy>KCHUU YCTONYUBBIX PEIAKCAIIMOHHBIX KOJeOaHuW. YpaBHEHUE, ONUCHIBA-
I0III€€ OCIMJUISITOP C HEIMHEWHbIM 3aryxaHuem (ypaBHenue Ban nep I[lois),
nmeer Buj [6]:

dx

+,u-(1—x2)-z+x=0.

d?x
dr?
[TocTosiHHAs L ONpeNeNsseT HEITUHEWHYIO CHIly corpoTuBiieHus. [1o cBoe-
My cMbICTy W > 0, Tak KaK cujia CONPOTHUBJICHUS HE MOKET ObITh OTpHULIATEIb-
HoH. IIpu paBHOM HyntO 3HaueHuU L ypaBHeHue Bau nep Ilonst paxtudecku
MEePEXOAUT B YypaBHEHHE CBOOOJHBIX He3aTyXaroumux Kojebanuil. Cryuait
HEHYJIEBOTO 3HaY€HUsI 00Jiee NMHTEPECEH, PACCMOTPHUM €ro YUCIEHHOE PEIICHHE
[0 aHAJIOTHUH C PEIICHUEM 3a/1a4M O JIBUKEHUHU TEJIa B CPEJIE C COMPOTHUBIEHUEM
(cm. nekuuio 2).
VYpaBHeHUE BTOPOTO MOpsIKA CJIEAYeT MPUBECTHU K CUCTEME ypaBHEHUI
NEPBOTO MOPAIKA:

ax _
ac X

dvy

X =p-(1-X¥) V- X

1 MOJIU(PUIIMPOBATH MPOTrPAMMHBINA KO/
% Cbpoc 6cex nepemeHHbIX
clear all;
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% 3aodaem HauanvHble YCA08US U KOIDDUyUueHm conpomueneHus
V=10,

X0=0;

MyKoeffMu=0;

% 3adaem npomedxCcymok epemeHu

tspan=[02];

% Dopmupyem HauanbHble Oannbie 051 cucmemvl O/Y
Condition=[X0, V0],

% Pewaem cucmemy
[t.R] = oded5(@MyDiffEquation, tspan, Condition),;

%llocmpoenue epaguros

figure();

hold on;

plot(t,R(:,1), t, R(:,2), LineWidth'2),
legend ('X(1)",'Vx(1))'"),

figure(),

hold on;

plot(R(:,1),R(:,2), 'LineWidth'?2),
legend ('"Vx(X)'),

% Dopmupyem cucmemy ypagHeHUll

% R(1) — coomeemcmayem x(t),

% R(2) — coomsemcmeyem Vx=dx/dkt.

function dRdt=MyDiffEquation(t,R)
MyKoeffMu=0;

dRdt=[R(2); MyKoeffMu*(I-R(1)"2)*R(2)-R(1)],

end.

Hccnenyem cnydait 6e3 3atyxanust (L = 0). BeimosHeHue nporpaMMHOTO
KOJIa TIPUBEAET K TOCTPOEHUIO JIBYX TpadUKOB, MPEICTABICHHBIX HA puc. 14
u 15.
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Puc. 14. 3aBUCUMOCTH KOOPAUHATHI U CKOPOCTH OT BPEMEHU

Ha nepBoM u3 HUX MpUBEIEHBI 3aBUCUMOCTH KOOPJIUHATHI U CKOPOCTH OT
BPEMEHU, Mbl HAOJIFOJJa€M XOPOIIIO U3BECTHBIE TapMOHUYEecKue koyie0anus. Kak
BHUJIHO, PE3YJbTAaT YUCJIEHHOI'O pacyeTa COOTBETCTBYET AHAIIUTHUYECKOMY pe-

LICHUIO, HAUJICHHOMY PaHee.

Puc. 15. ®a3zoBas quarpaMMa rapMOHHUYECKOTO OCHUIIIATOPA

Pucynok 15 npencrasnsier coboil ¢gazoByto quarpammy. B oOiiem ciydae

IJI TIOCTPOCHUA (1)2130BOI>1 AruarpaMmabl BBI6I/IpaIOTCH ABC IICPCMCHHBIC, KOTOPBIC
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OJTHO3HAYHO ONPEJESSIOT COCTOSHUE CHUCTEMBI BTOpOro mnopsjaka. HauOomee
4acTO B KaU€CTBE TAKUX MEPEMEHHBIX BBIOMPAIOTCS 000O0IEHHBIE KOOPAUHATHI
U UMITyJIbChl. AHanu3 (a3oBOW JuarpaMMbl MOJIE3€H, TAK KaK IMO3BOJISIET BBI-
SIBUTh BCE€ BO3MOXKHBIE COCTOSIHHS B CUCTEME, a TAK)KE OTCIEKUBATh TMHAMUKY
ee pa3ButHs. [ Hamero ciydas BBIOpaHbl KOOPAWHATA U CKOPOCTh (COOTBET-
CTBYET CJIydYar0 €IMHUYHOU Macchl). BuaHo, uTo (azoBas aumarpamma rapmo-
HUYECKOTO OCHUJUISITOpPA IPEACTABIIAET COOON OKPYKHOCTb.

HccnenyeM, Kak U3MEHUTCSA MOBEJICHUE HAIIEW CHUCTEMBI B Clly4ae HEJH-
HEWHOTO OTKJIMKA, JUIsl ’TOTO U3MEHUM 3HAYEHHUE |I HA HEHYJIEBOE. 3aBUCHUMO-

CTH CKOPOCTHU U KOOpAUHATHI OT BPpCMCHU IIPHUBCIACHBI HA PUC. 16.

— ()
——vxit)

Puc. 16. 3aBUCUMOCTb KOOPAUHATHI U CKOPOCTH OT BPEMEHU

s ocuwinisitopa Ban nep [ons

Kak BUIHO, IBHXKEHHE B 3TOM CiIy4ae SIBJISIECTCS MEPUOIUUYECKUM: U KOOP-
JIMHATa, U CKOPOCTh C TEUEHHEM BPEMEHU BOCCTAHABIMBAIOT CBOM 3HAYCHUSI.
OnHako 3aKOH M3MEHEHHUsI BEJIMYMH BEChbMa Jaj€K OT TapMOHHMYECKOIO, 4TO
noATBepKaaeTcs pa3zoBoil AuarpamMmMon Ha puc. 17.

M3HayanbHO NIBUKEHUE OCHUJUISITOPA HE SBISETCS MEPUOJUYECKUM, CH-
cTeMe TpeOyeTcsi HeKOTOpoe BpeMs JJid Nepexojia K TakoMmy coctosinuio. O6-

JacCTb (1)2130BOI>1 AuarpaMmbl, OTBCUHArOIIAA 3a IICPUOINICCKOC IBUKCHUC, TTPCI-
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CTaBJISIET COOOM CIOXKHYIO T€OMETPUUYECKYIO0 (PUTYpy, YTO U TOBOPUT O HErap-

MOHHNYHOCTH ABUXCHU.

Wx(X)

2.5

Puc. 17. ®a3zosas quarpamma ociunsitopa Ban nep [ons

PaccmoTpum nsMenenue (pazoBoi 1uarpaMmbl TPy U3MEHEHUU HayaJdbHbBIX
YCHOBUU JIBUKEHUs. J[JI1 3TOro cO3/1aiIuM HECKOJIbKO BAPHAHTOB HAYAJBbHBIX
3HAYEHUN KOOPJAMHATHI U CKOPOCTH OCHMIIISATOPA U OPraHU3yeM UX IUKINYe-
ckuil nepebop. Bce pesynbrarhl Ajis cpaBHEHHUS! OYIyT BBIBOJAUTHCS HA OJIHY

(dazoByr0 1Marpammy.

% 3aoaem HauanvHble YCI08USL U KOIDDuyUenm conpomusnenus
Vo=[4, -2, -5, 4] ;

X0=/0, 3, -1, -3],

MyKoeffMu=2;

% 3adaem npomedxcymox epemenu

tspan=[0 20];

% Pewaem cucmemy neckonbko pas ¢ 6b186000M epaghuxa
figure();

hold on,

grid on;

fori=1:4
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Condition=[X0(i), V0(i)]
[t,R] = oded5(@MyDiffEquation(tspan, Condition);
plot(R(:,1),R(:,2), LineWidth'2);

end

Pe3ynbpTar npuBeaeH Ha puc. 18.

= datal

Puc. 18. llpenensusiii uuki (1, 2, 3, 4 — HavyaJIbHBIE COCTOSIHUS CUCTEMBI,
5 — o6yacTh PeIeTBLHOTO IHKJIA)

HezaBrcuMo OT Ha4aIbHOTO COCTOSIHUSI CUCTEMBI (TOUkH 1—4) ¢ TeueHnem
BPEMEHU OHA MPUXOJUT K YCTAHOBUBIIEMYCS NEPUOAUYECKOMY JIBUKEHUIO,
MOJTYYMBIIIEMY Ha3BaHUE «IPEAeNIbHBIN HHUKI» (00sacTh 5 Ha ¢a3oBoi nua-
rpamme).

Cy1iecTBOBaHUE MPEETbHBIX IUKIOB 00OHAPYKEHO IS MHOTUX HEJTMHEU-
HBIX KOJICOATeIbHBIX CUCTEM, OJTHOM M3 HauboJiee U3BECTHBIX SBISETCS aTTpak-
Top JlopeHna, OnMChIBAEMbINA CUCTEMON YpaBHEHU

ax
E—O"(Y—X),

ay
S=X-(r-2)-7Y,

2 _x.Yy—b-Z
dt
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[TonoOHast cucTeMa BCTpEYaeTcsl B MPUIIOKEHUAX Ta30IMHAMUKHU, THIPOJIN-
HAaMUKH U ONTUKH. B 3aBUCUMOCTH OT 3HAUEHUI NTApaMETPOB G, I U b BO3MOKHBI
pa3HbIE MOBEJICHUS CUCTEMBI (HEKOTOPBIE MPUMEPHI TPUBEACHBI HA puc. 19).

HeoOniuHoe noBeaenue arrpakropa JlopeHiia cBsizaHoO € TEM, YTO 3TO OJHA
U3 CHUCTEM, B KOTOPBIX HAOJIOAaeTCAd JUHAMUYECKHUM Xaoc, — sIBJICHUE, MPU KO-
TOPOM MOBEJICHUE HEIMHEUHOM CUCTEMBI BBITJISIUT CIy4alHbIM, HECMOTPS Ha
TO 4TO OHO ONPEAENSIETCS NETEPMUHUCTUUECKUMHU 3aKOHamu [7]. B ocHOBe nu-
HAMUYECKOI0 Xa0Ca — HEYCTOMYMBOCTH PEUICHUS MO OTHOUIEHHIO K MAJIIOMY
M3MEHEHHIO MapaMeTPOB CUCTEMbI BOJIM3U 0COOBIX Touek. IIpu moxpenuposa-
HUM TaKUX CUCTEM YHUCICHHBIMU METOJAAMU OYEHb JKEIIATEJIEH IPEIBapUTEIIb-

HBI TEOPETUUYECKUM aHAJIU3.

200
150
100

50

100

40

40 0

-100 -20 -20

40 -15 -10 >

Puc. 19. Attpakrop Jlopenua

3agaHus K J1a00paTOPHOMY NPAKTHKYMY

1. IlocTpoiite rpaduk aHATUTUYECKOTO PEIICHUS YpaBHEHUS CBOOOJIHBIX
HE3aTyXalolUX KOJeOaHUW ¢ HaYaJIbHBIMU MapaMeTpaMu, 3aJaHHBIMU TPEMNo-

AaBaTCJICM.
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2. IlpoMoaenupyiiTe BIHYXJACHHBIE KOJeOaHuUs MOJ AEHCTBUEM TapMOHU-
YECKOM TMEePUOINYECKUN CUibl. HaliiuTe 4MCIEHHOE pEIIEHUE CHCTEMBI C Ia-
paMeTpamM, 3aJaHHBIMU ITPEINOIABATEIIEM.

3. IlpoMogenupyiite nukenue ocumusitopa dyddunra — ogHOMEpPHOTO
MasTHUKA, IBUKYIIETOCS B TOJIE.

B-x*
P

v2
Ux) ==+

PaccMoTpuTe cityyail BBIHYXKJIEHHBIX KOJ€OAHHWI MOJ JEHCTBUEM TrapMo-
HUYECKOW MEPUOaNYECKOr criibl. PaccmoTpuTe citydaid 1iist 3HaueHut A = 2,75;
B =0,2.

4. CocraBbTe IIporpaMmmy Jjisi MOAEIUPOBaHUs artpakropa Jlopenma. Mccne-

ﬂYﬁTe IMOBCACHNEC CUCTCMEI IIPH PA3JIMYHBIX KOM6I/IHaI_[I/ISIX napamMCTpoB G, I 1 b.
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3AK/IIOYEHHUE

[enb HACTOAIIETO U3/IaHUSI — HE TOJILKO MPEACTaBUTh HEOOXOAUMBIE CBEIE-
HUS TI0 BBIYUCIIUTENBHON (PM3HKE, HO M 03HAKOMHTH CTYICHTOB C COBPEMEHHBIMU
METOZaMH PEIIeHUs 3a7a4 M0 3TON TUCIUIUINHE.

B mnocnennue roael HaOMIOAAETCS IMEPEXOJ OT HMCIOJIb30BAaHUSA SI3BIKOB
IpPOrpaMMHUPOBAHUsl K HCIIOJB30BAHUIO CHEIUATU3UPOBAHHBIX MPOTPAMMHBIX
naketoB. Eciam necsrtwiierne Has3aa MCCIEIOBATENb CAMOCTOATENBHO PEain30-
BBIBAJl JITOPUTMBI PEIICHUS M KOHEYHO-pa3HOCTHhIE cxembl Ha C, (opTpane
WJIU IPYTOM SI3BIKE BBICOKOTO YPOBHS, TO B HACTOSIIIEE BpeMsi OMOIMOTEKH TIPO-
IrPaMMHBIX TAKETOB MPEJOCTABISIOT OOJbIION HAOOp BCTPOEHHBIX (PYHKIUN
Uit 3TUX 1eneid. Tem He MeHee uccaeaoBaTeNb JOJKEH NOHUMATh, YTO MOCTa-
HOBKA 33J]a4M U CBEJICHHE €€ K MaTeMaTUYECKON MOJIENH, a TaK:Ke BBIOOpP COOT-
BETCTBYIOIIIETO QJITOPUTMA PEUICHUSI OCTAIOTCA LEJIUKOM B €ro BeaeHuu. s
HECJIOKHBIX 3a/1a4 aBTOMATUYECKU MpeaiaraéMble aJrOPUTMBI JIal0T JOCTaTOY-
HYIO TOYHOCTh Pac4eTOB M XOPOIIYI CXOAUMOCTh. B OCTaIbHBIX CITydasx Mmpu
UCII0JIb30BAaHUU OMOIMOTEYHBIX (QYHKIMM HEOOXOIUMO OMpPEACNIUTh Mapamer-
pbl ux padotsl. [logpoOHOE omucaHWe MPUHIUIIOB PA0OTHI KaXJA0W (PyHKIMHU
MO>XHO HaWTH B JIOKYMEHTAIINH.

[TepenOMHBIM MOMEHTOM B COBPEMEHHOW BBIUUCIUTEIHHON (DU3UKE U TEX-
HUKE CTajJ0 HMCIOJb30BAaHHE MMHUTAIIMOHHOTO MOJEINpOBaHUs. B Hacrosiiee
BpEMSI OHO IIUPOKO MPUMEHSETCS Il MOJEIUPOBAHMS TTOBEACHUS MEXaHU3MOB
u mamuH (Solidworks), dhuznyeckux mpoieccoB u CBOMCTB MaTepuanoB (Ansys,
SalomeMeca u ap.). Simulink u Scilab mo3BoJAIOT peann3o0BaTh UMUTAIMOH-
HOE MOJIEJIMPOBAHUE C TIOMOIIBIO OJJOYHOrO0 KOHCTpyUpoBaHus. [ 3aga4 BbI-
YUCJIUTENbHONW (PU3UKU TaKOW METO[, BUJIUMO, SIBIIAETCS ONTUMAIbHBIM: C OJI-
HOM CTOPOHBI, MTO3BOJISIET IOCTATOYHO HATJISIHO MPEICTABISATH MOJACIUPYEMbIi
IpoliecC B 1IEJIOM, C APYTOW — HE CIUIIKOM YAAISITHCS OT €r0 MaTeMaTH4eCKOM
MOJEIIH.

Enie onHMM Ba)KHBIM LIArOM B Pa3BUTHUU COBPEMEHHOW BBIUYMCIUTEIHHOM
(GU3UKHN CTAJIO0 UPOKOE MPUMEHEHUE CPEACTB BU3yanu3aiuu. [lepBoHadanbHo

PE3YIbTAThl YUCIICHHOI'O MOACIIMPOBAHUSA IMPEACTABIISIIIMCE B BUJIC q)aﬁHOB, CO-
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JEpKaIllMX YUCICHHBIE 3HAaYEHUS HCCIEeNYEeMbIX BEJIUYHH, TapaMeTPOB U 00b-
ekToB. HecMOTpsi Ha MOJIHOTY MpeacTaBisieMol UHGOpPMALUKM, B TaKOM BHUJIE
OHa KpaiiHe HeyJ00Ha i aHanu3a U nmoHuMaHusi. C pa3BUTHEM anmapaTHOIO
obecrnieueHusa u paszpabotkoit OpenGL pa3paboTuUKu MPOrpaMMHBIX MAKETOB
CTaJIM BKJIFOYATh B UX COCTaB OOIIMpHBIE OMOIMOTEKH rpadudeckux (QyHKIUM,
YTO MO3BOJIMJIO MPEACTABIATh PE3yJIbTaThl YUCICHHOTO MOJACIUPOBAHUS B pe-
KM€ peaJIbHOTO BpEMEHHU, B yA00HOM i aHain3a (popme.

JIBr>KeHrEe B TPaBUTALIMOHHOM I10JIE M MCCJIEIOBaHUE KOJIEOAHU — 4acTo
BCTPEUAIOIIMECS U XOPOIIO U3YUYEHHBIE MPUKIIAHBIE 33]]a4d, TO3TOMY UMEHHO
OHM BBIOpAHBI JJIsl WJUTIOCTPAIIMM COBPEMEHHBIX MOAXOAOB M TeHAEHLHH. Bo
BTOPOI 4acCTH KOHCHEKTA JIEKIUUA OyAyT pa3o0paHbl METOMbI PEIICHUS JIPYTHUX

3aJ1a4 BBIYMCIUTEIbHON (I)I/I3I/IKI/I.
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ВВЕДЕНИЕ 

Вычислительная физика – это направление в современной физике, занимающееся исследованием физических задач, допускающих решение 
с помощью численных методов. Использование численных методов продиктовано в основном двумя факторами. Во-первых, не все задачи допускают аналитическое решение. В качестве примеров можно привести задачи квантовой механики, задачи, требующие учета движения большого числа частиц, задачи расчета температурных полей в телах сложной формы и ряд других задач. Во-вторых, использование численных методов взамен аналитических может быть единственно возможным вариантом при анализе первичных экспериментальных данных, когда теоретические закономерности еще не установлены.

Одни из первых алгоритмов численного решения физических задач были разработаны Ньютоном, однако стремительное развитие численных методов решения приходится на вторую половину XX века. В это время, 
с одной стороны, выросла потребность в расчетах с высокой степенью точности (космонавтика, атомная энергетика), с другой – появились вычислительные машины, позволяющие автоматизировать процесс расчета.

В настоящее время можно выделить несколько тенденций в развитии вычислительной физики:

– разработка алгоритмов решения задач на основе многопроцессорных систем (параллельные вычисления). Подход позволяет значительно сократить время расчета и получить решения для задач, не решаемых ранее численными методами из-за большой длительности расчета;

– использование численных методов для получения аналитических решений. В качестве примера можно привести системы символьной математики MAPLE и MAXIMA, позволяющие получать решение в аналитическом виде;

– развитие и применение систем искусственного интеллекта.

С развитием последних двух направлений грань между аналитическими и численными методами стала стираться и в ближайшие десятилетия может исчезнуть. 

Существует большое число программных продуктов, позволяющих решать задачи вычислительной физики. Часть программ распространяется свободно, часть является проприетарными и требует покупки лицензии. Отдать предпочтение какому-либо одному пакету достаточно сложно – многие пакеты ориентированы на решение специфического круга задач. Например, SolidWorks и Salome-Meca ориентированы на создание 3D-моделей твердых тел с последующим расчетом нагрузок в них, также эти пакеты позволяют рассчитать потоки тепла, жидкостей и газов. Ansys позволяет рассчитывать динамику процессов в сложных композитных системах, Materials Studio – прогнозировать свойства материалов на основе молекулярно-атомных взаимодействий. 

В первой части конспекта лекций рассмотрено применение пакета MATLAB и его свободного аналога GNU Octave для решения задач вычислительной физики. Пакеты обладают модульной структурой (что позволяет при необходимости расширять класс решаемых задач) и хорошим набором средств визуализации, упрощающим анализ получаемых решений. Общие вопросы применения MATLAB и GNU Octave рассмотрены только в необходимом минимуме, основной акцент сделан на практическое применение пакетов к решаемым задачам. Для лучшего понимания работы программ приводится листинг выполнения команд.































ЛЕКЦИЯ 1. ЗНАКОМСТВО С РАБОЧИМИ СРЕДАМИ MATLAB 
И GNU OCTAVE 

Графический интерфейс 

При запуске программы активируется ее графическое окно. Внешний вид окон представлен на рис. 1 (графическое окно MATLAB) и рис. 2 (графическое окно GNU Octave). 



[image: ]

Рис. 1. Графическое окно MATLAB

[image: ]

Рис. 2. Графическое окно GNU Octave

Несмотря на некоторые отличия, обе программные среды предоставляют пользователю близкие по своей структуре и функциональности интерфейсы. Перечислим основные из них:

1 – область главного меню. Позволяет получить доступ ко всем возможным командам и интерфейсам;

2 – область редактора. Позволяет вносить необходимые изменения 
в программы, созданные пользователем или импортированные им из внешних источников. Следует знать, что программа – это просто текстовый файл, содержащий команды для среды MATLAB или OCTAVE. Содержащиеся в файлах команды последовательно передаются на исполнение системой через командное окно;

3 – командное окно. Позволяет непосредственно ввести команду для MATLAB или OCTAVE. При этом введенная команда сразу же будет выполнена системой. Командное окно – это, пожалуй, самая главная часть взаимодействия системы и пользователя. Собственно через него и отдаются все команды системе. Графические интерфейсы представляют собой программные надстройки над командным окном, они автоматизируют процесс передачи команд системе и облегчают взаимодействие пользователя с системой. Графические интерфейсы, тем не менее, не являются обязательными – и MATLAB и GNU OCTAVE могут быть запущены в консольном режиме без графического интерфейса. Пользователю в этом случае придется непосредственно набирать в терминале все команды, что, конечно, не удобно, но позволяет значительно сократить нагрузку на процессор и использовать больший объем оперативной памяти (может быть важно при решении некоторых вычислительных задач);

4 – область переменных. В этой области пользователь может следить за значением и типом данных переменных. Такой контроль позволяет контролировать правильность расчета;

5 – файловый менеджер;

6 – журнал выполненных команд. Содержит список команд и информацию об их выполнении. 

При необходимости пользователь может закрывать ненужные ему окна либо открывать новые (например, диалоговые окна для построения графиков, выполнения интерполяции и т. д.). 

Основы синтаксиса языка

Основной конструкцией, с которой работают MATLAB и GNU OCTAVE, является матрица. Это не означает, что нельзя выполнять операции с обычными (или комплексными) числами, просто нужно понимать, что такому числу соответствует матрица размерности 1Х1. Рассмотрим основные математические операции.

Операция присваивания «=» передает значение выражения в левой части равенства переменной, стоящей справа. Рассмотрим несколько примеров:

[bookmark: __DdeLink__144_1393265061]A=5; 

Результат выполнения команды НЕ БУДЕТ отражен в командном окне, так как в конце выражения стоит оператор отключения вывода «;». При вводе данного выражения в командную строку переменной A будет присвоено значение 5. Тем не менее А с точки зрения программного интерпретатора является матрицей размером 1Х1. Убедиться в этом можно, дав команду 

[bookmark: __DdeLink__146_1393265061]size(A)

ans =



1     1

В результате выполнения команды будет определена размерность матрицы A.

Возможно выполнение операции присваивания сразу к матрицам:

[bookmark: __DdeLink__156_1393265061]B=[1,2,3] 

B =



1    2    3

Команда формирует вектор-строку (матрицу размерности 1Х3). При введении данных через «;» будет сформирован вектор-столбец. 

[bookmark: __DdeLink__162_1393265061]C=[4;5;6]

C =



 4

 5

 6



Для формирования матрицы целиком необходимо ввести команду

[bookmark: __DdeLink__247_370079428][bookmark: __DdeLink__172_1393265061][bookmark: __DdeLink__290_900736573]D=[1,2,3;4,5,6]

D =



1    2    3

4    5    6

Другим способом формирования матрицы является чтение из файла 
с помощью команды load. MATLAB предоставляет дополнительные инструменты для импорта данных из файлов, активируемые нажатием кнопки [image: ] вкладки «HOME» главного меню.

Если значения некоторой величины меняются с равным шагом, то оператор присваивания может быть использован совместно с оператором «:», определяющим пределы изменения величины. В самом простом случае шаблон команды будет выглядеть следующим образом: 

ПЕРЕМЕННАЯ=НАЧАЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ:КОНЕЧНОЕ ЗНАЧЕНИЕ;

при этом шаг изменения будет равным 1. В более развернутом варианте команда имеет вид:

ПЕРЕМЕННАЯ=НАЧАЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ:ШАГ:КОНЕЧНОЕ ЗНАЧЕНИЕ.

При этом шаг изменения можно задать самому. Рассмотрим пример:

[bookmark: __DdeLink__232_370079428]E=1:4:17

E =



 1    5    9    13    17.

Оператор «:» имеет еще одно применение – он может определять совокупность строк или столбцов в матрице. Например, команда

[bookmark: __DdeLink__249_370079428][bookmark: __DdeLink__251_370079428][bookmark: __DdeLink__292_900736573]D(1,:)=100 

D =



 100  100  100

 4     5     6



присвоит значение 100 ВСЕМ элементам первой строки матрицы. 

Команда 

D(:,2)=200

D =



100  200  100

4    200   6

присвоит значение 200 ВСЕМ элементам второго столбца матрицы.

MATLAB и GNU OCTAVE допускают переназначение переменных не только на уровне значений, но и на уровне типов данных. Например, вещественной переменной можно присвоить символьное значение – при такой операции автоматически произойдет смена ее типа. Интерпретаторы команд отслеживают только согласование размерности в выражении (умножение символьной строки на матрицу будет вызывать ошибку) [1, 2].

Пример: действие оператора присваивания:

A=[5,6;7,8]

A='строка'

B=[1,2;3,4]

A*B





A =



5    6

7    8





A =



строка





B =



1    2

3    4

Error using * 

Inner matrix dimensions must agree.

Про «матричность» логики нужно помнить при выполнении математических операций. Например, невозможно будет выполнить сложение или вычитание для матриц разной размерности. Требования к размерности матриц также ограничивают применение операций умножения. 

Для удобства пользователей некоторые математические операции могут быть также выполнены поэлементно. Указание на поэлементное выполнение дается добавлением знака «.» к оператору. 

Пример: матричное и поэлементное умножение:

A=[1,2;3,4]

B=A*A

C=A.*A



A =



1    2

3    4





B =



7    10

15    22





C =



1    4

9    16

В первом случае матрица А была умножена сама на себя (выполнено матричное умножение), во втором случае сам на себя был умножен каждый элемент матрицы. При применении тригонометрических и иных операций к матрице они также будут выполнены поэлементно [2]. 



Построение графиков с помощью MATLAB и GNU Octave

Для визуализации входных данных и полученных результатов MATLAB и GNU Octave располагают обширными библиотеками графических построений. Возможно построение как двумерных, так и трехмерных графиков. 

Основной функцией для построения двумерных графиков служит функция plot. У функции несколько вариантов вызова, рассмотрим их:

– plot(X,Y) – в данном случае будет построен график зависимости y(x). Значения у и x берутся из матриц Y и X, которые могут быть либо вектором-столбцом, либо вектором-строкой одинаковой размерности;

– plot(X1,Y1,...,Xn,Yn) – будут одновременно построены несколько функциональных зависимостей y(x), при этом параметры линий на графике будут выбраны MATLAB и GNU Octave самостоятельно;

– plot(X,Y,LineSpec), plot(X1,Y1,LineSpec1,...,Xn,Yn,LineSpecn) – наиболее полный вариант вызова функции построения двумерных графиков с заданием параметров графических линий. LineSpec – это шаблон, с помощью которого определяется цвет линии, ее толщина, вид маркеров и другие параметры. Шаблон представляет собой  взятое в апострофы название параметра, отделенное запятой от его значения. Подробное описание параметров и значений можно посмотреть в документации к MATLAB и GNU Octave, ниже приводится таблица с основными параметрами.

Таблица 1

		Параметр

		Возможные значения



		[bookmark: __DdeLink__492_1550656198]'Color' – определяет цвет линии

		'y' – желтый

[bookmark: __DdeLink__498_1550656198]'m' – магента (пурпурный)

'c' – циан (зелено-голубой)

'r' – красный

'g' – зеленый

'b' – голубой

'k' – черный

[r g b] – цвет в формате RGB (параметры r, g, b лежат в пределах от 0 до 1) 



		[bookmark: __DdeLink__500_1550656198]'LineStyle' – вид линии

		'-' – сплошная

'- -' – двойная сплошная

':' – пунктирная

[bookmark: __DdeLink__502_1550656198]'-.' – штрихпунктирная

'none' – без линии (будут оставлены только маркеры)







Окончание табл. 1

		Параметр

		Возможные значения



		[bookmark: __DdeLink__504_1550656198]'LineWidth' – ширина линии

		Положительные значения с шагом 0.5



		'Marker' – вид маркера

		'o' – круговой

'+' – знак «+»

's' – квадрат

'p' – пятиугольник

'^' – ориентированный вверх треугольник







Пример: построение графика sin(x):

x=0:0.1:2*pi;

plot(x,sin(x),'Color','m','LineStyle','-.','LineWidth',4);



Выполнение данной последовательности команд приведет к построению графика синуса штрихпунктирной линией четвертой толщины цвета «магента» (рис. 3).

[image: ]

Рис. 3. График функции sin(x)

Если применить еще одну команду plot, то после ее выполнения график новой функции будет нарисован поверх предыдущего и затрет его. Данная особенность связана не с работой функции plot, а с работой графического окна. Поэтому все функции, связанные с построением графиков, применяются обычно в паре с функциями, определяющими режим работы графического окна. Некоторые из них приведены в табл. 2.

Таблица 2

		Функция

		Варианты использования



		figure – функция запроса графического окна. После применения все изображения будут перенаправляться в запрошенное окно. 

		figure() – вызывает графическое окно, номер которому будет присвоен системой автоматически. Возможен вызов в виде N=figure(), в этом случае переменной N будет присвоен номер графического окна.

figure(N) – будет создано новое окно, окну будет присвоен номер N, если такого окна не существовало. Если окно с таким номером существовало, в него будет перенаправлен графический вывод.



		hold – функция, включающая и отключающая сохранение в графическом окне предыдущих графиков.

		hold on – новые графики будут изображаться совместно с предыдущими.

hold off – новые графики будут изображаться поверх предыдущих, затирая их.



		grid – функция, включающая и отключающая отображение линий сетки.

		grid on – включает отображение линий сетки.

grid off – выключает отображение линий сетки.



		xlabel, ylabel – функции подписывания осей.

		xlabel('НАЗВАНИЕ ОСИ Х')

ylabel('НАЗВАНИЕ ОСИ Y')



		legend – функция нанесения на график легенды (сопровождающих и поясняющих надписей).

		legend(' СТРОКА 1', ' СТРОКА 2', ...)







Пример: построение графиков sin(x) и cos(x):



x=0:0.1:2*pi;

figure(1);

hold on;

plot(x,sin(x),'Color','m','LineStyle','-.','LineWidth',4)

plot(x,cos(x),'Color','g','LineStyle','--','LineWidth',3)

legend('sin(x)','cos(x)')

grid on;

xlabel('x');

ylabel('sin(x)');





Выполнение программного кода приведет к построению следующего графика:
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Рис. 4. Применение функции plot

Один из способов построения трехмерных графиков связан с использованием функции surf. Наиболее часто функция вызывается в формате surf(X,Y, Z) или в surf(X, Y, Z, С). X и Y – векторы-строки, определяющие значения абсцисс и ординат. Z – матрица с размерностью, равной произведению размерностей матриц X и Y, задающая значения координаты z для соответствующих пар x и у. Параметр С определяет способ отображения трехмерной картинки (цвет, режим отображения кромок и т. д.). 

Пример: построение трехмерной поверхности второго порядка:



x=-1:0.01:1;

y=-1:0.01:1;

for i=-1:0.01:1

for j=-1:0.01:1

z(round(i*100+101),round(j*100+101))=i^2+j^2;

end

end

surf(x,y,z)



Используемые функции round округляют значения аргументов до целого. Результатом выполнения будет график, представленный на рис. 5.
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Рис. 5. Поверхность второго порядка

MATLAB и GNU Octave при формировании графического окна предоставляют набор инструментов для работы с полученным изображением. Сюда входит возможность вращения, работы с сетками, сохранение в одном из графических форматов и т. д. Отметим, что инструментарий, предоставляемый MATLAB, значительно богаче, его внешний вид приведен на рис. 6.



[image: ]

Рис. 6. Набор инструментов для работы с изображением

Перечисленные выше способы построения как двумерных, так и трехмерных графиков не являются единственно возможными. Как MATLAB, так и GNU Octave обладают богатейшими графическими библиотеками. Подробности можно посмотреть в руководствах пользователя или в справке.



Задания к лабораторному практикуму

1. По заданию преподавателя запустите MATLAB или GNU Octave.

2. Сформируйте вектор-строку, вектор-столбец, матрицу с элементами по заданию преподавателя.

3. Постройте график, отображающий одновременно три функции по выбору преподавателя. Добейтесь отображения маркеров.

4. Постройте трехмерное изображение поверхности второго порядка по заданию преподавателя. Сохраните полученное изображение в формате .jpg.





ЛЕКЦИЯ 2. ДВИЖЕНИЕ В ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ 

Движение при отсутствии сопротивления среды

Задачи о движении в гравитационном поле часто встречаются в прикладной физике (баллистика, воздухоплавание, космонавтика). Рассмотрим несколько вариантов постановки задачи и способы их решения в среде MATLAB и GNU Octave.

В самом простом случае можно пренебречь сопротивлением внешней среды и неинерциальностью системы отсчета. При этих предположениях траектория движения лежит в одной плоскости и для описания движения достаточно двух осей. Решение хорошо известно из школьного курса физики:









Время полета может быть найдено как положительный корень уравнения 



В качестве параметров задаются x0, y0, V0, α. 

Рассмотрим алгоритм решения задачи с помощью MATLAB и GNU Octave. Первое, что необходимо сделать, – это вычислить время полета, затем вычислить значения координат и скоростей за все время движения и построить графики. 

Нахождение времени полета сводится к решению квадратного уравнения и выделению положительного корня. Для нахождения корней полинома используется функция roots (c), принимающая в виде аргумента матрицу 
с коэффициентами полинома (первый коэффициент соответствует старшей степени). Функция возвращает значения корней полинома. С остальными функциями и их действием мы ознакомились на лекции  1. 

Пример: движение в поле силы тяжести без учета сопротивления:



% Сброс всех переменных

clear all;



% Начальные условия

V0=10;

Alpha0=60;

X0=0;

Y0=0;

g=9.8;



% Поиск времени полета

% Задаем коэффициенты полинома

c=[-g/2, V0*sind(Alpha0), Y0];

% Ищем корни

FlyingTime= roots(c);

% Выделяем положительный корень

if FlyingTime(1)>0 

	Time=FlyingTime(1);

else

	Time=FlyingTime(2);

end;

%Вычисляем зависимости величин от времени

t=0:(Time/100):Time;

X=X0+V0*cosd(Alpha0).*t;

Y=Y0+V0*sind(Alpha0).*t-g.*(t.^2)/2;

Vx=V0*cosd(Alpha0).*t./t;

Vy=V0*sind(Alpha0)-g.*t;

% Построение графиков

figure();

hold on;

grid on;

plot(t,X,'LineStyle','-.','LineWidth',3);

plot(t,Y,'LineStyle','--','LineWidth',3);

plot(t,Vx,'LineStyle',':','LineWidth',3);

plot(t,Vy,'LineStyle','-','LineWidth',3);

legend('X','Y','Vx','Vy');

[bookmark: __DdeLink__1148_1566572089]

Выполнение программного кода приведет к построению графика зависимости кинематических величин от времени.
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Рис. 7. Зависимость кинематических величин от времени



Движение при наличии сопротивления среды

Рассмотрим движение тела в среде с силой сопротивления, пропорциональной скорости движения.

.

В этом случае уравнения движения имеют вид



,  .



Представленная система обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка может быть проинтегрирована и решена аналитически, но возможно и численное решение. 

Для численного решения обыкновенных уравнений существует много методов, наиболее известны из них метод Эйлера, метод Адамса, семейство методов Рунге – Кутты [3]. Отличие между методами заключается 
в разных способах конечно-разностного представления производной и соответственно разной степени точности получаемых расчетов. В MATLAB численное решение дифференциальных уравнений реализовано следующим набором функций (полный список функций можно посмотреть в руководстве):

Таблица 3

		Нестационарные дифференциальные уравнения



		ode45

		метод среднего порядка точности



		ode23 

		метод низкого порядка точности



		ode113

		метод переменного порядка точности



		Стационарные дифференциальные уравнения



		ode15s 

		Решение стационарных дифференциальных уравнений и дифференциально-алгебраических уравнений переменного порядка точности.



		ode23s 

		Решение стационарных дифференциальных уравнений низкого порядка точности.



		ode23t

		Решение стационарных дифференциальных уравнений и дифференциально-алгебраических с использованием формулы трапеции.



		ode23tb 

		Решение стационарных дифференциальных уравнений и дифференциально-алгебраических с использованием формулы трапеции и обратного дифференцирования.







В простейшем случае функции имеют следующий шаблон вызова: 

[переменная, функция] = ode45(символьная производная функции, диапазон изменения переменной, начальные условия). 

При использовании MATLAB нужно помнить, что система способна решать ОДУ только первого порядка. Поэтому уравнения более высокого порядка должны быть сначала приведены к системе уравнений первого порядка. В нашем случае







Рассмотрим алгоритм решения.

Пример: численное решение системы ОДУ второго порядка:

 

[bookmark: __DdeLink__1463_1193695109]% Сброс всех переменных

clear all;



% Начальные условия

V0=10;

Alpha0=60;

Beta0=1;

Mass=1;

X0=0;

Y0=0;

g=9.8;



% Формируем начальные данные для системы ОДУ 

Condition=[0; V0*cosd(Alpha0);0;V0*sind(Alpha0)];



% Задаем промежуток времени

tspan=[0 2];



% Решаем систему

[t,R] = ode45(@MyDiffEquation, tspan, Condition);



%Построение графиков

figure();

hold on;

plot(t,R, 'LineWidth',2);

legend ('X(t)','Vx(t)','Y(t)','Vy(t)');

figure();

hold on;

plot(R(:,1),R(:,3), 'LineWidth',2);

legend ('Y(X)');



% Формируем систему уравнений

% R(1) — соответствует х(t),

% R(2) – соответствует Vx=dx/dt.

% R(3) – соответствует y(t),

% R(4) – соответствует Vy=dy/dt.

function dRdt=MyDiffEquation(t,R)

V0=10;

Alpha0=60;

Beta=1;

Mass=1;

X0=0;

Y0=0;

g=9.8;

dRdt=[R(2); -R(2)*Beta/Mass; R(4); -R(4)*Beta/Mass-g];

end



Функция MyDiffEquation(t,R) получает в качестве аргументов названия переменной и системы дифференциальных уравнений и возвращает символьные выражения для производных функций системы. В соответствии с правилами MATLAB функции, созданные пользователем, размещаются в конце программного кода.

Сформированные выражения передаются для решения функции ode45. Символ @, стоящий перед первым аргументом (функцией MyDiffEquation), говорит о том, что будут переданы не численные значения, а аналитическая формула или алгоритм вычисления величины. Одновременно функции ode45 передаются диапазон изменения переменной и начальные значения. 
В результате применения функции ode45 формируется массив данных, столбцы которого содержат зависимость от времени для искомых функций.

В результате выполнения программы будут построены графики зависимости кинематических величин от времени и график траектории движения (рис. 8 и 9).
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Рис. 8. Зависимость кинематических величин от времени
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Рис. 9. Траектория движения

В GNU Octave для решения ОДУ используется функция lsode ( ). Шаблон вызова функции имеет вид:

[x, istate, msg]=lsode (символьная производная функции, начальные условия, диапазон изменения переменной).

Массив данных с результатами численного решения будет передан переменной x, переменная istate содержит код правильности выполнения (по умолчанию 2), переменная msg содержит дополнительное сообщение системы о процессе решения. При использовании функции lsode GNU Octave самостоятельно подберет алгоритм решения, при желании пользователь может сделать это самостоятельно с помощью функции lsode_options (). Можно определять метод решения, параметры сходимости, шаг и др. При использовании специализированного пакета odepkg появляется дополнительный набор специализированных функций.



Задания к лабораторному практикуму

1. По заданию преподавателя запустите MATLAB или GNU Octave.

2. Напишите программу для построения траектории движения тела, брошенного под углом к горизонту в среде без сопротивления. 

3. Решите численно систему ОДУ, описывающих одномерное движение тела в среде с сопротивлением. По заданию преподавателя проведите расчет для нескольких вариантов силы сопротивления. 

4. Постройте графические зависимости кинематических характеристик от времени, экспортируйте полученные графики в формат .pdf.





ЛЕКЦИЯ 3. КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 

Свободные незатухающие колебания

Исследование колебательных систем, пожалуй, самая распространенная задача прикладной вычислительной физики. С моделированием колебаний можно встретиться в самых различных областях: устойчивость механических систем к внешним нагрузкам, сейсмо- и гидролокация, радиоэлектронная аппаратура, квантовые системы и многие другие разделы прямо или косвенно связаны с рассмотрением колебательных систем. Рассмотрим методы исследования колебательных систем в среде MATLAB 
и GNU Octave.

Для простейших колебательных систем можно пренебречь потерями энергии, в этом случае колебания будут незатухающими. Примером таких колебаний могут быть колебания пружинного маятника, для которого дифференциальное уравнение имеет вид:

.

Вторым часто встречающимся примером, знакомым из курса общей физики, являются свободные незатухающие электромагнитные колебания, описываемые дифференциальным уравнением

.

Оба уравнения – это варианты известного дифференциального уравнения 

.

Уравнение допускает аналитическое решение. В настоящее время многие программные математические пакеты способны получать аналитическое решение. Эталонными в этой области можно считать Maple 
и Maxima – программы, изначально создаваемые для символьных вычислений. MATLAB имеет в своем составе пакет Symbolic Math Toolbox для проведения символьных операций (также предоставляет возможность взаимодействия с символьным процессором программы Maple). Попытаемся найти аналитическое решение уравнения с помощью MATLAB. 

Прежде всего с помощью оператора syms системе нужно указать, с какими объектами необходимо проводить символьные вычисления (аргументы перечисляются через пробел).



% Указываем системе на символьные операции с функцией x(t) и переменной 

% Omega0

syms x(t) Omega0



Затем определяем уравнение (или систему уравнений).

equation = diff(x,t,2) == -Omega0^2*x;



В данном случае первый знак «=» указывает на то, что формируется уравнение, второй сдвоенный знак равенства «==» является частью самого уравнения. Оператор diff – это оператор дифференцирования, он определяет вторую производную от переменной x по времени t. Решение дифференциального уравнения осуществляется с помощью функции dsolve. В самом простом случае она вызывается с одним аргументом, которым является решаемое уравнение.



% Решение дифференциального уравнения

dsolve(equation)

[bookmark: __DdeLink__1920_1737291159]

Результатом выполнения станет

C1*exp(Omega0*t*1i) + C2*exp(-Omega0*t*1i).



Как видно, MATLAB нашел общее аналитическое решение системы 
в виде суперпозиции двух комплексных экспонент. Попытаемся уточнить решение, найдем его для случая, когда маятник запускается из крайнего положения с нулевой начальной скоростью. В этом случае начальные условия имеют вид:



Дополним код соответствующими строками:

[bookmark: __DdeLink__2102_66540841]

[bookmark: __DdeLink__2009_1737291159]% Указываем системе на символьные операции с функцией x(t) и переменными

% Omega0, Xmax



syms x(t) Omega0 Xmax



%Дополнительно указываем, что переменные вещественны

assume(Omega0,'real')

assume(Xmax,'real')



%Определяем уравнение

equation = diff(x,t,2) == -Omega0^2*x;

%Добавляем начальные условия

FirstDiff = diff(x,t);

cond = [x(0)==Xmax, FirstDiff(0)==0];

% Решение дифференциального уравнения

dsolve(equation,cond )



После выполнения программы получим

ans =

 

Xmax*cos(Omega0*t)



Как видно, система великолепно справилась с аналитическим решением. 



Затухающие колебания

При наличии в системе диссипативных процессов амплитуда колебаний будет уменьшаться. Физически это связано разными факторами – с наличием трения для механических систем, выделением теплоты на активном сопротивлении для электромагнитных колебаний, дисперсией в среде для волновых процессов. Однако на уровне математики большинство указанных процессов приводят к следующему дифференциальному уравнению:

.

Небольшое изменение программного кода позволяет решить и это уравнение.



% Указываем системе на символьные операции с функцией x(t) и переменными

% Omega0, Xmax



syms x(t) Omega0 Xmax Beta



%Дополнительно указываем, что переменные вещественны и затухание мало



assume(Omega0,'real')

assume(Xmax,'real')

assume(in(Beta,'real')& Beta<Omega0)



%Определяем уравнение

equation = diff(x,t,2) == -Omega0^2*x-Beta*diff(x,t);



%Добавляем начальные условия

FirstDiff = diff(x,t);

cond = [x(0)==Xmax, FirstDiff(0)==0];

% Решение дифференциального уравнения

dsolve(equation,cond )

simplify(ans)



В результате получим аналитическое решение

ans =

 

(Xmax*exp(-(t*(Beta - (Beta^2 - 4*Omega0^2)^(1/2)))/2)*(Beta + (Beta^2 - 4*Omega0^2)^(1/2)))/(2*(Beta^2 - 4*Omega0^2)^(1/2)) - (Xmax*exp(-(t*(Beta + (Beta^2 - 4*Omega0^2)^(1/2)))/2)*(Beta - (Beta^2 - 4*Omega0^2)^(1/2)))/(2*(Beta^2 — 4*Omega0^2)^(1/2)).



Как видно, полученное компьютером решение даже после применения оператора упрощения simplify мало напоминает известное из курса физики

.

Пример иллюстрирует достаточно типичную ситуацию для систем компьютерной алгебры: получаемые компьютером аналитические решения не всегда понятны человеку. Тем не менее полученные выражения пригодны как для дальнейших аналитических преобразований, так и для расчета.

Непосредственное вычисление с помощью полученного выражения невозможно, так как полученный результат является символьным выражением (выражение имеет тип «sym», не путать с типом «string»). 
Перед расчетом его нужно преобразовать в функцию, что делается с помощью оператора matlabFunction(). Аргументом в данном случае выступает символьное выражение, возвращается указатель на функцию (function_handle). Полученный указатель используется как имя функции в последующих вычислениях. Модифицируем последнюю часть программного кода:



% Решение дифференциального уравнения

% и создание указателя на функцию

DampedOscillation = matlabFunction(dsolve(equation,cond ))



В результате получим: 



DampedOscillation =



function_handle with value:



@(Beta,Omega0,Xmax,t)…..



Сообщение системы говорит, что DampedOscillation будет использоваться как указатель на функцию, которой нужно будет для вычисления передать четыре аргумента DampedOscillation(Beta,Omega0,Xmax,t). Вместо символа троеточия в листинге будет приведено явное выражение функции (его можно увидеть в предыдущем листинге). Полученное выражение можно использовать, например, для построения графиков (график приведен на рис. 10). 



%Задание численных значений частоты, амплитуды

%коэффициента затухания и временного диапазона

Omega0=10;

Xmax=5;

Beta=1;

t=1:0.01:10;

%Построение графиков

figure()

hold on;

grid on;

plot (t,DampedOscillation(Beta,Omega0,Xmax,t),'LineWidth',3);

xlabel('t');

ylabel('X');

legend ('Затухающие колебания');



[image: ]

Рис. 10. Затухающие колебания

Начерченный график является классическим для затухающих колебаний. Как видно, несмотря на сложность записи решения, предлагаемого системой, оно вполне адекватно описывает колебательную систему. 

При решении с использованием символьной математики важно помнить, что не все уравнения имеют аналитическое решение. В этом случае MATLAB выдаст предупреждение:



Warning: Explicit solution could not be found. 

 

ans =

[ empty sym ]



[bookmark: _GoBack]Возможность численного решения при этом остается (см. лекцию 2).

Имитационное моделирование вынужденных 
колебаний с помощью SIMULINK

Рассмотрим моделирование процесса вынужденных колебаний с помощью имитационного моделирования. В MATLAB имитационное моделирование реализовано с помощью графической среды SIMULINK. GNU Octave не предоставляет пользователю такой возможности, но среди свободного программного обеспечения можно выделить пакет Scilab, обладающий схожими возможностями.

SIMULINK интегрирован в среду MATLAB и позволяет «использовать уже готовые библиотеки блоков для моделирования электросиловых, механических и гидравлических систем, а также применять развитый модельно-ориентированный подход при разработке систем управления, средств цифровой связи и устройств реального времени» [4].

На рис. 11 приведена схема для наблюдения вынужденных электрических колебаний. Рассмотрим на ее примере основные принципы работы с SIMULINK.
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Рис. 11. Моделирование вынужденных электрических колебаний

В верхней части окна находится главное меню SIMULINK, позволяющее открывать, сохранять файлы, импортировать их в программный код MATLAB, настраивать параметры и осуществлять запуск процесса моделирования. 

В рабочей области представлена электрическая схема, сборка которой осуществляется путем добавления блоков необходимых элементов из библиотеки. Доступ к библиотеке осуществляется с помощью браузера (Simulink Library Browser), вызываемого нажатием кнопки [image: ] в главном меню программы. На рис. 12 приведен вид браузера библиотеки.
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Рис. 12. Окно браузера библиотеки

Библиотека содержит набор типовых блоков для моделирования обширного класса задач: электромагнитных, механических, задач, связанных с течением газа и жидкости, температурных полей и др. Добавление блока в рабочую область осуществляется путем перетаскивания его с зажатой левой клавишей мыши. При необходимости пользователь может создавать свои блоки. 

Приведенная на рис. 11 схема представляет собой последовательную RLC-цепь, в которую для контроля включены средства измерения и отображения (амперметр, вольтметр и осциллографы). 

При построении электрической схемы нужно принять во внимание несколько факторов:

– в электрической схеме обязательно наличие заземления, в противном случае не понятно, где находится нулевой потенциал, и невозможно выполнить расчет;

– виртуальные электрические измерители генерируют на выходе размерный сигнал. Виртуальный осциллограф отображает зависимость от времени безразмерной величины. Для соединения измерителя и осциллографа необходимо использовать преобразователь (converter) размерной величины в безразмерную;

– к системе должен быть подключен решатель (solver). Решатели – это наборы алгоритмов, вычисляющие динамику системы в течение некоторого времени [4].

После выполнения моделирования можно посмотреть полученный результат в окне осциллографа (рис. 13). 
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Рис. 13. Вынужденные колебания

Осциллограмма напряжения на конденсаторе показывает переходной процесс от собственных колебаний к вынужденным, длящийся около пяти секунд, и установившиеся вынужденные колебания.

Рассмотренный пример моделирования вынужденных колебаний иллюстрирует самый простой вариант использования имитационного моделирования. Однако наибольшую эффективность можно получить, использую SIMULINK для построения и анализа математической модели системы. Сборка математической модели с помощью блочного конструктора принципиально ничем не отличается от сборки электрической схемы, но возможности анализа значительно выше [5].



Нелинейные колебательные системы

Колебательная система с линейным откликом – это наиболее простая и часто встречающаяся модель, но существуют и более сложные системы, хорошо поддающиеся численному моделированию.

В 1927 г. голландский инженер Балтазар Ван дер Пол сообщил об обнаружении устойчивых релаксационных колебаний. Уравнение, описывающее осциллятор с нелинейным затуханием (уравнение Ван дер Поля), имеет вид [6]:

.

Постоянная μ определяет нелинейную силу сопротивления. По своему смыслу μ ≥ 0, так как сила сопротивления не может быть отрицательной. При равном нулю значении μ уравнение Ван дер Поля фактически переходит в уравнение свободных незатухающих колебаний. Случай ненулевого значения более интересен, рассмотрим его численное решение по аналогии с решением задачи о движении тела в среде с сопротивлением (см. лекцию 2).

Уравнение второго порядка следует привести к системе уравнений первого порядка:

,



и модифицировать программный код

[bookmark: __DdeLink__1463_11936951091]% Сброс всех переменных

clear all;

% Задаем начальные условия и коэффициент сопротивления

V0=10;

X0=0;

MyKoeffMu=0;

% Задаем промежуток времени

tspan=[0 2];



% Формируем начальные данные для системы ОДУ 

Condition=[X0; V0];



% Решаем систему

[t,R] = ode45(@MyDiffEquation, tspan, Condition);



%Построение графиков

figure();

hold on;

plot(t,R(:,1), t, R(:,2),'LineWidth',2);

legend ('X(t)','Vx(t))');



figure();

hold on;

plot(R(:,1),R(:,2), 'LineWidth',2);

legend ('Vx(X)');



% Формируем систему уравнений

% R(1) — соответствует х(t),

% R(2) – соответствует Vx=dx/dt.

function dRdt=MyDiffEquation(t,R)

MyKoeffMu=0;

dRdt=[R(2); MyKoeffMu*(1-R(1)^2)*R(2)-R(1)];

[bookmark: __DdeLink__2602_2109294581]end.



Исследуем случай без затухания (μ = 0). Выполнение программного кода приведет к построению двух графиков, представленных на рис. 14 
и 15.
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Рис. 14. Зависимости координаты и скорости от времени

На первом из них приведены зависимости координаты и скорости от времени, мы наблюдаем хорошо известные гармонические колебания. Как видно, результат численного расчета соответствует аналитическому решению, найденному ранее. 
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Рис. 15. Фазовая диаграмма гармонического осциллятора

Рисунок 15 представляет собой фазовую диаграмму. В общем случае для построения фазовой диаграммы выбираются две переменные, которые однозначно определяют состояние системы второго порядка. Наиболее часто в качестве таких переменных выбираются обобщенные координаты и импульсы. Анализ фазовой диаграммы полезен, так как позволяет выявить все возможные состояния в системе, а также отслеживать динамику ее развития. Для нашего случая выбраны координата и скорость (соответствует случаю единичной массы). Видно, что фазовая диаграмма гармонического осциллятора представляет собой окружность.

Исследуем, как изменится поведение нашей системы в случае нелинейного отклика, для этого изменим значение μ на ненулевое. Зависимости скорости и координаты от времени приведены на рис. 16.
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Рис. 16. Зависимость координаты и скорости от времени 
для осциллятора Ван дер Поля

Как видно, движение в этом случае является периодическим: и координата, и скорость с течением времени восстанавливают свои значения. Однако закон изменения величин весьма далек от гармонического, что подтверждается фазовой диаграммой на рис. 17.

Изначально движение осциллятора не является периодическим, системе требуется некоторое время для перехода к такому состоянию. Область фазовой диаграммы, отвечающая за периодическое движение, представляет собой сложную геометрическую фигуру, что и говорит о негармоничности движения.
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Рис. 17. Фазовая диаграмма осциллятора Ван дер Поля

Рассмотрим изменение фазовой диаграммы при изменении начальных условий движения. Для этого создадим несколько вариантов начальных значений координаты и скорости осциллятора и организуем их циклический перебор. Все результаты для сравнения будут выводиться на одну фазовую диаграмму. 



% Задаем начальные условия и коэффициент сопротивления

V0=[4, -2, -5, 4] ;

X0=[0, 3, -1, -3];

MyKoeffMu=2;



% Задаем промежуток времени

tspan=[0 20];

% Решаем систему несколько раз с выводом графика

figure();

hold on;

grid on;

for i=1:4

Condition=[X0(i);V0(i)]

[t,R] = ode45(@MyDiffEquation(tspan, Condition);

plot(R(:,1),R(:,2),'LineWidth',2);

end



Результат приведен на рис. 18.
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Рис. 18. Предельный цикл (1, 2, 3, 4 –  начальные состояния системы, 
5 – область предельного цикла)

Независимо от начального состояния системы (точки 1–4) с течением времени она приходит к установившемуся периодическому движению, получившему название «предельный цикл» (область 5 на фазовой диаграмме).

Существование предельных циклов обнаружено для многих нелинейных колебательных систем, одной из наиболее известных является аттрактор Лоренца, описываемый системой уравнений

,

,

.

Подобная система встречается в приложениях газодинамики, гидродинамики и оптики. В зависимости от значений параметров σ, r и b возможны разные поведения системы (некоторые примеры приведены на рис. 19).

Необычное поведение аттрактора Лоренца связано с тем, что это одна из систем, в которых наблюдается динамический хаос, – явление, при котором поведение нелинейной системы выглядит случайным, несмотря на то что оно определяется детерминистическими законами [7]. В основе динамического хаоса – неустойчивость решения по отношению к малому изменению параметров системы вблизи особых точек. При моделировании таких систем численными методами очень желателен предварительный теоретический анализ.
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Рис. 19. Аттрактор Лоренца

Задания к лабораторному практикуму

1. Постройте график аналитического решения уравнения свободных незатухающих колебаний с начальными параметрами, заданными преподавателем.

2. Промоделируйте вынужденные колебания под действием гармонической периодический силы. Найдите численное решение системы с параметрами, заданными преподавателем.

3. Промоделируйте движение осциллятора Дуффинга – одномерного маятника, движущегося в поле.

.

Рассмотрите случай вынужденных колебаний под действием гармонической периодической силы. Рассмотрите случай для значений А = 2,75; В = 0,2.

4. Составьте программу для моделирования аттрактора Лоренца. Исследуйте поведение системы при различных комбинациях параметров σ, r и b.











































ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Цель настоящего издания – не только представить необходимые сведения по вычислительной физике, но и ознакомить студентов с современными методами решения задач по этой дисциплине.

В последние годы наблюдается переход от использования языков программирования к использованию специализированных программных пакетов. Если десятилетие назад исследователь самостоятельно реализовывал алгоритмы решения и конечно-разностные схемы на C, фортране или другом языке высокого уровня, то в настоящее время библиотеки программных пакетов предоставляют большой набор встроенных функций для этих целей. Тем не менее исследователь должен понимать, что постановка задачи и сведение ее к математической модели, а также выбор соответствующего алгоритма решения остаются целиком в его ведении. Для несложных задач автоматически предлагаемые алгоритмы дают достаточную точность расчетов и хорошую сходимость. В остальных случаях при использовании библиотечных функций необходимо определить параметры их работы. Подробное описание принципов работы каждой функции можно найти в документации.

Переломным моментом в современной вычислительной физике и технике стало использование имитационного моделирования. В настоящее время оно широко применяется для моделирования поведения механизмов и машин (Solidworks), физических процессов и свойств материалов (Ansys, SalomeMeca и др.). Simulink и Scilab позволяют реализовать имитационное моделирование с помощью блочного конструирования. Для задач вычислительной физики такой метод, видимо, является оптимальным: с одной стороны, позволяет достаточно наглядно представлять моделируемый процесс в целом, с другой – не слишком удаляться от его математической модели.

Еще одним важным шагом в развитии современной вычислительной физики стало широкое применение средств визуализации. Первоначально результаты численного моделирования представлялись в виде файлов, содержащих численные значения исследуемых величин, параметров и объектов. Несмотря на полноту представляемой информации, в таком виде она крайне неудобна для анализа и понимания. С развитием аппаратного обеспечения и разработкой OpenGL разработчики программных пакетов стали включать в их состав обширные библиотеки графических функций, что позволило представлять результаты численного моделирования в режиме реального времени, в удобной для анализа форме. 

Движение в гравитационном поле и исследование колебаний – часто встречающиеся и хорошо изученные прикладные задачи, поэтому именно они выбраны для иллюстрации современных подходов и тенденций. Во второй части конспекта лекций будут разобраны методы решения других задач вычислительной физики.
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