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С помощью траекторной модели с поверхностным трением проанализирована экспери-
ментальная функция возбуждения реакции захвата 58Ni+60Ni. Процесс столкновения
тяжелых ионов описывается стохастическими динамическими уравнениями, в которых
учтены диссипация, тепловые флуктуации и эффекты памяти. Для описания диссипации
используется модель поверхностного трения, в которой сила трения пропорциональна
квадрату производной от ядерной части ядро-ядерного потенциала. Эта часть по-
тенциала рассчитывается с помощью модели двойной свертки. В ней применяются M3Y
NN-силы с плотностной зависимостью и конечным радиусом обменного слагаемого.
Оказалось, что функция возбуждения чувствительна ко всем варьируемым параметрам
модели: диффузности распределения ядерной материи, силе радиального трения,
времени корреляции случайной силы. Наилучшее значение критерия Пирсона χν

2,
которого удалось добиться, составило около 10.

Ключевые слова: слияние тяжелых ионов, стохастические дифференциальные урав-
нения, потенциал двойной свертки, запаздывающее трение.

УДК 539.173(04)

Модель ТМПТ (траекторная модель с поверхност-
ным трением) была разработана в [1, 2] для описания
столкновения сферических ядер. Относительное
движение сталкивающихся ионов моделируется как
движение броуновской частицы в центральном поле
под действием флуктуационной и диссипативной сил.
Квантовые аспекты столкновения игнорируются, так
что флуктуации носят сугубо тепловой характер.

Такое приближение оправданно, когда сечения за-
хвата (слияния) превосходят примерно 100 мб.
В модели есть опция, позволяющая учитывать

конечное время корреляции случайной силы τc

и, соответственно, запаздывающее трение. Сила
трения считается пропорциональной квадрату про-
изводной от ядерной части ион-ионного потенциала
(модель поверхностного трения). Эта часть потенци-
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ала рассчитывается в рамках модели двойной свёртки
с M3Y NN-силами. Учитываются конечный радиус
обменной части нуклон-нуклонного взаимодействия
и его плотностная зависимость.

В работе [1] с помощью первого варианта ТМПТ
была сделана попытка продвинуться в решении проб-
лемы «аномально большой диффузности», которая
сформулирована в работе [3]. Эта проблема состоит
в том, что для согласования расчётных сечений за-
хвата с экспериментальными требуется аномально
большая диффузность Вудс-Саксоновского профиля
для ядерной части ион-ионного потенциала. Расчёты,
проведённые в [1], показали, что сечения захвата
для сильно асимметричных реакций 16O+92Zr, 144Sm,
208Pb могут быть описаны с помощью потенциала
двойной свёртки с M3Y NN-силами. Этот потенциал,
имеющий нормальную (малую) диффузность, ус-
пешно применялся для анализа данных по упругому
рассеянию [4]. Обнаруженная в [3] аномально боль-
шая диффузность была следствием того, что при ана-
лизе данных игнорировался диссипативный характер
столкновения ядер при энергиях выше среднего ку-
лоновского барьера.

Использованная в работе [1] траекторная модель
не учитывала тепловые флуктуации и эффекты па-
мяти. Ответу на вопрос, до какой степени эти два
аспекта важны при расчёте сечений захвата, была
посвящена работа [2]. Оказалось, что учёт флукту-
аций меняет сечения в пределах 5 %, как с мгновен-
ным трением, так и с запаздывающим, а учёт памяти
приводит к росту сечений на 10–15 % для реакции
16O+92Zr и на 20–30 % для реакции 16O+208Pb. Все
уравнения и алгоритм динамического моделирования,
использованные в данной работе, полностью совпа-
дают с [2]. Нашу модель можно применять только
для анализа сечений надбарьерного слияния (σ≥90 мб),
поскольку квантовые эффекты в ней не учитываются.

В настоящей работе мы анализируем функцию
возбуждения захвата в реакции 58Ni+60Ni. В идеале
хотелось бы анализировать данные о симметричной
реакции (например, 58Ni+58Ni), но такие данные нам
в литературе обнаружить не удалось. Исключение
составляет работа [5], однако в ней в диапазон зна-
чений сечения, на который мы претендуем, попадают
лишь три точки, а верхний предел измеренного се-
чения слияния в реакции 58Ni+58Ni  составляет 200 мб.
Поэтому мы делаем расчёты для реакции 58Ni+58Ni
и сравниваем их результаты с данными работы [6]
по реакции 58Ni+60Ni. В работе [6] сечения слияния
измерены с высокой точностью и вплоть до глубоко
подбарьерных энергий. Из результатов этой работы
видно, что связь с каналами передачи нейтронов и
фононных возбуждений может быть существенной
вплоть до энергий столкновения Eст=105 МэВ. По-
этому мы исключаем соответствующие точки из на-
шего анализа.

Мы рассчитываем, что анализ функции возбуж-
дения в области энергий, где квантовые эффекты
несущественны, позволит определить диффузность
распределения материи в 58Ni, а также амплитуду
коэффициента трения и время корреляции случай-
ной силы, соответствующих межцентровому рассто-
янию.

Ядерная часть потенциала, используемого в на-
шей модели, UnDF, вычисляется методом двойной
свёртки. В роли нуклон-нуклонного эффективного
взаимодействия используется M3Y взаимодействие,
в котором учтён конечный радиус обменного сла-
гаемого и плотностная зависимость. Алгоритм вычис-
ления подробно описан в [7, 8] (в последней работе

опубликован компьютерный код для вычисления по-
тенциала). Распределение плотности ядерной мате-
рии (мы предполагаем, что распределение нейтронов
не отличается от распределения протонов) задаём
в виде Ферми-функции

            ( ) .exp1
1

0

−






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

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r               (1)

Здесь параметр ρ0 определяется условием сохра-
нения числа нуклонов, а радиус половинной плот-
ности RA и диффузность aA определены неодно-
значно. В экспериментах по электронному рассе-
янию определяется среднеквадратичный зарядовый
радиус Rmq, а затем распределение заряда в ядре
аппроксимируют Ферми-функцией с параметрами
Rq и aq.

Мы варьируем aq. как свободный параметр,
тогда Rq находится из определения Rmq  по формуле:

                 .
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Эта формула получается в первом приближении
по малому параметру π2aq

2Rq
–2. Далее принимается,

что RA=Rq и
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Здесь <rqp
2>=0,76 фм и <rqn

2>=0,11 фм [9]
представляют собой среднеквадратичные радиусы
распределения заряда в протоне и нейтроне соответ-
ственно. Данные о Rmq  взяты нами из недавнего
обзора [10]. Зависимость потенциала, вычисленного
таким способом, от межцентрового расстояния, по-
казана на рис. 1. На нижней панели видно, что точ-
ность вычисления интегралов становится недоста-

Рис. 1. Ядерная часть потенциала,
используемого в нашей модели,

UnDF  и ее аппроксимация по формулам (4, 5) UnGK

в зависимости от межцентрового расстояния R.
Вверху — малые расстояния,
внизу — большие расстояния.

Расчёт сделан для диффузности aA=0,550 фм
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точной, когда межцентровое расстояние превос-
ходит 20 фм: потенциал UnDF  осциллирует, меняя
знак. Между тем для расчёта силы трения нужна
производная от ядерной части потенциала при зна-
чительно бульших расстояниях. Поэтому необхо-
димо аппроксимировать потенциал двойной свёртки
какой-нибудь удобной гладкой функцией. В работе
[1] было показано, что для этой цели хорошо подхо-
дит профиль, предложенный Гроссом и Калиновски
в работе [11]

      ( ) [exp1ln 0A
a

R
RU GK

GK
nGK +








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





 ∆
−+−=

                ],2
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               ( ).3/13/1
TPGK AArRR +−=∆                 (5)

Параметры этой функции rGK, aGK, A0GK, A1GK, A2GK

подбираются так, чтобы минимизировать относи-
тельную разницу между UnDF и UnGK. Построенный
таким образом потенциал UnGK показан на рис. 1 квад-
ратами. Видно, что он хорошо аппроксимирует функ-
цию UnDF как на больших межцентровых расстояниях
(нижняя панель), так и на малых (вблизи барьера,
верхняя панель). Радиус барьера (межцентровое рас-

стояние, при котором появляется барьер) в данном
случае составляет 10,85 фм.
Сечение захвата определяется коэффициентами

прохождения барьера. Коэффициент прохождения
для данного орбитального углового момента, TJ,
в модели ТМПТ определяется как число захваченных
траекторий к полному числу моделированных (часть
траекторий отражается от барьера). Типичная зави-
симость TJ от J показана на рис. 2. Видно, что для
данной энергии столкновения (Eст=106,59 МэВ) ко-
эффициенты прохождения, рассчитанные с учётом
диссипации (открытые квадраты), сильно отличаются
от коэффициентов прохождения, вычисленных в
квантовой модели проницаемости одномерного
барьера (линия со сплошными квадратами).
Перейдём теперь к нашей главной цели — сече-

ниям захвата. Экспериментальные точки (открытые
кружки) вместе с результатами нашего моделирова-
ния (сплошные значки) показаны на рис. 3. Расчётные
кривые отличаются значениями диффузности
распределения ядерного вещества, время корреляции
случайной силы  нулевое, амплитуда радиального
трения KR=3,0·10–2 MэВ–1·зс. Энергетическая зависи-
мость рассчитанных сечений  заметно отличается
от поведения экспериментальных точек. При срав-
нительно низких энергиях с экспериментом лучше
согласуется расчёт с большой диффузностью (квад-
раты), тогда как при самых высоких энергиях наи-
лучшее согласие даёт расчёт с самой малой диффуз-
ностью (чёрные кружки). Вряд ли можно ожидать,
что диффузность распределения нуклонов в сталки-
вающихся ядрах изменится при таких незначитель-
ных энергиях.
Для количественной оценки степени согласия тео-

рии с экспериментом мы используем критерий Пир-
сона. Значения χν

2 в зависимости от диффузности aA

собраны в табл. 1. Значение диффузности распреде-
ления заряда aq, при котором χν

2 достигает наимень-
ших значений, намного больше, чем 0,517 фм, которое
приводится в обзоре [12].
В следующей серии расчётов мы варьируем амп-

литуду радиального трения KR. В работе [1] было полу-
чено хорошее согласие теории с экспериментом для
трёх функций возбуждения при KR=2,5·10–2 MэВ–1·зс.
Поэтому мы варьируем KR  вблизи этого значения.
Результаты представлены на рис. 4. Видно, что со-
гласие теории с экспериментом не улучшается при
изменении KR от 3·10–2 МэВ–1·зс  до 2·10–2 MэВ–1·зс.
Основная проблема даже не в абсолютных значениях
сечений, а в наклоне функции возбуждения.

Рис. 2. Коэффициенты прохождения
в зависимости от углового момента,
рассчитанные при Eст=106,59 МэВ,
KR=3,0·10–2 MэВ–1·зс, aA=0,550 фм.

Открытые символы — расчёт с помощью ТМПТ,
сплошные символы с линией — расчёт с помощью

квантовой модели проницаемости
параболического барьера

Рис. 3. Экспериментальные сечения захвата
(открытые кружки с погрешностями [6])
в зависимости от энергии столкновения

в системе центра масс Eст

сравниваются с нашими расчётами,
в которых учтены флуктуации,

но нет задержки трения (сплошные значки с линиями).
Квадраты — aA=0,600 фм,  треугольники — aA=0,500 фм,

кружки — aA=0,400 фм, KR=3,0·10–2 MэВ–1·зс

Рис. 4. Экспериментальные сечения захвата
(открытые кружки с погрешностями [6])
в зависимости от энергии столкновения

в системе центра масс Eст

сравниваются с нашими расчётами,
в которых учтены флуктуации, но нет задержки трения

(сплошные  значки  с  линиями).
Квадраты — KR=3,0·10-2 MэВ-1·зс,

треугольники — KR=2,0·10–2 MэВ–1·зс, aA=0,500 фм
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Последний варьируемый параметр нашей модели
это время корреляции случайной силы, которое
совпадает с временем запаздывания коэффициента
трения. В работе [13] отмечалось, что разумные
значения  этого времени не превосходят 0,2 зс. Мы
провели расчёты, варьируя время корреляции от
нуля до этого значения и не обнаружили улучшения
согласия теории с экспериментом: рассчитанные
функции возбуждения по-прежнему растут с энер-
гией круче, чем экспериментальная зависимость
σ(Eст).
Итоги работы можно сформулировать следу-

ющим образом. В нашей модели процесс столкно-
вения тяжёлых ионов описывается стохастическими
динамическими уравнениями с учётом эффектов
памяти. Для силы трения используется  квадратичная
зависимость от производной ядерной части ион-
ионного потенциала (модель поверхностного трения).
Эта часть потенциала рассчитывается с помощью
модели двойной свёртки. В качестве NN-сил исполь-
зуется хорошо микроскопически обоснованная M3Y
версия с конечным радиусом обменного слагаемого
и плотностной зависимостью. Ранее с помощью дан-
ной модели удалось неплохо описать данные по функ-
циям возбуждения захвата в реакциях 16О+16О [14],
16О+92Zr, 16О+144Sm, 16О+208Pb [1], 28Si+208Pb,
32Si+208Pb [15]. Однако для реакции 58Ni+58Ni  до-
стичь согласия с экспериментальными сечениями
захвата лучше, чем с χν

2=12, не удалось.

М. В. Чушнякова благодарит фонд Д. Б. Зимина
«Династия» за финансовую поддержку.
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Таблица 1 
Результаты χν2-анализа рассчитанных функций возбуждения захвата  

в сравнении с данными [6]  
в зависимости от свободного параметра aA.  

Среднеквадратичный зарядовый радиус Rmq =3,775 фм [10],  
KR=3,0·10–2 MэВ–1·зс 

 

aA, фм 0,350 0,370 0,400 0,430 0,450 0,500 0,550 0,600 

RA, фм 4,456 4,419 4,358 4,292 4,245 4,114 3,964 3,793 

aq, фм 0,411 0,428 0,454 0,481 0,499 0,544 0,591 0,638 

RB0, фм 10,52 10,53 10,58 10,63 10,68 10,75 10,85 10,92 

UB0, МэВ 101,3 101,2 100,6 99,9 99,4 98,1 97,5 95,5 

χν2 400 334 230 172 103 44 12 15 

mailto:drozdovailga@mail.ru
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
И АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
ПРОТИВОБОРСТВА
В КОНФЛИКТНОЙ СИТУАЦИИ
ДВУХ ВОССТАНАВЛИВАЕМЫХ
ПОСЛЕ ОТКАЗОВ СИСТЕМ

В. И. ПОТАПОВ

Омский государственный
технический университет

Поставлена задача и разработана математическая модель противоборства двух, восста-
навливаемых после отказов, избыточных технических систем, участвующих в конф-
ликтной ситуации. Разработан  алгоритм решения поставленной задачи,  которая  све-
дена к дифференциальной игре  между двумя конфликтующими системами.

Ключевые слова: математическая модель, конфликтная ситуация, противоборство,
дифференциальная игра, стратегия игрока, функция выигрыша.

Работа  выполнена  в  соответствии  с  заявкой  на  грант  РФФИ, проект № 14-08-00555.

УДК 519.711.3:004.94

Введение. Конфликтные ситуации обычно возни-
кают тогда, когда сталкиваются интересы двух или
более враждующих сторон, преследующих различ-
ные цели, и  между ними возникает противоборство
за  достижение собственных целей вопреки  враж-
дебным действием противоборствующей стороны.
Подобные ситуации чаще всего имеют  место в воен-
ном деле и в области экономики, да  и другие области
деятельности не являются  исключением.
В данной работе в качестве конфликтующих сто-

рон будем рассматривать две идентичные по струк-
туре избыточные технические системы, содержащие
основные и резервные компоненты (блоки), подклю-
чаемые вместо отказавших основных, для восстанов-
ления функциональных возможностей соответству-
ющей системы, участвующей в противоборстве.
Каждая из участвующих в конфликте сторон в про-
цессе противоборства систем стремится ослабить
противодействующую систему, уменьшая вероят-
ность ее безотказной работы, путем целенаправ-
ленного воздействия (атаками) на ее  компоненты,
увеличивая  интенсивность их отказов в течение вре-
мени взаимодействия.
В задачу каждой из противоборствующих сторон

входит выбор оптимальной стратегии поведения
в конфликтной ситуации с целью максимизации  со-
ответствующей функции выигрыша за счет опти-
мального использования резервных компонентов.

Математическая модель противоборствующих
систем. Будем полагать, что каждая из двух участву-

ющих в  конфликте систем 2 1  ,),,,( =gsmnS g  состоит

из n (n=n1+n2+...+nq)  основных и  m (m=s1+s2+...
...+sq) резервных блоков, разбитых на q групп,
в каждой из которых возможна замена отказавших
основных только резервными блоками из этой груп-
пы. При этом целочисленный вектор ),...,,( 21 qssss = ,
соответствующий распределению резервных блоков
в q группах каждой из систем, будем называть век-
тором резервирования. В процессе противоборства
вектор резервирования каждой из ) , ,( smnS g  систем
может целенаправленно изменяться в  соответству-

ющие моменты времени  τi с целью перераспреде-
ления (настройки) резервных m блоков между q
группами  для максимизации вероятности безотказ-
ной работы соответствующей системы последова-
тельно в моменты  настройки и к моменту окончания
противоборства. Вектор ) , , , ,( lττττ=τ K210 , эле-
менты которого  соответствуют моментам перерас-
пределения резервных  блоков в соответствующей
системе, будем в дальнейшем называть  вектором
настройки системы и считать, что перераспределе-
ние резервных блоков в системе, то есть  восстанов-
ление работоспособности Sg-системы после отказов
основных блоков в соответствующей q группе и за-
мена их резервными блоками из числа m происходит
с интенсивностью  µg(t).

Постановка задачи. При постановке и решении
задачи противоборства двух конфликтующих дина-

мических систем ( )ggg smnS g   ,  , , g=1,2  будем  поль-
зоваться в дальнейшем терминологией и понятиями
теории игр [1÷3].
Пусть системой ) ,  , ( 1111 smnS  располагает и управ-

ляет игрок 1, а системой )  ,  ,( 2222 smnS  располагает
и управляет игрок 2. Как указано выше, системы

( )gggg
smnS  ,  , , g=1,2 являются восстанавливаемыми

после отказов с интенсивностями восстановления
µg(t), одинаковыми для всех q блоков соответству-
ющей системы. Игрок 1 располагает множеством

стратегий }  ,, { 1211 µλ= sW , а игрок 2 располагает мно-

жеством стратегий }  ,  ,{ 2122 µλ= sW , где gs  — вектор ре-

зервирования g-го игрока; ))( ...,  ),(  ),(( ttt g
q

ggg λλ= λλ 10  —
вектор интенсивностей отказов в q группах системы

( )gggg
smnS  , ,  (в дальнейшем с целью упрощения сис-

тему ( )gggg
smnS  , ,  иногда  будем обозначать Sg).

В [4] показано, что поведение  восстанавливаемой

системы ( )gggg
smnS  , ,  может быть описано  вектор-

ным уравнением вида
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                ( ) ),()()( tPtDtP
dt
d gggg µ=                  (1)

с начальными условиями

                   
,)(

0

0
0
1

0
M

=gP
                             (2)

где  Pg(t) — вероятность безотказной работы системы
Sg  в течение времени t,
а ))(  ...,  ),(  ),(()( tttt g

q
ggg µµµ=µ 21 — вектор интенсивности

восстановления после отказов в  q  группах системы
Sg ,  то есть векторное  управление, а матрица Dg(µg(t))
определена в [4].
Будем считать, что число q групп для игроков 1

и 2 одинаково, то есть векторы 1s  и 2s  имеют оди-
наковую размерность q. В процессе противоборства
(игры) рассматриваемых систем положим, что иг-
рок 1 старается максимизировать величину  P1(tf)–
P2(tf), где tf — время окончания игры, а игрок 2 ста-
рается минимизировать эту величину. Обозначим че-

рез ,)(tP g
k 1≤k≤mg вероятность того, что в ( )gggg

smnS  , ,

системе к моменту времени t произошло k отказов.
Будем считать, что за время игры tf игрок g

(g=1,2) имеет право не  более чем L (L≥1) раз изме-

нять свой вектор резервирования gs , не считая мо-
мента t=0, управляемой им динамической системы

( )gggg
smnS  , , . Наконец, вектор  10 τττ=τ g

L
ggg  ),  ...,  ,  ,(  00 =τg

назовем вектором настройки g-го игрока.
Очевидно, что f

g
L t<τ .

Итак, для исследования задачи противоборства

двух систем ( )gggg
smnS    ,  ,  получена игра двух лиц

с нулевой  суммой с функцией выигрыша

                 K(z1, z2)=P1(tf)–P2(tf),

где zg∈Wg — стратегия g-го игрока (g=1,2) из мно-
жества возможных стратегий Wg.

Решение задачи противоборства двух Sg систем.
Для решения поставленной задачи воспользуемся
методом дискретизации. Будем полагать, что каж-
дому моменту настройки )( Lg ≤σ≤τσ 0 системы Sg со-

ответствует вектор резервирования ( )g
q

ggg ssss σσσσ =   ,  , , K21 .

Введем интервалы настройки ],[ ggg
1+σσσ ττ=τ∆ , причем

f
g
L t=τ +1 . Функции интенсивности отказов  λg(t) и ин-

тенсивности восстановления µg(t) будем считать
кусочно-постоянными с возможными точками раз-
рыва первого рода в моментах настройки. Обо-
значим для ( ) ( )22

1
2

0
21

qtt σσσσ λλλ=λτ∆∈  , , , K  и  11
σµ=µ )(t ,

а для ( ) ( )11
1

1
0

12
qtt σσσσ λλλ=λτ∆∈  , , , K  и 22

σµ=µ )(t .
Таким образом, игрок 1, управляющий систе-

мой S1, получает множество стратегий {   ,  , 111 τ= CW

}  ,  12 µΛ , где 1τ   — вектор  настройки игрока 1, C1 —

матрица, составленная из координат векторов резер-

вирования 1
σs ;

            

qLsss

sss

sss

C

LqLL

q

q

×+

=

)( 111
2

1
1

1
1

1
12

1
11

1
0

1
02

1
01

1

L
LLLL

L
L

;

Λ2 — матрица, составленная из координат векторов  2
σλ :

           

)()( 1122
1

2
0

2
1

2
12

2
10

2
0

2
01

2
00

2

+×+λλλ

λλλ
λλλ

=Λ

qLLqLL

q

q

L
LLLL

L
L

1µ — вектор интенсивности восстановления: 1 =µ

( )11
1

1
0 Lµµµ=  , ,, K .

Для игрока 2, управляющего системой S2, мно-

жество стратегий }{   ,  ,  , 21222 µΛτ= CW  строится ана-
логично.
Введем теперь последовательность  {t0, t1,…, t2L+1},

которая  получается  объединением последователь-

ностей  { }1
1

1
1

1
0 +τττ L ..., , ,  и { }2

1
2
1

2
0 +τττ L ..., , , , элементы

в которой расположены в порядке возрастания. Ясно,
что t0=0, а  t2L+1=tf .
Обозначим ∆tу=[tу , tу+1].
Таким образом, исходя из уравнений (1) и (2),

получим дифференциальную игру между двумя сис-

темами ( )gggg
smnS  ,  , , описываемую   уравнениями

            [ ] ,)(  ),( , 11111
1

PttsD
dt
Pd

µλ=

                                                                                                                               (3)

            [ ] ,)(  ),( , 22222
2

PttsD
dt
Pd

µλ=

с начальными условиями

    

)(

)(

10

0
0
1

0

1

1

+

=

m

P

M
,   

)(

)(

10

0
0
1

0

2

2

+

=

m

P

M

,         (4)

где 

)()(

)(

)(

)(

1

1

0

+

=

gg

m

g

g

g

mtP

tP

tP

tP

g

M

вектор — столбец размерности (mg+1); Dg — мат-
рица  размерности   (mg+1)×(mg +1), определенная

в [4].  Очевидно, что  ),()( tPtP g
k

m

k

g
g

∑
=

=
0

(g=1,2).

Решение уравнений, подобных (3), для оптималь-
ного восстановления  работоспособности противо-
борствующей системы после отказов, обеспечива-
ющего оптимизацию вероятности безотказной
работы Sg-системы дано в [4].
Управления игроков систем Sg, участвующих

в игре, подчиним следующим ограничениям.
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1.             L≤σ≤0
max

   qi≤≤0
max

   g
g

i M≤λσ .                (5)

Данное условие показывает, что ресурсы напа-
дения игроков ограничены.

2.                 L≤σ≤0
min

 g
пп α≥τ−τ σ+σ )( 1 .                  (6)

Это условие запрещает каждому игроку делать
две последовательные настройки «слишком быстро».

3.   ;σσ
=

σ =λ+µ ∑ 1
1

0

2 bi

q

i

;σσ
=

σ =λ+µ ∑ 2
2

0

1 bi

q

i

L≤σ≤0 .     (7)

Данное условие отражает тот факт, что в любой
момент времени невозможно превосходить сопер-
ника и в нападении и в защите и что сумма своих
ресурсов нападения и защиты каждому игроку в лю-
бой момент времени известна.

4.               ,ggg
i

q

i

ms σσ
=

ϕ−=∑
1

,L≤σ≤0                (8)

где ,)( 







τϕ σ

+

=
∑ gg

k

m

k

g kP
g

l

1

0

а число l и величина  ( )gg

mgP σ+
τl,1   находятся из условий:

                 ( ) ( ),
,

gg
k

m

k

g

m
PP

g

g σ
=

σ+
τ−=τ ∑ ll

0
1

1

                              .gt στ=l

Четвертое условие (8) указывает, что к моменту
настройки  g

στ   количество  резервных элементов
игрока g уменьшается на величину  g

σϕ , представля-
ющую собой математическое ожидание числа отка-
завших элементов в  Sg системе.

Из формулы (7) вытекает, что g
i

q

i

gg b
~~

σ
=

σσ λ−=µ ∑
0

,

L≤σ≤0 , где  




=
=

=
.,

,,~
1 если 0

2 если 1

g

g
g

Теперь множество стратегий игроков, управля-
ющих системами  Sg , можно сузить так, что для g-го

игрока  }{   ,  ,~ gggg СW λτ= .
Покажем, что рассматриваемая дифференциаль-

ная игра между двумя системами  ( )gggg
smnS   ,  ,  сво-

дится к матричной игре.

Пусть { }21 aaa  ,min=  .  На интервале [0, tf [ введем
множество χ={0, α, 2α, 3α, …, ωα}, где  ω=[tf /α–1].
Далее,  пусть точность определения управления ( )tgλ

равна εg.  Тогда  каждая  координата  вектора   ( )tgλ
может   принимать [Mg/εg]+1 значений. Последова-

тельность моментов настроек  { }g
L

gg τττ  ..., , , 21  на

точках множества χ можно распределить 






ω
L

 спо-

собами.
Таким образом, для g-го игрока существует

      ( ),g
L

L

g

g
g d

M

L σ
=σ

ϕ









+













ε






ω
=ψ ∏

1

1      (g=1, 2)

стратегий, где ( )gd σϕ  — число целых неотрицательных

решений уравнения (8).

Известно  [5], что  ( ) 








ϕ−
−ϕ−+

=ϕ
σ

σ
σ gg

gg
g

m

mq
d

1
.

Итак, рассматриваемая дифференциальная игра

двух систем   ( )gggg
smnS   ,  ,  свелась к матричной игре

( )( )ji zzK 21
~ ,~  размерности  ψ1×ψ2,  где   

1
1 Wz i

~~ ∈  — i-я

стратегия игрока 1,  2
2 Wz j

~~ ∈  —  j-я стратегия иг-

рока 2.  Более того, обозначив  ( )jiij zzK 21
~ ,~=α , полу-

чим нормальную форму матричной игры A=(αij) без
ограничений на стратегии игроков, так как все огра-
ничения (5)–(8) учтены при построении матрицы A
и множеств 21 WW ~  ,~ . Как известно [6],  нормальная
форма матричной игры всегда имеет решение если
не в чистых, то в смешанных стратегиях.
Будем искать решение матричной игры A в сме-

шанных стратегиях, так как выяснить существование
седловой точки в матрице A практически невоз-
можно даже для небольших чисел ω, L и достаточно
малых ε1, ε2.
Для решения применим метод фиктивного ра-

зыгрывания [6], который, по существу, является ими-
тацией многократного повторения игры. В  соответ-
ствии с этим методом определяются две последова-

тельности векторов { }αX , { }αY  следующим образом.

Первоначально

                    ....,,,,

,...,,,,

njY

miX

j

i

   2 1 0

   2 1 0
0

0

==
==

Далее, действуя по индукции,  полагают, что 1−αX

и 1−αY  выбраны и  найдены такие i  и  j , что

k(α)=i,  максимизирует  1

1

2
−α

ψ

−

α∑ jij
j

Y ,

и  c(α)=j,    минимизирует  
1

1

1
−α

ψ

−

α∑ iij
i

X .

Если существует набор решений, при которых
указанные выше выражения достигают максимума
или минимума, то любую из этих  стратегий (макси-
мизирующую или  минимизирующую) можно взять
в качестве решения [6].
При этом

             
( )
( )





α=+
α≠

= −α

−α
α

,если,1

,если,
1

1

kiX

kiX
X

i

i
i             (9)

              
( )

( )





α=+

α≠
= −α

−α
α

.   ,1

,  если ,
1

1

cjY

cjY
Y

j

j
j            (10)

Две последовательности векторов определяют

стратегии  αx    и   αy :

                  
αααα

α
=

α
= YyXx

11
 , .

Очевидно, что при α≥1  стратегии  αx  и  αy
будут смешанными.
Как отмечено в [6], не существует никаких гаран-

тий, что последовательность  { αx } или { αy } схо-
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дится, но поскольку она лежит в  компактном мно-
жестве стратегий, то она должна содержать сходя-
щуюся последовательность. Предел любой сходя-

щейся последовательности { αx } и { αy } является

оптимальной стратегией.
Данный метод требует большого числа итераций,

но итерации достаточно простые и удобны для про-
граммирования.

Численный  алгоритм решения задачи противо-

борства двух систем  ( )gggg
smnS   ,  , . На основании

изложенного предлагается следующий алгоритм
решения поставленной задачи противоборства двух
технических восстанавливаемых после отказов  Sg-
систем, который нетрудно реализовать на современ-
ных профессиональных персональных ЭВМ.

Алгоритм.
1. Задать ε1, ε2, α1, α2, M1, M2, tf, L, {b1σ}, {b2σ},

0≤σ≤L.
2. Вычислить α=min {α1, α2,} и  ω=[tf /α–1].
3. Сформировать множество χ={0, α, 2α, …, ωα}.

4. Задать вектор ( ) ,2 ,1  , ..., , , 10 =τττ=τ gg
L

ggg   где   χ∈τσ
g .

5. Задать матрицу ( ) ,,,, Lgg
i

g ≤σ≤=λ=Λ σ 02 1  0≤i≤q, где

,g
g

i
g

i v ε=λ σσ   а    [ ]{ }g
g

iv Μ∈σ     2 1 0 ...,,,, .

6. Вычислить  ,,, 2 1 =µ gg  по формулам (7).

7. Вычислить  целочисленное неотрицательное ре-

шение  gs , g=1,2, уравнения (8).
8. Вычислить Pg(tf), g=1,2, по рекуррентной про-

цедуре, данной в [4] формулами (2.7) и (2.8).
P1(tf); P

2(tf) — решения системы уравнений (3)
с начальными условиями (4).

9. Вычислить  αij=P1(tf )–P2(tf).
10. Выполнить процедуру пп. 7–8 для всех целых

неотрицательных 21 ss ,  решений  уравнения  (8).

11. Выполнить процедуру пп. 5–10 для всевоз-

можных комбинаций  [ ]{ } .2 ,1 , ..., ,2 ,1 ,0 =Μ∈σ gv g
g
i

12. Выполнить процедуру  пп. 4–11 для всевоз-

можных   ,,, 2 1=τ gg  где  Lg ≤σ≤χ∈τσ 0, .

13. Сформировать матрицу ( )
21 ψ×ψ

=Α ija .

14. Задать число  ε>0   (точность решения).

15. Положить 00 00 ==Χ Y, .

16. Положить α=1.

17. Вычислить  k(α)=i,  максимизирующее  ;1

1

2
−α

ψ

=
∑ jij
j

Ya

c(α)=j,   минимизирующее 1

1

1
−α

ψ

=
∑ iij
i

Xa .

18. Вычислить αα YX ,  по формулам (9) и (10).

19. Вычислить   αα

α
= Xx
1

,    αα

α
= Yy
1

  считая, что

., 0000 YyXx ==

20. Если  ε<−+− −αα−αα 11 yyxx ,  идти к  п. 23.

Здесь x — евклидова норма вектора x .

21. Положить α=α+1
22. Идти к  п. 17.

23. Конец ( αα yx ,  — оптимальные стратегии).

В заключение следует отметить, что если в конф-
ликте участвуют подвижные противоборствующие
системы, то задача оптимального  управления услож-
няется и для ее решения могут быть использованы
методы и приемы, изложенные в [7, 8].
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В работе [1]  разработана математическая  модель
и алгоритм для решения  игровой задачи типа «на-
падение–защита» для двух игроков, располагающих
подвижными (нападающими) и неподвижными (за-
щищающимися) объектами (системами) соответ-
ственно. При этом при приближении подвижного
объекта к неподвижному на определенное рассто-
яние противоборствующие системы начинают целе-
направленно воздействовать друг на друга, увеличи-
вая интенсивность отказов системы противника, т.е.
уменьшать функциональную  надежность соответ-
ствующей противоборствующей системы.
Дифференциальная игра между противоборству-

ющими объектами сведена к минимаксной игре
в смешанных стратегиях с функцией выигрыша, рав-
ной разности сумм вероятностей безотказной ра-
боты объектов нападения и объектов защиты в тече-
ние времени игры. При этом множеством стратегий,
для выбора из них оптимальной, для нападающего
игрока является набор  траекторий движения по-
движных объектов к местам нападения, а множе-
ством стратегий для  защищающегося игрока,  для
выбора из них оптимальной, является целенаправлен-
ный выбор места расположения объектов защиты
в заданной области расположения защищающихся —
неподвижных объектов.
Используя  (по возможности) систему обозначе-

ний и основные положения, изложенные в [1], раз-
вивая эти положения, рассмотрим следующую игро-
вую задачу противоборства между подвижными
управляемыми объектами.
Игроки 1 и 2,  участвующие в игре, располагают

L1  и L2 подвижными  объектами (системами) соответ-
ственно, которые в начале игры находятся в точках

1
1
0 1 Lkrk ≤≤, и 2

2
0 1 Lkrk ≤≤, . В дальнейшем под по-

нятиями подвижный объект  и подвижная система
будем понимать одно и то же — противоборству-
ющий объект. Обозначим через  tkf  время движения
(полета)  k-го объекта, управляемого q-м игроком,
q=1,2, от точки ,q

kr 0  до точки  q
kfr . Очевидно, что

число tkf  (время движения k-го  объекта) зависит от
траектории )(trr q

k
q
k = , выбираемой  в процессе игры

q-м игроком для управления k-м подвижным объек-
том, причем  q

k
q
k rr 00 =)(  и q

kff
q
k rtr =)( . На траектории

всех подвижных объектов )(tr q
k ,  q=1,2;  qLk ≤≤1

и законы их движения наложим те же ограничения,
что и в [1] .

Противоборствующие стороны динамически ак-
тивно влияют друг на друга при приближении k-го
объекта, управляемого q-м игроком, к подвижному
объекту противоборства на расстояние дальности
активного взаимодействия, используя для этого  со-
ответствующие механизмы воздействия на  увеличе-
ние  интенсивности отказов противоборствующей
системы, то есть уменьшая вероятность ее безотказ-
ной работы (функциональную надежность), приводя-
щую, в конечном итоге,  к отказу системы в целом.
Обозначим через pkq вероятность безотказной

работы k-го подвижного объекта, управляемого q-м
игроком; q=1,2; qLk ≤≤1 ; kqλ — интенсивность
отказов соответствующего k, q-объекта. Тогда, при
аппроксимации поведения в процессе игры про-
тивоборствующих подвижных объектов неоднород-
ным марковским процессом  [2], игра может быть
описана следующей системой дифференциальных
уравнений Колмогорова:

             2 1,),()( =λ−=′ qtptp kqkqkq                   (1)

с начальными условиями  pkq(0)=1,
где

           





=
=

=
,,,,

,,,,

2при  2 1

1при  2 1

2

1

qL

qL
k

K
K

а интенсивность отказов λkq  определяется из указан-
ных выше  условий противоборства подвижных сис-
тем следующим образом (2):

             ,),( ),( 2
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21
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= −
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при этом величина
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В приведенных выражениях (2), (3), (4)
γkq — дальность действия  k-го объекта, управля-

емого q-м  игроком в процессе взаимодействия
с противником;

{α(k,1)}, {α(k,2)} — заданные последовательности
действительных чисел, где  α(k,q) определяется типом
k-го подвижного объекта, управляемого q-м игроком;

),( q
k

q
k rt  λ  — интенсивность отказов k-го объекта

q-го игрока, определяемая объективными факторами:
временем t, влияющим на старение системы, и траек-
торией движения k-й системы, выбираемой q-м иг-
роком в процессе противоборства с учетом имею-
щихся «препятствий»  на пути  движения системы;

;),( 2
21

21
2

1

2

i

ik

ikiL

i rr

rrb

α
= −






 −

∑ ),( 1
12

12
1

1

1

i

ik

ikiL

i rr

rrb

α
= −






 −

∑   —  интенсивности

отказов, зависящие от функции взаимодействия
подвижных объектов игрока 1 с подвижными объек-
тами игрока 2 и объектов  игрока 2 с объектами иг-
рока 1 соответственно в пределах дальности действия
каждого противоборствующего объекта.
В связи с тем, что дифференциальные уравнения

в системе уравнений (1) имеют переменные коэф-
фициенты, поскольку интенсивность отказов про-
тивоборствующих систем зависит от многих пере-
менных и изменяется в пространстве и времени, то
получить аналитическое решение для вычисления
безотказной работы pkq  каждого  k-го подвижного
объекта 1≤k≤Lq, управляемого q-м (q=1,2) игроком,
не представляется возможным.
Поэтому для решения системы  дифференциаль-

ных уравнений (1) удобно использовать математи-
ческий  аппарат метода дискретизации, разработан-
ный для решения подобных задач в [3].
Очевидно, что в рассматриваемой дифферен-

циальной игре множеством стратегий Wq q-го игрока
является множество траекторий  )(tr q

k  соответству-
ющего подвижного объекта,  участвующего в про-
тивоборстве, то есть

           2 11 ,,)( }{ =≤≤= qLktrW q
q
k

q .

В качестве функции выигрыша примем

            )()(],[ fk

L

k
fk

L

k

tptpzzK 2
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1
1
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где zq ∈Wq,  а  tf — заданное время игры.

Решением рассматриваемой задачи, так же  как
и в [1], является вычисление оптимальных стратегий

1z
~  и 2z~ , для которых

             .],[maxmin]~,~[ 2121
12

zzKzzK
zz

=

В результате дифференциальная игра сводится
к матричной и ее решение ищется в смешанных  стра-
тегиях [4].
Алгоритм численного решения рассматриваемой

задачи противоборства между подвижными управля-
емыми объектами в значительной мере  совпадает
с алгоритмом, противоборства подвижных и непо-
движных объектов,  разработанным в [1], который
может быть реализован на современных  професси-
ональных персональных компьютерах. Для этого
после ввода исходных данных выполняются проце-
дуры 2–4 и 6–15, разработанного в  [1] алгоритма
последовательно для  q=1,2.
Очевидно, что рассматриваемая модель предус-

матривает возможность объединения нескольких
подвижных объектов, управляемых одним игроком,
для достижения единой цели. Подобная задача будет
рассмотрена в другой работе.
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ВЛИЯНИЕ
МЕЖФАЗНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ
В  ГРАФИТОНАПОЛНЕННОМ
ПОЛИТЕТРАФТОРЭТИЛЕНЕ
НА ПЛОТНОСТЬ МАТРИЦЫ

О. В. КРОПОТИН
С. С. АКИМЕНКО
В. А. ГОРБУНОВ
П. В. СТИШЕНКО
В. Ф. ФЕФЕЛОВ

Омский государственный
технический университет

Методом молекулярной динамики исследовано влияние межфазного взаимодействия
в графитонаполненном политетрафторэтилене на плотность матрицы.

Ключевые слова: молекулярная динамика, межфазное взаимодействие, графит, поли-
тетрафторэтилен.

УДК 539.6:539.218:678+004.94

Введение. Углеродные наполнители (в том числе
графиты) широко используются при создании анти-
фрикционных композиционных материалов на ос-
нове политетрафторэтилена (ПТФЭ) [1]. Данные на-
полнители характеризуются как структурно-актив-
ные и оказывают модифицирующее воздействие на
структуру и физические свойства полимерной мат-
рицы, в том числе на плотность [1–5]. Изменения
плотности матрицы при введении наполнителей
обусловлены изменениями плотности упаковки
макромолекул, молекулярной подвижности, морфо-
логии надмолекулярной структуры и другими факто-
рами. Концепция межфазных слоев в наполненных
полимерах [3, 6–9] предполагает возможность ло-
кальных (вблизи межфазной границы «наполнитель–
полимер») изменений плотности матрицы [6, 10–12],
закономерности и механизмы которых на сегод-
няшний день в полной мере не выявлены. Сложность
реализации экспериментов по прямому определению
характеристик межфазного взаимодействия и свойств
межфазных слоев предопределило обращение иссле-
дователей при решении указанных задач к расчет-
ным методам, в том числе к методу молекулярной
динамики (МД) [10–14], который позволяет ис-
следовать на имитационных моделях характеристики
межфазного взаимодействия в композиционных
материалах. В данной работе метод МД использован
при изучении влияния межфазного взаимодействия
в графитонаполненном политетрафторэтилене на
плотность матрицы.

Цель работы — исследование структуры меж-
фазной границы в графитонаполненном ПТФЭ.

Объект и методика исследования. В работе ме-
тодом МД исследовалось взаимодействие углерод-
ного наполнителя с макромолекулами ПТФЭ. В ка-
честве модели углеродного наполнителя использо-
вались три графеновых слоя, удерживаемых на рас-
стоянии  3,26 A друг от друга силами Ван-дер-Ваальса
(рис. 1). Полимерная фаза состояла из 42-х молекул
ПТФЭ (C2F4)40. Моделируемый композит представлял

собой параллелепипед с размерами 38,69×37,69×100 A3

(рис. 1) с периодическими граничными условиями
по всем трём измерениям.
Для реализации метода МД использовался про-

граммный пакет Accelrys Materials Studio (модули
Forcite, Amorphous Cell, Materials Studio Visualiz-
er). При описании межатомного и межмолекулярного
взаимодействий использовался потенциал COMPASS,
включающий, в том числе, электростатические и ван-
дер-ваальсовы взаимодействия. Взаимодействие Ван-
дер-Ваальса описывалось потенциалом Леннарда–
Джонса:

              ∑ 




















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−









 σ
ε=

j,i

6

ij

9

ij
VdW rr

4E ,             (1)

где ε, σ — параметры потенциала из базы данных
Materials Studio, rij — расстояние между взаимодей-
ствующими частицами. Энергия электростатиче-
ского взаимодействия описывалось следующей фор-
мулой:

                        ∑ ε
=

ijd

ji
elec r

qq
E ,                     (2)

где qi, qj — заряды взаимодействующих частиц; εd —
диэлектрическая постоянная; rij — расстояние между
взаимодействующими частицами. Относительная
концентрация атомов рассчитывалась по следующей
формуле:

                        
N
V

V

N
C V ⋅

∆
= ∆ ,                        (3)

где N — общее количество атомов в объеме системы
V; N∆V — количество атомов в выделенном объеме
∆V. Исходя из атомной массы в выделенном объеме
материала определялась его плотность.
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Для достижения равновесного состояния системы
использовалась процедура имитации отжига. На пер-
вом этапе расчетов при Т=600 К (температура плав-
ления кристаллитов) было выполнено 0,25.105 шагов
МД с соответствующим временным интервалом
t=0,4 фс. Затем температура системы снижалась до
комнатной температуры Т=300 К с шагом ∆Т=50 К.
Общее количество шагов составило 2.105, в том числе
0,5.105 шагов при температуре Т=300 K.

При сопоставлении расчетных и эксперименталь-
ных данных использовали композиционные матери-
алы, полученные модификацией ПТФЭ скрытокрис-
таллическим графитом (СКГ) марки ГЛС-3 с удель-
ной геометрической поверхностью 20–25 м2/г.
Термообработку композиционных материалов осу-
ществляли при свободном спекании заготовки и при
спекании заготовки в условиях одноосного (в направ-
лении прессования) ограничения теплового расшире-
ния [4, 9]. Плотность СКГ и ПТФЭ-композитов
определяли пикнометрическим методом на автомати-
зированном газовом пикнометре «АссuРус-1330».
Методика проведения эксперимента включает не-
сколько продувок камеры гелием, исследуемые об-
разцы перед помещением в камеру предварительно
просушивали при 200° С  в течение 1,5–2 часов.

Плотность матрицы в ПТФЭ-композитах рассчи-
тывали по выражению:

                         
НП

1
1

ρ
ϕ−

ρ

ϕ−
=ρ

,                        (4)

где ρП — пикнометрическая плотность композита;
ρН — плотность наполнителя, определенная пикномет-
рическим методом; ϕ — массовая доля наполнителя
(безразмерная величина, изменяющаяся от 0 до 1).
Относительный объем слоя с характерной толщи-
ной R, формирующегося вдоль поверхности наполни-
теля в результате действия сил Ван-дер-Ваальса
и электро-статических сил, рассчитывали по выраже-
нию:

                      
НП

у

М

0
11

SR

V
V

ρ
−

ρ⋅ϕ

⋅
=

,                  (5)

где VМ — объем матрицы в композите; V0 — объем
слоя с характерной толщиной R; Sу — удельная
геометрическая поверхность наполнителя.

Рис. 1. Начальное состояние моделируемой системы (с отображением химических связей)

Рис. 2. Состояние моделируемой системы при температуре Т=300 К (без отображения химических связей)
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Результаты исследования. Результат имитацион-
ного моделирования равновесного состояния иссле-
дуемой системы при температуре Т=300 К показан
на рис. 2. Как следует из рис. 2, молекулы ПТФЭ
располагаются на некотором расстоянии от поверх-
ности крайнего из трех слоев графена, что преиму-
щественно вызвано действием сил Ван-дер-Ваальса
и электростатическим взаимодействием, обуслов-
ленным полярностью молекул ПТФЭ. Визуально
в области межфазной границы отмечается ориента-
ция молекул ПТФЭ вдоль слоев графена, что под-
тверждается зависимостью относительной концен-
трации атомов углерода и фтора от расстояния, пред-
ставленной на рис. 3  (ось L перпендикулярна слоям
графена).
Как следует из рис. 3, по мере удаления от слоев

графена закономерность изменения концентрации
атомов фтора (F) и углерода (С) соответствует сле-
дующей схеме CF

max→CC
max→CF

max, что свидетель-
ствует о преимущественной ориентации молекул
ПТФЭ вдоль слоев графена. Отличия средних кон-
центраций атомов углерода и фтора (рис. 3) обус-
ловлены наличием в моделируемой системе слоев
графена.
Плотность ПТФЭ в системе определялась послойно

(слои параллельны слоям графена и имеют ширину
∆L). Характерное расстояние R от молекул ПТФЭ
до ближайшего слоя графена (результат действия сил
Ван-дер-Ваальса и электростатических сил) опре-
делено при ∆L=0,01 A и равно R≈2,6 A. Зависимость
плотности ПТФЭ от расстояния для 1/2 объема сис-
темы при ∆L=0,5 A представлена на рис. 4. Как сле-
дует из рис. 4, наличие в моделируемой системе объ-
ема, соответствующего характерному расстоянию R,

несколько снижает плотность ПТФЭ. Вклад этого
объема в определяемую по выражению (4) плотность
макрообъема матрицы зависит от площади графе-
нового слоя (удельной геометрической поверхности
графитового наполнителя) и от эффективного диа-
метра молекул газа, используемого при пикнометри-
ческих измерениях плотности. Как следует из рис. 4,
в окрестности межфазной границы наблюдаются
осцилляции плотности, затухающие на интервале
6–10 A. Наличие осцилляций подтверждается при
расчете плотности ПТФЭ с использованием других
значений ∆L. В качестве примера на рис. 5 приведена
аналогичная зависимость для ∆L=2 A.
Сопоставим значения плотности исследуемой

системы, полученные в процессе моделирования,
с результатами экспериментальных исследований.
На рис. 6 приведены концентрационные зависимости
плотности матрицы в графитонаполненном ПТФЭ,
рассчитанной по выражению (4). Как следует из
рис. 6, независимо от условий термообработки заго-
товки ПТФЭ-композита, наблюдается уменьшение
плотности матрицы при концентрации графита до
5 масс. %. Изменения плотности ПТФЭ в композите
(ПТФЭ+5 % СКГ), определенные по данным, приве-
денным на рис. 6, составляют ∆ρ/ρ ≈ 0,4 % для ком-
позита, полученного свободным спеканием и ∆ρ/ρ≈
≈0,6 % для композита, полученного спеканием при
ограничении теплового расширения. Сопоставим эти
изменения с изменениями плотности ПТФЭ, опре-
деленными в процессе моделирования. Эффективный
диаметр атома гелия, который используется при
пикнометрических измерениях плотности, примерно
равен характерному расстоянию R, что делает мало-
вероятным проникновение атомов гелия в соответ-

Рис. 3. Зависимость концентрации атомов углерода (1) и фтора (2) от расстояния L (3 — графитовые слои)

Рис. 4. Зависимость плотности ПТФЭ от расстояния (∆L=0,5 А):
1 — плотность ПТФЭ; 2 — средняя плотность ПТФЭ, определенная на расстоянии L,

исключая характерное расстояние R;
3 – средняя плотность ПТФЭ, определенная на расстоянии L,
включая характерное расстояние R; 4 — графитовый слой
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ствующий объем V0. Это означает, что при пикномет-
рических измерениях и последующих расчетах
плотности матрицы по выражению (4) наличие не-
доступного для атомов гелия объема V0 снижает зна-
чения плотности. По выражению (5) рассчитаем
относительный объем вблизи поверхности напол-
нителя, определяемый характерным расстоянием R,
при следующих значениях параметров: ϕ=0,05;
Sу=25 м2/г; h=R=2,6 A; ρН=2,112 г/см3; ρП=
=2,185 г/см3. Полученное значение равно V0/VМ≈
≈0,08 %,  что в несколько раз меньше, чем относи-
тельное уменьшение плотности, определяемое экс-
периментально. Причинами подобных расхождений
могут быть:

— существенные отличия структуры СКГ от
структуры наполнителя в расчетной модели, в том
числе многочисленные дефекты кристаллической
структуры графита, его поликристалличность, нали-
чие примесей, сложная геометрия поверхности [15];

— образование рыхлоупакованной структуры
ПТФЭ в макрообъеме [4, 9], обусловленное измене-
ниями термодинамических и кинетических условий
кристаллизации;

— изменения морфологии надмолекулярной струк-
туры ПТФЭ в композиционном материале [4, 9].

Выводы:
1.Методом МД доказана возможность формиро-

вания межфазных слоев в ПТФЭ, содержащем слои

графена, и характеризующихся различными значе-
ниями плотности полимера.

2. Изменения плотности ПТФЭ в области меж-
фазной границы имеют осциллирующий характер
и обусловлены ориентацией молекул ПТФЭ вдоль
слоев графена, что в свою очередь преимущественно
определяется Ван-дер-Ваальсовым и электростатиче-
ским взаимодействиями.

3. Наличие  в графитонаполненном ПТФЭ слоя
с характерной толщиной R, формирующегося вдоль
поверхности наполнителя в результате действия сил
Ван-дер-Ваальса и электростатических сил, не явля-
ется определяющим фактором в уменьшении плот-
ности матрицы ПТФЭ-композита.

Авторы благодарят А. В. Мышлявцева за учас-
тие в обсуждении результатов исследования.
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В статье рассмотрен метод обобщенной функции свертки для решения многокрите-
риальных задач. Построена модель конкурентоспособности пуховой одежды, вы-
пускаемой различными фирмами-производителями, позволяющая количественно оце-
нить каждый альтернативный вариант сразу по нескольким критериям.

Ключевые слова: метод свертывания, метод аддитивной оптимизации, функция свертки,
частный критерий, нормализация критериев.
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В процессе проектирования и производства
изделий возникает необходимость выбора наиболее
приемлемого решения из нескольких вариантов
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ант сразу по нескольким критериям. Такие задачи
могут возникать при выборе оборудования, выборе
наиболее конкурентоспособной марки изделия и др.
При этом изначально известны оценки вариантов
по каждому критерию в отдельности. Возможно, по
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Таблица 1 

Результаты экспертной оценки весов частных критериев 

Частные критерии конкурентоспособности  пуховой одежды 

Варианты изделий Удобство, 
практич-
ность, у.е. 

Внешний 
вид,  

фасон, у.е. 

Материал, 
у.е. 

Качество 
изготовле-
ния, у.е. 

Стоимость, 
д.е. 

Новинка 
сезона, у.е. 

Изделие производителя 1 10 5 9 10 5 4 

Изделие производителя 2 5 8 6 6 12 8 

Изделие производителя 3 7 6 6 6 8 7 

Изделие производителя 4 6 8 5 5 13 6 

Веса частных критериев, λj 0,25 0,2 0,15 0,2 0,1 0,1 

max a+
j 10 8 9 10 13 8 

min a-
j 5 5 5 5 5 4 

При обработке результатов исследований коэф-
фициент конкордации составил W=0,7–0,8, что под-
тверждает достаточно высокую степень согласован-
ности экспертов.
При решении задачи минимизируется пятый кри-

терий (стоимость), а все остальные — максимизиру-
ются. В данном случае критерии неоднородны, по-
этому нормализация критериев проводилась в соот-
ветствии с формулой (4). Матрица нормализованных
критериев и значения обобщённой функции пред-
ставлены в табл. 2. Из таблицы видно, что оптималь-
ным является первый вариант — изделие произво-
дителя 1, так как Fmax=F1=0,70.
Таким образом, метод обобщённой функции

свёртывания даёт, во-первых, количественную ха-
рактеристику конкурентоспособности продукции
одного производителя по отношению к другим по
комплексу нескольких критериев, во-вторых, воз-
можность проранжировать исследуемые варианты.
Результаты оценки конкурентоспособности изделий,
полученные с использованием данного метода, по-
зволят производителю принять все необходимые
меры для улучшения положения выпускаемой про-
дукции на рынке.
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Таблица 2 

Матрица нормализованных критериев 

Вариант изделия 
Удобство, 
практич-
ность, у.е. 

Внешний 
вид, 

фасон, у.е. 

Материал, 
у.е. 

Качество, 
у.е. 

Стоимость, 
д.е. 

Новинка 
сезона, у.е. 

Обобщён-
ная 

функция  
по каждому 
варианту, Fi 

Изделие производителя 1 1 0 1 1 1 0 0,70 

Изделие производителя 2 0 1 0,25 0,2 0,125 1 0,39 

Изделие производителя 3 0,4 0,333 0,25 0,2 0,625 0,75 0,38 

Изделие производителя 4 0,2 1 0 0 0 0,5 0,30 
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В работе предлагается и обосновывается метод математического моделирования в
задачах оптимального резервирования возобновляемых ресурсов. Предложенный
метод основан на использовании аппарата вариационных неравенств в моделировании
двухуровневых оптимизационных задач. В качестве практического примера исполь-
зования метода рассмотрена задача резервирования семенного фонда в сельско-
хозяйственной отрасли.
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уровневая оптимизация.

Исследование выполнено при поддержке РФФИ, проекты № 12-01-31360 , № 12-07-00326.

УДК 519.863

Вариационные неравенства и смежные задачи.
Актуальность использования вариационных нера-
венств, как современного инструмента моделирова-
ния и численного решения оптимизационных задач,
обусловлена их универсальностью и применимостью
при решении задач исследования операций в эко-
номике, логистике, технике и других областях. Целью
данной работы является использование аппарата
вариационных неравенств и равновесного програм-
мирования в моделировании двухуровневых оптими-
зационных задач.
Рассмотрим постановку вариационного неравен-

ства. Решить вариационное неравенство — значит
найти вектор z*∈Ω, удовлетворяющий условиям:

               〈H(z*), z – z*〉≥0,  > z∈Ω,                 (1)

где выпуклое, замкнутое множество Ω∈Rl, монотон-
ный оператор H: Rl→Rl.
Рассмотрим вариационные неравенства со свя-

занными ограничениями, которые являются обобще-
нием вариационного неравенства (1). Связанные
ограничения возникают для задач, у которых наряду
с внутренними параметрами имеются внешние пара-
метры, выражающие влияние управляющих воздей-
ствий внешней среды на процесс принятия решений.
Решить вариационное неравенство со связанными

ограничениями – значит найти такой вектор v*∈Ω,
что

          〈H(v* ), w–v*〉≥0,  > w∈Ω,  G(v*,w)≤0.         (2)

Отличие вариационных неравенств со связан-
ными ограничениями (2) от вариационных неравенств
(1) заключается в наличии ограничений G(v*,w)≤0,
которые связывают решение v*∈Ω и переменные
w∈Ω вариационного неравенства. Связанные ограни-
чения усложняют задачу и ее решение, однако мате-
матические модели содержательных задач часто их
содержат [1]. Решение этой проблемы связано с раз-
личными равновесными конструкциями, такими как

задачи о вычислении неподвижных точек, обратные
задачи оптимизации и др. [2]. Рассмотрим одну из
таких постановок: задачи равновесного программи-
рования. Аппарат равновесного программирования
формализует ситуации, связанные с поиском ком-
промисса противоположных интересов сторон конф-
ликта. Рассмотрим формулировку задачи равновес-
ного программирования в следующей форме.
Найти неподвижную точку v*∈Ω, которая удов-

летворяет экстремальному включению с функци-
ональными ограничениям

       v*∈Argmin{Φ (v*, w) | g(w)≤0, w∈Ω}.         (3)

Функция Φ(v, w) определена на произведении
пространств Rn×Rn и Ω — выпуклое замкнутое мно-
жество, Ω⊆Rn. Предполагается, что функция Φ(v, w)
выпуклая по переменной w∈Ω  при любом v∈Ω.  Век-
торная функция g(w) имеет размерность m, причем
каждая ее компонента выпуклая для всех w∈Rn. Пере-
менная v∈Ω  в (3) играет роль параметра, а w∈Ω —
переменная оптимизации. Предполагается также, что
экстремальное отображение

         w(v)=argmin{Φ(v, w) | g(w)≤0, w∈Ω}

определено для всех v∈Ω, а множество решений Ω*⊆Ω
исходной задачи не пусто [3].

Задачи двухуровневой оптимизации. Двухуров-
невые оптимизационные задачи возникают в тех
ситуациях, когда лицо, принимающее решение, учи-
тывает поведение другой стороны, которая действует
по своему критерию.
Рассмотрим задачу двухуровневой оптимизации

в следующем виде:

    x*∈Arg min {F1(x, y
* )  x∈X , g1(x, y

*)≤0},

где  y* — решение задачи                                         (4)

      y*∈Arg min {F2(x
*, y)  y∈Y , g2(x

*, y)≤0}.
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Стоит отметить, что задачи типа (4) можно от-
нести к игровым моделям с равновесием по Нэшу
или по Штакельбергу. Такие задачи имеют много-
численные применения не только при моделировании
экономических процессов, но и при решении
дискретных задач размещения: задача размещения
предприятий, складов и магазинов, размещение узлов
связи, станций обслуживания и других [4]. Однако
преимущества формулировки двухуровневых задач
оптимизации (4) с использованием аппарата вариаци-
онных неравенств состоит в том, что для решения
вариационных неравенств (1) или (2) можно исполь-
зовать градиентные и экстраградиентные методы
[5, 6], а также основанные на них алгоритмические
реализации итерационных методов с памятью [1].

Пример содержательной задачи. Рассмотрим
метод решения задач оптимального резервирования
семенного фонда в сельскохозяйственной отрасли,
сводящийся к использованию вариационных нера-
венств в задаче двухуровневой оптимизации.
Одним из примеров содержательной задачи в рам-

ках предложенных схем моделирования (1) (или (2))
является задача оптимального краткосрочного плани-
рования производства возобновляемых ресурсов
в сельском хозяйстве. Для ее решения была состав-
лена математическая модель планирования воспро-
изводства семян возделываемых сортов мягкой яро-
вой пшеницы различных репродукций при оптими-
зации посевных площадей под ними с целью макси-
мизации дохода.
В качестве оптимизационной задачи верхнего

уровня выступает оптимизационная задача поиска
оптимального размера посевных площадей x* под i-й
сорт k-й репродукции пшеницы с целью максими-
зации дохода от продажи семян:
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где xi
k — посевная площадь, занятая семенами i-го

сорта k-й репродукции, га; pi
k  — цена реализации

семян i-го сорта k-й репродукции, руб/ц; ci
k — уро-

жайность i-го сорта k-й репродукции, ц/га; yi
k —

оптимальный семенной фонд i-го сорта k-й репро-
дукции, который необходимо заготовить, ц; S — об-
щая посевная площадь, га; Ik – подмножество но-

меров сортов, { }k
l

kk
k

III  ..., ,1∈  ;  kk ll QR  ,    — мини-

мальная и максимальная допустимая посевная пло-
щадь под группу сортов Ik k-й репродукции, га соот-
ветственно; D — норма высева, ц/га.
Ограничения задачи верхнего уровня: на общий

размер посевной площади, а также минимально
и максимально допустимый размер посевных пло-
щадей для групп сортов k-й репродукции.
Оптимизационная задача нижнего уровня за-

ключается в нахождении оптимального семенного
фонда y*, который необходимо оставить с целью ми-
нимизации затрат при закупе семян:
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Будем предполагать выполнение условий:
— в качестве целевой функции задачи верхнего

уровня выступает функция F1: R+
N×R+

M→R   —
выпуклая, дифференцируемая по x для любого y,

— в качестве целевой функции задачи второго
уровня выступает функция F2: R+

N×R+
M→R   — выпук-

лая, дифференцируемая по y для любого x,
— g1(x, y) — выпуклая по x функция для любого y,
— g2(x, y)  — выпуклая по y функция для любого x,
— X, Y – выпуклые компакты.
При указанных условиях задача (4) может быть

редуцирована к вариационному неравенству следу-
ющими преобразованиями:

— формулируем двухуровневую задачу как за-
дачу равновесного программирования;

— задачу равновесного программирования запи-
сываем в терминах вариационного неравенства.
Рассмотрим эти преобразования более подробно.

Пусть для начала ограничения не зависят от пара-
метра, то есть g1(x, y

*)=g1(x) и g2(x
*, y)=g2(y). Тогда

представим задачу (4) в виде задачи равновесного
программирования (3) следующими преобразова-
ниями.
Пусть v=[x1, y1],  w=[x2, y2],  v, w∈X×Y.  Построим

нормализованную функцию вида Φ(x1, y1, x2 , y2)=
=F1(x2, y1

 )+F2(x1, y2). Тогда задача (4) может быть
записана в виде

(x*, y*)∈Arg min {Φ (x*, y*, x, y ) | x∈X , y∈Y,

                     g1(x)≤0, g2(y)≤0 }.                     (5)

Далее покажем, каким образом задачу (5) запи-
сать в виде вариационного неравенства (1). Для этого
положим z=[x1, y1, x2, y2],

        Z = X×Y×{(x, y ) | g1(x)≤0, g2(y)≤0 }.

В качестве оператора вариационного неравенства
H(z) примем

                    ),,,( 2211 yxyxH =

)],,,(),,,,([ 2211,2211, 2211
yxyxyxyx yxyx Φ−Φ= ,    (6)
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Рассмотрим теперь общий случай двухуровневых
задач оптимизации, когда x∈X(y), y∈Y(x). При ука-
занных условиях задача (4) может быть редуциро-
вана к вариационному неравенству со связанными
ограничениями (2) с помощью следующих преобра-
зований:

— формулируем двухуровневую задачу как за-
дачу равновесного программирования;

— задачу равновесного программирования запи-
сываем в терминах вариационного неравенства со
связанными ограничениями.
Оператор вариационного неравенства H(z) совпа-

дает с (6)–(8), множество Z задается следующим об-
разом: Z=X×Y ×X×Y, а связанные ограничения зада-
ются следующими неравенствами:

                 g1(x2 , y
*)≤0 , g2(x

*, y2)≤0.
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где ai
k — цена семян i-го сорта k-й репродукции, руб/

ц; xi
k — оптимальная посевная площадь, занятая

семенами i-го сорта k-й репродукции, га;  BI
k —

бюджет организации на сорта с номерами Ik, руб.;

,},1,,...,{ 1 mkIII k
l

k
k ==  — множество подмножеств но-

меров сортов.
Ограничения задачи нижнего уровня следующие.

Первое ограничение — затраты на покупку семян
не должны превышать бюджета организации на сорта
с номерами Ik. Второе ограничение — неотрицатель-
ность переменных, задающих семенной фонд, и се-
менной фонд не превышает количества семян, необ-
ходимого для засева.
Полученную модель задачи оптимального резер-

вирования можно записать в виде вариационного
неравенства со связанными ограничениями (2).

Заключение. Приведенная в данной работе кон-
струкция для решения задачи оптимального резерви-
рования является новой и представляет большой
интерес для использования, важным аспектом кото-
рого является применимость существующих методов
решения вариационных неравенств для её разреше-
ния и построение новых. Представление задачи
оптимального резервирования в виде вариационного
неравенства со связанными ограничениями позво-
ляет применять к решению этой модели многошаго-
вые экстраградиентные методы [5, 6] и экстрагра-
диентные методы с памятью [1], допускающие эф-
фективную для параллельной реализации вычисли-
тельную схему.
Теоретическая значимость полученных результа-

тов состоит в том, что разработанный метод модели-
рования задачи оптимального резервирования раз-
вивает теорию математического моделирования
и может быть использован для качественного и чис-
ленного исследования моделей на основе вариаци-
онных неравенств.
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