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Ââåäåíèå
Ðàçëè÷íûå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå â òàêèõ îá-

ëàñòÿõ, êàê ðàçìåùåíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåê-
òîâ, ñôåðà óñëóã, ñîòîâàÿ ñâÿçü è äð. [1, 2], ñâîäÿòñÿ
ê èçâåñòíîé NP-òðóäíîé çàäà÷å î -ìåäèàíå.

Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ, ïîýòîìó èñïîëüçî-

âàíèå òî÷íûõ ìåòîäîâ íå âñåãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó-
÷èëè ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ñðåäè êîòî-
ðûõ âûäåëÿþòñÿ àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà àíàëîãè-
ÿõ ñ ïðîöåññàìè, ïðîòåêàþùèìè â ïðèðîäå. Ïîäîá-
íûå àëãîðèòìû ñïîñîáíû íàõîäèòü äîñòàòî÷íî õîðî-
øèå ðåøåíèÿ áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè ïðåîäîëåâàòü
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òî÷êè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Ê òàêèì ìåòîäàì îòíî-
ñÿòñÿ èìèòàöèÿ îòæèãà [3], ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû
[4], àëãîðèòìû ìóðàâüèíîé êîëîíèè [5], ï÷åëèíîãî
ðîÿ [6] è äð.

Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì â ïîèñêå ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé ñëîæíûõ çàäà÷ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèå èììóííûõ àëãîðèòìîâ [7, 8]. Äàííûé
ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà èìèòàöèè ïðîöåññîâ èììóííîé
ñèñòåìû ÷åëîâåêà, çàäà÷à êîòîðîé ñîñòîèò â çàùèòå
îðãàíèçìà îò ðàçëè÷íûõ ïàòîãåíîâ ïóòåì ïîèñêà è
ïîñòîÿííîãî ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ áîðüáû ñ
íèìè. Èììóííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû
ïî íåñêîëüêèì ñõåìàì, îñíîâàííûì íà àíàëîãèè ñ
ïîâåäåíèåì ðàçëè÷íûõ èììóííûõ êëåòîê.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ãèáðèäíûé àëãîðèòì
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î -ìåäèàíå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (ÖËÏ), â êîòîðîì ñî÷åòàþòñÿ ñõåìà êëîíàëüíîé
ñåëåêöèè è ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ ñ àëãî-
ðèòìîì ìóðàâüèíîé êîëîíèè [9] íà ïðèìåðàõ çàäà÷è
ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçä. 1
äàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î -ìåäèàíå. Â ðàçä. 2 ïðè-
âîäèòñÿ ñõåìà àëãîðèòìà êëîíàëüíîé ñåëåêöèè è
ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò òàêîãî àëãîðèòìà, ñî÷åòàþùèé
â ñåáå ïðîöåäóðó ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Â ðàçä. 3 äàåòñÿ
îïèñàíèå àëãîðèòìà ìóðàâüèíîé êîëîíèè, ïðåäëîæåí-
íîãî ðàíåå äëÿ äàííîé çàäà÷è. Â ðàçä. 4 ñîäåðæàòñÿ
ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

1. Çàäà÷à î -ìåäèàíå
Çàäà÷à î -ìåäèàíå [1] ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðî-

âàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëåíî êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ïóíêòîâ âîçìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ (îòêðûòèÿ)
ïðåäïðèÿòèé I è ìíîæåñòâî êëèåíòîâ J. Ïðåäïðèÿòèÿ
ïðîèçâîäÿò îäíîðîäíûé ïðîäóêò â íåîãðàíè÷åííîì
êîëè÷åñòâå. Èçâåñòíû çàòðàòû ñij íà îáñëóæèâàíèå
êëèåíòà j ïðåäïðèÿòèåì, îòêðûòûì â ïóíêòå i, âêëþ-
÷àþùèå èçäåðæêè íà ïðîèçâîäñòâî è òðàíñïîðòèðîâ-
êó. Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü p ïðåäïðèÿòèé è ïðèêðå-
ïèòü ê íèì êëèåíòîâ òàê, ÷òîáû ñïðîñ êàæäîãî êëè-
åíòà áûë óäîâëåòâîðåí, à ñóììàðíûå ïðîèçâîäñò-
âåííî-òðàíñïîðòíûå çàòðàòû — ìèíèìàëüíû.

Îïèøåì ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîã-
ðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ), äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëåäóþùèå
ïåðåìåííûå:
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                        ,,1
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Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (1) ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ñóì-
ìàðíûõ ïðîèçâîäñòâåííî-òðàíñïîðòíûõ çàòðàò. Òðå-
áîâàíèå óäîâëåòâîðèòü ïîòðåáíîñòè êàæäîãî êëèåí-
òà âûðàæåíî óñëîâèÿìè (2). Âîçìîæíîñòü îáñëóæè-
âàíèÿ òîëüêî ñ îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé îïèñûâàåòñÿ
îãðàíè÷åíèåì (3). ×èñëî îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé îï-
ðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (4).

Äàëåå â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(5) áóäåì
ñ÷èòàòü âåêòîð z=(zi), òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî âåêòîðà z ñóùåñòâóåò è ëåãêî íàõîäèòñÿ ìàòðè-
öà (xij), îáåñïå÷èâàþùàÿ ìèíèìàëüíûå çàòðàòû ïðè
äàííîì âûáîðå îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé.

2. Èììóííûé àëãîðèòì êëîíàëüíîé ñåëåêöèè
Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è íàìè ïðåäëàãàåòñÿ

àëãîðèòì êëîíàëüíîé ñåëåêöèè, ïîñòðîåííûé ïî ñõå-
ìå, ñî÷åòàþùåé ìåõàíèçìû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èì-
ìóííîé ñèñòåìû: îòáîð, êëîíèðîâàíèå êëåòîê è èõ
ìóòàöèþ. Çàùèòíàÿ ðåàêöèÿ îðãàíèçìà çàêëþ÷àåòñÿ
â ïîäàâëåíèè äåéñòâèÿ ïàòîãåíîâ ïóòåì èõ ñâÿçûâà-
íèÿ èììóííûìè êëåòêàìè. Îòáîðó è äàëüíåéøåìó
êëîíèðîâàíèþ ïîäâåðãàþòñÿ êëåòêè, îáëàäàþùèå áî-
ëåå âûñîêîé ñèëîé ñâÿçûâàíèÿ. Äðóãèå êëåòêè ìó-
òèðóþò, ÷òî ñïîñîáñòâóåò óëó÷øåíèþ èõ êà÷åñòâà.
Â ðàçðàáîòàííîì àëãîðèòìå àíàëîãîì èììóííîé
êëåòêè âûñòóïàåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è, à çíà-
÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå ñèëû
ñâÿçûâàíèÿ.

Ñõåìà àëãîðèòìà êëîíàëüíîé ñåëåêöèè
Øàã 1. Èíèöèàëèçàöèÿ: ñîçäàíèå íà÷àëüíîé ïîïó-

ëÿöèè êëåòîê.
Èòåðàöèÿ k, k1
Øàã 2. Ñâÿçûâàíèå àíòèãåíà: âû÷èñëåíèå êà÷åñòâà

èììóííûõ êëåòîê.
Øàã 3. Ñåëåêöèÿ: îòáîð ëó÷øèõ êëåòîê.
Øàã 4. Ðåïðîäóêöèÿ: ñîçäàíèå êëîíîâ ëó÷øèõ êëå-

òîê è ìóòàöèÿ.
Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè, k:=k+1.
Â ðàçðàáîòàííîì àëãîðèòìå èñïîëüçóþòñÿ ïðî-

öåäóðû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ïî 1-Swap è k-Swap îê-
ðåñòíîñòÿì, ïîñêîëüêó îíè ñîõðàíÿþò êîëè÷åñòâî
åäèíèö â áóëåâûõ âåêòîðàõ è çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäó-
þùåì. Ïóñòü ìíîæåñòâî Iz —  íàáîð îòêðûòûõ ïðåä-
ïðèÿòèé, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåøåíèþ z çàäà÷è î p-
ìåäèàíå (| Iz | = p). Òîãäà 1-Swap îêðåñòíîñòü ýòîãî
ðåøåíèÿ ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ z’, ïîëó÷åííûå èç z
çàêðûòèåì îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ èç íàáîðà Iz è îòêðû-
òèåì äðóãîãî èç ïîäìíîæåñòâà I\Iz. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäîå ðåøåíèå z’  ñîäåðæèò ðîâíî p îòêðûòûõ
ïðåäïðèÿòèé, è ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè âåêòîðàìè z è z’  ðàâíî 2:

              .,2|)(








 

 pIzzzzN z

Ii
iiswap

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îêðåñòíîñòü k-Swap,
êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, â êîòîðûõ k åäèíèö çàìåíû
íà 0, à k íóëåé — íà åäèíèöû:

              .,2|)(








 

 pIkzzzzN z

Ii
iiswap

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà
êëîíàëüíîé ñåëåêöèè. Íà ïåðâîì øàãå ýòîãî àëãîðèòìà
ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñîçäàåòñÿ íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî
ðåøåíèé Ï0, â êîòîðûõ ðàçìåùåíî p ïðåäïðèÿòèé.

Â íà÷àëå êàæäîé èòåðàöèè k ôîðìèðóåòñÿ íåêî-

òîðîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé 1,  kbestk ñ âûñîêèì
çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè.

Çàòåì âûïîëíÿþòñÿ ïðîöåäóðû, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðûõ ñîçäàþòñÿ ïî íåñêîëüêî êîïèé êàæäîãî ðåøå-
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È
íèÿ è ñëó÷àéíûì îáðàçîì èçìåíÿþò èõ. Ïðè ýòîì
êîëè÷åñòâî êîïèé ëèíåéíî çàâèñèò îò ñèëû ñâÿçûâà-
íèÿ, íî íå ïðåâûøàåò ÷èñëà Kcopy, çàäàííîãî ïåðåä
íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ïðîöåäóðà ìîäèôèêàöèè âêëþ÷àåò íåñêîëüêî
îïåðàöèé. Ñíà÷àëà ðåøåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñîñåäíåå,
ëåæàùåå â îêðåñòíîñòè k-Swap. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ
ïðîöåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ 1-Swap îêðåñò-
íîñòüþ, ðåçóëüòàò ðàáîòû êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èòîãîì
ìîäèôèêàöèè.

3. Àëãîðèòì ìóðàâüèíîé êîëîíèè
Íàìè ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçðàáîòàííîãî àëãî-

ðèòìà ñ àëãîðèòìîì ìóðàâüèíîé êîëîíèè, êîòîðûé
øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü äî-
ñòàòî÷íî õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå [9] ïðåäëî-
æåí ãèáðèäíûé âàðèàíò òàêîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è
î p-ìåäèàíå ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíîãî ïîèñêà ïî
k-Swap îêðåñòíîñòè.

Öåíòðàëüíîé èäååé ëþáîãî àëãîðèòìà ìóðàâü-
èíîé êîëîíèè (ÌÊ) ÿâëÿåòñÿ íàêîïëåíèå è èñïîëüçî-
âàíèå èíôîðìàöèè î ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøå-
íèé, êîòîðóþ ñîáèðàþò èñêóññòâåííûå ìóðàâüè. Íà
êàæäîé èòåðàöèè òàêîãî àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ íå-
ñêîëüêî çàïóñêîâ àëãîðèòìà èñêóññòâåííîãî ìóðàâüÿ
(ÈÌ) äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ðåøå-
íèé. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñîáèðàåòñÿ ñòà-
òèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ, îáðàáàòûâàåòñÿ è èñïîëü-
çóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ.

Ñõåìà àëãîðèòìà ÈÌ äëÿ çàäà÷è î -ìåäèàíå
Øàã 1. Îòêðûòèå âñåõ ïðåäïðèÿòèé.
Èòåðàöèÿ r, r1.
Øàã 2. Ïðåêðàùåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà, åñëè îñ-

òàëîñü ðîâíî p îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé.
Øàã 3. Îòáîð ïðåäïðèÿòèé-êàíäèäàòîâ, çàêðûòèå

êîòîðûõ ïðèâåäåò ê áîëüøåìó óâåëè÷åíèþ öåëåâîé
ôóíêöèè.

Øàã 4. Çàêðûòèå ïðåäïðèÿòèé, ñëó÷àéíî âûáðàí-
íûõ èç ñïèñêà êàíäèäàòîâ.

Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè, r:=r+1.
Â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ÈÌ îòêðûòû âñå ïðåä-

ïðèÿòèÿ. Íà êàæäîé èòåðàöèè çàêðûâàåòñÿ îäíî èç
íèõ. Âûïîëíåíèå àëãîðèòìà çàêàí÷èâàåòñÿ ïîêà íå
îñòàíåòñÿ p îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé. Äëÿ óëó÷øåíèÿ
êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðî-
öåäóðà ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ îêðåñòíîñòüþ k-Swap.

Â ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ÌÊ èñïîëüçîâàëàñü ìî-
äåëü ñ ýëèòîé, â êîòîðîé äëÿ ñáîðà ñòàòèñòè÷åñêîé
èíôîðìàöèè îòáèðàþòñÿ ëó÷øèå ðåøåíèÿ ïî öåëå-
âîé ôóíêöèè.

Ñõåìà àëãîðèòìà ìóðàâüèíîé êîëîíèè äëÿ çàäà-
÷è -ìåäèàíå

Øàã 1. Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî óðîâíÿ ôåðîìîíà;
çàäàíèå ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà.

Èòåðàöèÿ k, k1.
Øàã 2. Ïîñòðîåíèå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà äîïóñ-

òèìûõ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà èñêóññò-
âåííîãî ìóðàâüÿ.

Øàã 3. Îòáîð ëó÷øèõ ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíê-
öèè ðåøåíèé, êîòîðûå áóäóò ñîñòàâëÿòü ýëèòó.

Øàã 4. Âû÷èñëåíèå íîâîãî óðîâíÿ ôåðîìîíà, èñ-
ïîëüçóÿ ýëèòó.

Øàã 5. Îáíîâëåíèå ðåêîðäà.
Øàã 6. Çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà, åñëè âûïîë-

íåíî óñëîâèå îñòàíîâêè.
Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè, k:=k+1.
4. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà
Àëãîðèòì êëîíàëüíîé ñåëåêöèè (ÊÑ) áûë ðåàëè-

çîâàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ è çàïóñêàë-
ñÿ íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel® Core™ i5–
2430M 2.4~GHz. Àëãîðèòì ìóðàâüèíîé êîëîíèè (ÌÊ)
ðåàëèçîâàí íà òîì æå ÿçûêå, òåñòèðîâàíèå ïðîèçâî-
äèëîñü íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì AMD® Ath-
lon™ 1900 XP.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ èñïîëüçîâàëèñü òåñ-
òîâûå ïðèìåðû ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðû è ñëîæíîñòè,
ïðåäñòàâëåííûå â áèáëèîòåêå òåñòîâûõ çàäà÷ «Äèñ-
êðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ» [10]. Ìíîæåñòâî ïðè-
ìåðîâ ðàçáèòî íà 6 ñåðèé: ïðèìåðû ñ áîëüøèì ðàçðû-

Тàбëèöà 1 

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûх èññëåäîâàíèé 

àëãîðèòìîâ КС, МК äëя çàäà÷è î p-ìåäèàíå 

ÊÑ ÌÊ 
Êëàññ çàäà÷è 

εav , % φ, % εav , % φ, % 

Gap-A 0,80 10,00 1,34 16,11 

Gap-B 5,20 26,67 3,08 27,44 

Gap-C 6,23 6,67 5,82 20,88 

PC 1,60 0,00 1,52 0,00 

FPP 0,61 0,00 1,41 0,00 

CB 1,38 0,00 2,17 0,00 

Ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
×àñòîòà çàïóñêîâ, â êîòîðûх íå íàéäåíî íè îäíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèя
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âîì äâîéñòâåííîñòè (Gap-A, Gap-B, Gap-C), ïðèìå-
ðû, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ ñîâåðøåííûõ áèíàð-
íûõ êîäîâ (PC), ïðèìåðû íà øàõìàòíîé äîñêå (CB)
è íà ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòÿõ (FPP).

Â òàáë. 1  ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà, ãäå av — ñðåäíåå îòíîñèòåëüíîå îò-
êëîíåíèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè îò îïòèìàëü-
íîãî äëÿ ëó÷øèõ íàéäåííûõ ðåøåíèé êàæäîãî çà-
ïóñêà,  — ïðîöåíò îò îáùåãî ÷èñëà çàïóñêîâ, â
êîòîðûõ íå íàéäåíî íè îäíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ.

Èììóííûé àëãîðèòì êëîíàëüíîé ñåëåêöèè íàøåë
äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ â áîëüøåì êîëè÷åñòâå çàïóñêîâ
(ðèñ. 1) è èìåë ìåíüøåå ñðåäíåå îòíîñèòåëüíîå îò-
êëîíåíèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè îò îïòèìàëüíî-
ãî (ðèñ. 2) ïðè ðåøåíèè ïðèìåðîâ Gap-A, FPP è CB.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èì-
ìóííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ äëÿ
çàäà÷è î p-ìåäèàíå ñ ëó÷øèì çíà÷åíèåì öåëåâîé
ôóíêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì ìóðàâüèíîé
êîëîíèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâ-
íûì ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà äëÿ ðàçðàáîòêè
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îï-
òèìèçàöèè.
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Â. Í. ÒÀÐÀÑÎÂ
È. Â. ÁÎßÐÊÈÍÀ

Ñèáèðñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ
àâòîìîáèëüíî-äîðîæíàÿ àêàäåìèÿ, ã. Îìñê

Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè çåìíîãî øàðà ìåòîäàìè òåîðå-
òè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñôåðè÷åñêèé ñëîé, ìîìåíò èíåðöèè, ðàäèóñ.

ÓÄÊ 551

Èçó÷åíèå ñòðîåíèÿ Çåìëè, ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôè-
çè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñ öåëüþ ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàïà-
ñîâ ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ è âîäíûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿåò-
ñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé ñîâðåìåííîé íàóêè. Ôîðìà
Çåìëè ÿâëÿåòñÿ ãåîèäîì, êîòîðûé ñ õîðîøåé ñòåïå-
íüþ ïðèáëèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíîìó ýë-
ëèïñîèäó âðàùåíèÿ æèäêîãî òåëà (âðàùàþùåéñÿ
æèäêîñòè) [1]. Àêñèîìà çàòâåðäåâàíèÿ òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè ïîçâîëÿåò ê ãàçîîáðàçíûì, æèäêèì
è òâåðäûì òåëàì ïðèìåíÿòü çàêîíû äèíàìè÷åñêîãî
ðàâíîâåñèÿ. Îòêëîíåíèå ãåîèäà îò ðàâíîâåñíîé ôèãó-
ðû — ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ íå ïðåâûøàåò ±100 ì.
Ñæàòèå ïîëþñîâ ýëëèïñîèäà ðàâíî 21,38 êì, ÷òî
ñîñòàâëÿåò 0,3 % îò ðàäèóñà Çåìëè. Ïîëÿðíûé ðàäèóñ
ñîâðåìåííîé Çåìëè rn = 6356,863 êì, ýêâàòîðèàëüíûé
ðàäèóñ rý=6378,16 êì, ñðåäíèé ðàäèóñ ýêâèâàëåíòíî-
ãî øàðà r =6371,04 êì, ìàññà Çåìëè m=5,98·1024 êã,
ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà Çåìëè cp=5,52·103 êã/ì3.
Öåíòðîáåæíûå óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè íà ýêâàòîðå
gý=2 rý =0,03373088 ì/ñ2, ÷òî ñîñòàâëÿåò 0,34 % îò
óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ òåë íà ïîâåðõíîñòè
Çåìëè [2, 3].

Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì íàó÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì
â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèàöèè çåìíîãî âåùåñòâà
ñôîðìèðîâàëîñü ÿäðî è ñëîèñòàÿ ñòðóêòóðà âåùåñòâà
â ñôåðè÷åñêèõ ñëîÿõ Çåìëè [2].

Ïðîöåññû äèôôåðåíöèàöèè âåùåñòâà Çåìëè áûëè
îñîáåííî àêòèâíûìè â íà÷àëüíûé ïåðèîä âîçíèêíî-
âåíèÿ Çåìëè è Ëóíû, êîãäà âåùåñòâî Çåìëè áûëî
áîëåå îäíîðîäíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîâðåìåííûì ñî-
ñòîÿíèåì.

Ìîìåíò èíåðöèè îäíîðîäíîãî çåìíîãî øàðà ìîæíî
îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè [4]

3752 10709,9
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2.     (1)

Áåçðàçìåðíûé ìîìåíò èíåðöèè îäíîðîäíîãî çåìíî-
ãî øàðà JÏÐ îáû÷íî âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå ðàáîòû [1]

ÏÐJ
2mr

J
 .                           (2)

Äëÿ îäíîðîäíîé Çåìëè â ïåðèîä åå âîçíèêíîâåíèÿ
áåçðàçìåðíûé ìîìåíò èíåðöèè ðàâåí JÏÐ=0,04. Â ïå-
ðèîä ðàçîãðåâà è äèôôåðåíöèàöèè âåùåñòâà Çåìëè
îáðàçîâàëîñü òÿæåëîå ÿäðî è ñîâðåìåííàÿ ñëîèñòàÿ
ñòðóêòóðà Çåìëè. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ìî-
ìåíò âîçíèêíîâåíèÿ Çåìëè è Ëóíû âåùåñòâî Çåìëè
áûëî äîñòàòî÷íî îäíîðîäíûì è âû÷èñëåííîå çíà÷å-
íèå ìîìåíòà èíåðöèè ïî ôîðìóëå (1) ìîæåò ñîîò-
âåòñòâîâàòü ýòîìó óñëîâèþ. Â ïåðèîä äèôôåðåíöè-
àöèè âåùåñòâà Çåìëè â òå÷åíèå 1,4 ìëðä ëåò ïîä âëè-
ÿíèåì âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ðàçîãðåâà ïðîèçîøëî
ðàññëîåíèå âåùåñòâà è îáðàçîâàëîñü òÿæåëîå ÿäðî
[2, 3].

Ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ìàññ âíóòðè ñîâðåìåí-
íîé Çåìëè â äàííîé ñòàòüå ïðèíÿòî ïî ðåçóëüòàòàì
îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò [1–3].

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû äåñÿòü ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ ñ
ðàâíîìåðíûì èçìåíåíèåì ðàäèóñîâ ñëîåâ, îáðàçó-
þùèõ îáúåì Çåìëè. Ðàñïðåäåëåíèå ìàññ âíóòðè çåì-
íîãî øàðà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåðàâíîìåðíûì, îä-
íàêî â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíî âû÷èñëåíèå ìîìåíòà
èíåðöèè Çåìëè ìåòîäàìè òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Ñîãëàñíî ðèñ. 1 ìàññà Çåìëè ðàâíà ñóììå ìàññ
ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ. Ðàññìàòðèâàÿ ìàññó êàæäîãî
ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ êàê ïðîèçâåäåíèå îáúåìà ñëîÿ
íà åãî ñðåäíþþ ïëîòíîñòü mi=Vii, ìîæíî ïîëó÷èòü
âûðàæåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà Çåìëè:

10
10

2
2

1
1 ... 

ooo
ср V

V
V
V

V
V

 ,            (3)

ãäå Vo — îáúåì çåìíîãî øàðà; Vi — îáúåì  i-ãî ñôåðè-
÷åñêîãî ñëîÿ; i — ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà â i-îì
ñëîå Çåìëè.

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (3) ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü Çåìëè
ðàâíà ñóììå äîëåâûõ ïëîòíîñòåé ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ.

Îïðåäåëåíî ðàñïðåäåëåíèå ìàññ â ñôåðè÷åñêèõ
ñëîÿõ, ðàäèóñû êîòîðûõ îòñ÷èòûâàþòñÿ îò ïîâåðõ-
íîñòè Çåìëè, ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè ïîêàçàí íà
ðèñ. 2.

Ìîìåíò èíåðöèè Çåìëè ïî ðèñ. 1 ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êàê ñóììó ìîìåíòîâ èíåðöèè äåâÿòè ñôåðè÷å-
ñêèõ ñëîåâ, îáëàäàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïëîò-
íîñòÿìè, ïëþñ ìîìåíò èíåðöèè äåñÿòîãî òåëà, ÿâëÿ-
þùåãîñÿ øàðîì, ïî ôîðìóëå

10

9

1
z

n

i
ziz JJJ  




,                        (4)

 

y

z12
3

4
5

6

8

9
10

7

Ðèñ. 1. Ñôåðè÷åñêèå ñëîè çåìíîãî øàðà
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ãäå Jzi — ìîìåíò èíåðöèè ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ; Jz10 —
ìîìåíò èíåðöèè äåñÿòîãî ñëîÿ, ÿâëÿþùåãîñÿ øàðîì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè ñôåðè÷åñêèõ
ñëîåâ èñïîëüçóåì èçâåñòíûé â òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêå ìåòîä îòðèöàòåëüíûõ îáúåìîâ. Äëÿ ïðèíÿòûõ
óñëîâèé âûðàæåíèå ìîìåíòà èíåðöèè Çåìëè èìååò
âèä:







9

1
10

n

i
zziz JJJ 5

1010
5
1

5
9

1 15
8

)(
15
8

rrr iii

n

i

  




 ,  (5)

ãäå ri — ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ; r10 — ðàäèóñ ïîñ-
ëåäíåãî òåëà, èìåþùåãî ôîðìó øàðà.

Ìîìåíò èíåðöèè çåìíîãî øàðà, âû÷èñëåííûé ïî
ôîðìóëå (5), ðàâåí

                   Jz =8,04172·1037  êã·ì
2 .

Çíà÷åíèå ìîìåíòà èíåðöèè, âû÷èñëåííîå ïî ôîð-
ìóëå (5) îòëè÷àåòñÿ îò ñîâðåìåííîãî çíà÷åíèÿ
Jzî=8,043·1037    êã·ì2  íà  0,015 % [1].

Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà ìîìåíòà èíåðöèè ñî-
âðåìåííîé Çåìëè ïî ôîðìóëå (2) èìååò âåëè÷èíó
JÏÐ=0,0331. Åñëè ïðèíÿòü ñîâðåìåííóþ òåîðèþ ïðî-
èñõîæäåíèÿ Çåìëè è Ëóíû [2], òî, áëàãîäàðÿ äèôôå-
ðåíöèàöèè âåùåñòâà Çåìëè ñ ìîìåíòà åå âîçíèêíî-
âåíèÿ, ìîìåíò èíåðöèè Çåìëè óìåíüøèëñÿ ïðèìåðíî
íà 20 %. Ñîãëàñíî óêàçàííîé òåîðèè äèôôåðåíöè-
àöèè âåùåñòâà Çåìëè, ìàññà Çåìëè è ãåîìåòðè÷åñêèå
ðàçìåðû çà ýòîò ïåðèîä èçìåíèëèñü íåçíà÷èòåëüíî.

Äëÿ Çåìëè, êàê ìåäëåííî âðàùàþùåãîñÿ òåëà,
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ÒÂ=212,677·1027  Äæ. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ
Çåìëè ñîñòàâëÿåò âåñüìà ìàëóþ äîëþ îò êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ÒÏ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ Çåìëè
ïî îðáèòå âîêðóã Ñîëíöà: ÒÏ / ÒÂ = 1,247·106. Êèíåòè-
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Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåùåñòâà â ñëîÿõ Çåìëè ïî ðàáîòàì [1–3]

÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÒÂ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñîñòàâ-
ëÿåò ïðèìåðíî ìèëëèîííóþ äîëþ îò êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ÒÏ  ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.

Íàðÿäó ñ ýíåðãèåé ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
Çåìëÿ îáëàäàåò áîëüøèì çàïàñîì òåïëîâîé ýíåðãèè.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà ãëóáèíå 500 êì âåùåñòâî ìàí-
òèè Çåìëè èìååò òåìïåðàòóðó áîëåå 2000Ê, à â öåíòðå
ÿäðî èìååò òåìïåðàòóðó 6140Ê [1, 3].

Áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê

1. Êàóëà, Ó. Ââåäåíèå â ôèçèêó ïëàíåò çåìíîé ãðóïïû /
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1971. — 536 ñ.

2. Ñîðîõòèí, Î. Ã. Æèçíü Çåìëè / Î. Ã. Ñîðîõòèí. —

Ì. — Èæåâñê : ÍÈÖ «Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà»,

Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2007. — 452 ñ.
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Â. À. Ìàãíèöêèé. — 2-å èçä., ñòåð. — Ì. : Ôèçè÷åñêèé ôà-

êóëüòåò ÌÃÓ, 2006. — 306 ñ.
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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÅÑÀ ÅÄÈÍÈÖÛ
ÌÀÑÑÛ È ÄÀÂËÅÍÈÉ
Â ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÑËÎßÕ
È ÖÅÍÒÐÅ ÇÅÌËÈ

Â. Í. ÒÀÐÀÑÎÂ
È. Â. ÁÎßÐÊÈÍÀ

Ñèáèðñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ
àâòîìîáèëüíî-äîðîæíàÿ àêàäåìèÿ, ã. Îìñê

Ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ âåñà åäèíèöû ìàññû è äàâëåíèé â ñôåðè÷åñêèõ
ñëîÿõ ìåòîäàìè òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: øàðîâûé ñåãìåíò, óñå÷åííûé øàð, ñôåðè÷åñêèé ñëîé, ðàäèóñ,
ïëîòíîñòü.
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Àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ìå-
õàíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìàññ âåùåñòâà âíóòðè
çåìíîãî øàðà. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîáëåì ýòîãî íàï-
ðàâëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî âìåñòî óñêîðåíèÿ ñâîáîä-
íîãî ïàäåíèÿ g (ì/c2) ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì — âåñ
åäèíèöû ìàññû g (Í/êã) [1], ò.ê. òåëà âíóòðè Çåìëè
íèêóäà íå ïàäàþò è íå âëåêóò çà ñîáîé ïîÿâëåíèå
äîïîëíèòåëüíûõ ñèë èíåðöèè. Â ðàáîòå [1] ðàññìîò-
ðåíû ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è âåñà åäèíèöû
ìàññû âåùåñòâà Çåìëè âíóòðè åå îáúåìà, à òàêæå
ïðåäëîæåí ìåòîä øàðîâûõ ñåãìåíòîâ äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ âåñà åäèíèöû ìàññû (Í/êã) è ñèëû äàâëåíèÿ âå-
ùåñòâà â ñôåðè÷åñêèõ ñëîÿõ è öåíòðå Çåìëè (Ïà).
Ñîãëàñíî íàó÷íûì ïîëîæåíèÿì ðàáîòû [2], çà ïåðèîä
1,4 ìëðä ëåò ñ ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ Çåìëè è Ëóíû
ïðîèçîøëà äèôôåðåíöèàöèÿ çåìíîãî âåùåñòâà, â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîé ñôîðìèðîâàëîñü òÿæåëîå ÿäðî è
ñëîèñòàÿ ñîâðåìåííàÿ ñòðóêòóðà âåùåñòâà â ñôåðè-
÷åñêèõ ñëîÿõ Çåìëè.

Ïðîöåññû äèôôåðåíöèàöèè âåùåñòâà âíóòðè Çåì-
ëè áûëè îñîáåííî áóðíûìè â íà÷àëüíûé ïåðèîä âîç-
íèêíîâåíèÿ Çåìëè è Ëóíû [2]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëû
òÿæåñòè (âåñà åäèíèöû ìàññû) âåùåñòâà â ñôåðè÷å-
ñêèõ ñëîÿõ è öåíòðå Çåìëè èñïîëüçóåì ìåòîä øàðî-
âûõ ñåãìåíòîâ è çàêîí äàâëåíèé â ñôåðè÷åñêèõ ñëîÿõ
è öåíòðå Çåìëè [1].

Íà ðèñ. 1 âûïîëíåíî ñå÷åíèå çåìíîãî øàðà ïëîñ-
êîñòüþ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷åíî äâà òåëà:
øàðîâîé ñåãìåíò 1 âûñîòîé hÑÃ è óñå÷åííûé çåìíîé
øàð 2. Â øàðîâîì ñåãìåíòå 1, âûäåëåí ýëåìåíòàðíûé
îáúåì V, ñîçäàþùèé äàâëåíèå ð â ñôåðè÷åñêîì ñëîå
ðàäèóñà ri .

Ñèëà F  âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âûäåëåííûõ ìàññ
ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [1] ïî çàêîíó

                      2
.

l

mАh
GF ШУÑÃÑÃ

Ã





, (1)

ãäå GÃ — ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, GÃ = 6,673·10-11;
А — åäèíèöà ïëîùàäè îñíîâàíèÿ (1 ì2) âûäåëåííîãî
îáúåìà V; hÑÃ — âûñîòà ñåãìåíòà; ÑÃ — ñðåäíÿÿ
ïëîòíîñòü âåùåñòâà ñåãìåíòà; mУ.Ш — ìàññà óñå÷åí-
íîãî øàðà; l — ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ìàññ
óñå÷åííîãî øàðà è ñåãìåíòà.

Äàâëåíèå ð â öåíòðå îñíîâàíèÿ øàðîâîãî ñåãìåíòà
îïðåäåëÿåòñÿ ïî óðàâíåíèþ ðàáîòû [1]

                    2
.

l

mh
G

А

F
ð ШУÑÃÑÃ

Ã





. (2)

Ñðåäíþþ ïëîòíîñòü ÑÃ âåùåñòâà ñåãìåíòà ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïëîòíîñòü  ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ â ðàäèàëüíîì íà-
ïðàâëåíèè ê öåíòðó Çåìëè, ñîãëàñíî òàáë. 1, èçìåíÿåò-
ñÿ ïðèìåðíî â ïÿòü ðàç.

Îäíàêî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà â ñôåðè÷å-
ñêèõ ñåãìåíòàõ çåìíîãî øàðà èçìåíÿåòñÿ â 1,93 ðàçà:

Òàáëèöà 1 

Пàðàìåòðы ñôåðè÷åñêèõ ñëîåâ зåìíîãî шàðà  

№ ñëîÿ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Ðàäèóñ ñëîÿ rc, ì 6,371·106 5,734·106 5,097·106 4,460·106 3,822·106 3,186 ·106 2,548 ·106 1,911·106 1,274 ·106 6,371 ·105 

Ïëîòíîñòü ñëîÿ 

, êã/ì3 
3500 3800 5100 5400 10430 11100 11690 11900 13200 13290 

 

 

y

1

2

11

O

h

l

ШУС .

V

F


F


r

ir

ШУСz ..

z

C

р

Ðèñ. 1. Ñå÷åíèå зåìíîãî шàðà



12

Î
Ì

Ñ
Ê

È
É

 Í
À

Ó
×

Í
Û

É
 Â

ÅÑ
ÒÍ

È
Ê

 ¹
2

 (
1

30
) 

2
0

1
4

Ô
È

ÇÈ
Ê

Î
-Ì

À
ÒÅ

Ì
À

ÒÈ
×

ÅÑ
Ê

È
Å 

Í
À

Ó
Ê

È

íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü âåùåñòâà
=2850 êã/ì3, à ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü çåìíîãî øàðà è
ñåãìåíòà ïîëóøàðà ðàâíà ÑÃ =m/VШ =5520 êã/ì3.

Èçìåíåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè âåùåñòâà øàðîâûõ
ñåãìåíòîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ðèñ. 2, èñïîëüçóÿ
ëèíåéíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòè
ïî ãëóáèíå.

Ìàññà óñå÷åííîãî øàðà mУ.Ш îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðàçíîñòü ìàññû Çåìëè è ìàññû ñåãìåíòà

             ÑÃÑÃÑÃ Vmmmm ШУ .. 

ÑÃ
ÑÃ

ÑÃ
h

rhm  )
3

(2  ,                   (3)

ãäå m — ìàññà Çåìëè, m = 5,98·1024 êã.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ìàññ Ñ, CУ.Ш íà ðèñ. 1

îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

                       ÑШУÑ zzl  .. , (4)

ãäå zC — öåíòð ìàññ âûäåëåííîãî ñòîëáà, êîòîðûé
ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ øàðîâîãî ñåãìåíòà
(zC=zC.ÑÃ) è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

                           ÑÃÑz .
hro 8

5
 . (5)

Öåíòð ìàññ zC.У.Ш óñå÷åííîãî øàðà îïðåäåëÿåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà îòðèöàòåëüíûõ îáúåìîâ
(ìàññ) [1]

                        ШУÑz ..
ШУ

ÑÃÑÑÃ

m

zm

.

. . (6)

Èç çàêîíà äàâëåíèé (2) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó
äàâëåíèÿ â öåíòðå Çåìëè, ïðèíÿâ ñëåäóþùèå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ïîëóøàðà Çåìëè: hÑÃ=r=
=6,371·106 ì; ÑÃ=5520 êã/ì3; ìàññà ïîëóøàðà

ÑÃrm ШÏ  3

3

2
.  ; rl

4

3
 .

Ôîðìóëà äàâëåíèÿ â öåíòðå Çåìëè äëÿ óêàçàííûõ
ïàðàìåòðîâ èìååò âèä [1]

                            
22

27

32
ÑÃÃ rGð  . (7)

Ôîðìóëà (7) äëÿ óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü äàâëåíèå â öåíòðå Çåìëè =307291 ÌÏà.

Íà ðèñ. 3 ïîñòðîåíà çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò ãëó-
áèíû p=f(h) â ñôåðè÷åñêèõ ñëîÿõ è öåíòðå Çåìëè.
Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çàêîíà èçìåíåíèÿ âåñà åäèíèöû
ìàññû âåùåñòâà âíóòðè îáúåìà Çåìëè èñïîëüçóåì
ôîðìóëó (1), â êîòîðîé âåëè÷èíà AhÑÃÑÃ ïðèíèìà-
åòñÿ çà åäèíè÷íóþ ìàññó AhÑÃÑÃ=1 êã âûäåëåííîãî
îáúåìà (ðèñ. 1).

Ïðè ýòîì âïåðâûå óñòàíîâëåíî âàæíîå óñëîâèå,
ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè îïðåäåëåíèè âåñà âåùåñòâà
âíóòðè Çåìëè åäèíè÷íàÿ ìàññà ïîìåùàåòñÿ â òî÷êå
Ñ öåíòðå òÿæåñòè ñåãìåíòà. Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò
èñêëþ÷èòü ïðèòÿæåíèå åäèíè÷íîé ìàññû ê òî÷êàì
ñåãìåíòà. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî åäèíè÷íàÿ ìàññà âçàèìî-
äåéñòâóåò òîëüêî ñ öåíòðîì ìàññ ÑУ.Ш óñå÷åííîãî
øàðà, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü çàêîí èçìåíåíèÿ ñèëû
òÿæåñòè âåùåñòâà âíóòðè Çåìëè.

                           2
.

l

m
Gg ШУ

Ã . (8)

Íà ðèñ. 3 ïîñòðîåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåñà g
åäèíèöû ìàññû âåùåñòâà Çåìëè îò ãëóáèíû h. Âåëè-
÷èíà h îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

                             ÑÃÑzrh . . (9)

Âî âñåõ èçâåñòíûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ äàííîé
ïðîáëåìå, çàâèñèìîñòü âåñà åäèíèöû ìàññû îò ãëó-
áèíû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå äâóõ ðàçíûõ çàâèñèìîñ-
òåé. Âïåðâûå ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü g=f(h), êîòîðàÿ
àïïðîêñèìèðóåòñÿ îäíîé ãëàäêîé êðèâîé 5-ãî ïîðÿä-
êà ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè R2=0,993.

  394135-17 3108944,110129,310,741 hhhg

        2610604,3 h 9787,91026,5 5   h .    (10)

 h

3
.10 мкг/5520 СГ

3
.1 мкг/2850 СГ

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåé ïëîòíîñòè ïî ñëîÿì Çåìëè

 

50000

100000

150000

200000

250000

300000

р, МПа

0 1 2 3 4 5 6
D

E g

p

B

A

123 0456

5

0

10

15

g, Н/КГ

м,106r

м,106h

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ îò ãëóáèíы ñëîÿ è âåñà åäèíèöы ìàññы îò ðàäèóñà ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ
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Âïåðâûå óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå

âåñà åäèíèöû ìàññû íàõîäèòñÿ íà ãëóáèíå h2400 êì
è ðàâíî g=13,9 Í/êã (ì/ñ2).

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî íåêîòîðûå òî÷êè
êðèâîé ABED íà ðèñ. 3. Òî÷êà À êðèâîé ñîîòâåòñò-
âóåò g =9,81 Í/êã, ò.å. ñèëå òÿæåñòè îäíîãî êã ìàññû
íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Ó÷àñòîê ÀÂÅ çàâèñèìîñòè
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî àíàëèòè÷åñêîìó âûðàæåíèþ (8).
Ïðè÷åì òî÷êà Å ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíåé ðàñ÷åòíîé òî÷-
êîé ýòîé çàâèñèìîñòè. Ó÷àñòîê ED èñêîìîé çàâèñè-
ìîñòè âíóòðè îòðåçêà ED íå èìååò ðàñ÷åòíûõ òî÷åê.
Îäíàêî òî÷êà D ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ åäèíè÷íîé
ìàññû â öåíòðå çåìíîãî øàðà, â êîòîðîì âåñ g=0,
ò.å. åäèíè÷íàÿ ìàññà â öåíòðå Çåìëè íå èìååò âåñà.

Îñîáåííîñòü òî÷êè Å ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ñîîò-
âåòñòâóåò ñå÷åíèþ, ïðè êîòîðîì âîçíèêàåò ðàâåí-
ñòâî îáúåìîâ ñåãìåíòà è óñå÷åííîãî øàðà, êîòîðûå
ïðåâðàùàþòñÿ â ïîëóøàðèÿ Çåìëè.
Â ýòîì ñëó÷àå èç óðàâíåíèÿ (8) èìååì

             2
2

)
8

3
(2

0,5

)2(

5,0

.. r

m
G

r

m
Gg Г

ШПС
Г 

, (11)

ãäå rС.П.Ш — öåíòð òÿæåñòè ïîëóøàðà Çåìëè.
Ìàññà âåëè÷èíîé 1 êã, ïîìåùåííàÿ â öåíòðå ìàññ

îäíîãî ïîëóøàðèÿ, ïðèòÿãèâàåòñÿ òîëüêî ê öåíòðó
ìàññ âòîðîãî ïîëóøàðèÿ. Ïîýòîìó çíà÷åíèå g, âû÷è-
ñëÿåìîå ïî ôîðìóëå (11), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
òî÷íîå çíà÷åíèå g=8,739 Í/êã (ì/c2), êîòîðîìó ñî-
îòâåòñòâóåò h=3,982·106 ì.

Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ [2–4] ïðèâîäÿòñÿ çàâèñèìî-
ñòè äàâëåíèÿ p=f(h) è âåñà åäèíèöû ìàññû g=f(h) (ì/c2),
êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ïðåäëîæåííûõ, ïðè ýòîì íå
ðàññìàòðèâàåòñÿ èõ ñâÿçü.

Äàâëåíèå â ñëîÿõ Çåìëè íà èíòåðâàëå ãëóáèíû
h ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå ìåòîäîì ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå èç ðàáîòû [1]

hgp СГ   .                          (12)

Äàâëåíèå íà ãëóáèíå h è â öåíòðå Çåìëè ðàâíî
ñóììå äàâëåíèé â ñôåðè÷åñêèõ ñëîÿõ

                              pр  . (13)

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèé р ïî ôîðìóëå
(2) è ïî ôîðìóëàì (12), (13) ñîâïàäàþò.
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Ñòðóãîâ, Þ. Ô. Îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé : ó÷åá. ýëåêòðîí. èçä. ëîêàëüíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ:
ó÷åá. ïîñîáèå / Þ. Ô. Ñòðóãîâ, Ò. Ì. Ñòðóãîâà ; ÎìÃÒÓ. — Îìñê : Èçä-âî ÎìÃÒÓ, 2013. — 1 o=ýë.
îïò. äèñê (CD-ROM).

Èçëàãàþòñÿ îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ðàçäåëîì êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè â
òåõíè÷åñêèõ âóçàõ. Ïîñîáèå ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ, ðàñêðûâàþùèõ ñóòü îñíîâíûõ ïîíÿ-
òèé. Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ î÷íîãî è çàî÷íîãî îòäåëåíèé òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ïîäãîòîâëåíî
íà êàôåäðå âûñøåé ìàòåìàòèêè ÎìÃÒÓ.

514.18/Â67
Âîëêîâ, Â. ß. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî íà÷åðòàòåëüíîé ãåîìåòðèè : ó÷åá. ýëåêòðîí. èçä. ëîêàëüíîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ / Â. ß. Âîëêîâ, À. À. Ëÿøêîâ, Ê. Ë. Ïàí÷óê ; ÎìÃÒÓ. — Îìñê: Èçä-âî ÎìÃÒÓ,
2013. — 1 o=ýë. îïò. äèñê (CD-ROM).

Ñáîðíèê çàäà÷ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ, èçó÷àþùèõ íà÷åðòàòåëüíóþ ãåîìåòðèþ ïî ïðîãðàììàì ìåõàíè-
÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàäà÷è ðàçíûõ óðîâíåé ñëîæíîñòè
è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà íà÷åðòàòåëüíîé ãåîìåòðèè.
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Ðåøåíèå çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè çà÷àñòóþ
ñîïðÿæåíî äëÿ ñòóäåíòîâ è øêîëüíèêîâ ñ áîëüøèìè
òðóäíîñòÿìè. Ýòî îáóñëîâëåíî, íà íàø âçãëÿä, ïàäå-
íèåì óðîâíÿ íå òîëüêî àáñòðàêòíîãî, ëîãè÷åñêîãî
ìûøëåíèÿ ó÷àùèõñÿ, íî è óðîâíÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ âîîáùå.

Ñîáñòâåííûé îïûò ïðåïîäàâàòåëüñêîé ðàáîòû â
âóçå, îçíàêîìëåíèå ñ ìíåíèÿìè äðóãèõ ïðåïîäàâàòå-
ëåé â ïðåññå è â ñåòè Èíòåðíåò, ïîçâîëÿþò ñäåëàòü
âûâîä î êðàéíå ñëàáîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå
áîëüøèíñòâà àáèòóðèåíòîâ, ïîñòóïàþùèõ â òåõíè÷å-
ñêèå âóçû è èõ íåæåëàíèè ëèêâèäèðîâàòü ïðîáåëû
â ñâîåì îáðàçîâàíèè.

Ê ñîæàëåíèþ, ïðèõîäèòñÿ êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî â
ñèëó öåëîãî ðÿäà ïðè÷èí ó ñòóäåíòîâ íå ôîðìèðóåòñÿ
ñèñòåìíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ôóíäàìåíòàëüíûõ îñíî-
âàõ ìàòåìàòèêè, ìåòîäàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
àëãåáðû, ãåîìåòðèè. Ãîä çà ãîäîì îòìå÷àåòñÿ ñíèæå-
íèå óðîâíÿ ëîãè÷åñêîãî, àáñòðàêòíîãî ìûøëåíèÿ,
÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, íå ïîçâîëÿåò áîëüøèíñòâó ñòó-
äåíòîâ â äîñòàòî÷íîì îáúåìå îâëàäåòü òàêèìè âàæ-
íûì äëÿ áóäóùèõ èíæåíåðîâ äèñöèïëèíàìè, êàê ìàòå-
ìàòèêà, íà÷åðòàòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ôèçèêè è äðóãèå
òî÷íûå íàóêè.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ èíòåðåñà ê èçó÷åíèþ ìàòåìàòèêè
âîîáùå, è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè â ÷àñòíîñòè, ìû
ïîñòàðàëèñü â êóðñå äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ïðå-
ïîäàâàåìîì â ÍÈ ÈðÃÒÓ, ïîäîáðàòü íåñòàíäàðòíûå
ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è, èëëþñòðèðóþùèå ïðèìåíåíèå
îñíîâíûõ ìåòîäîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â ðåàëü-
íîé æèçíè [1]. Ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷, íà íàø âçãëÿä,
âûçûâàåò ó ñòóäåíòîâ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ
ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ïîçâîëÿåò ëó÷øå
óñâîèòü åå îñíîâíûå çàêîíû è ìåòîäû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîäîáíûõ çàäà÷ è ìåòîäû èõ
ðåøåíèÿ.

Ïðèìåíåíèå äèàãðàìì Ýéëåðà–Âåííà. Ìåòîä
Ýéëåðà (êðóãè Ýéëåðà) øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ðåøå-
íèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ. Ïîíÿòèå
ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì íåîïðåäåëÿ-
åìûì ïîíÿòèåì. Èíòóèòèâíî ïîä ìíîæåñòâîì ïîíè-
ìàþò ñîâîêóïíîñòü äèñêðåòíûõ (ò.å. îòäåëüíûõ) îáú-
åêòîâ, îáëàäàþùèõ îáùèì ïðèçíàêîì è ñîñòàâëÿ-
þùèì âìåñòå åäèíîå öåëîå [2]. Ïðè ýòîì ïðèðîäà
îáúåêòîâ ìîæåò áûòü ñàìàÿ ðàçíàÿ.

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ
ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ
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ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ òåîðèè ìíîæåñòâ, ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè, òåîðèè ãðàôîâ. Ñòàòüÿ ìîæåò áûòü ïîëåçíà ñòóäåíòàì, èçó÷àþùèì äèñêðåòíóþ
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîãè÷åñêèå çàäà÷è, äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà,
òåîðèÿ ìíîæåñòâ, òåîðèÿ ãðàôîâ.
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Ìíîæåñòâà óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå îáëàñòåé
íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòûìè êðèâûìè
(îáû÷íî — êðóãîâ), âêëþ÷àþùèõ âñå ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà [3]. Îòíîøåíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè èçîá-
ðàæàþò â âèäå äèàãðàìì, íàçûâàåìûõ äèàãðàììàìè
Ýéëåðà–Âåííà. Óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî (âêëþ÷à-
þùåå â ñåáÿ ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ, î êîòîðûõ
èäåò ðå÷ü â çàäà÷å) èçîáðàæàþò â âèäå ïðÿìîóãîëü-
íèêà, âíóòðè êîòîðîãî ïîìåùàþò êðóãè, èçîáðàæà-
þùèå ìíîæåñòâà.

Íàïðèìåð, èçîáðàæåíèå óíèâåðñàëüíîãî ìíîæå-
ñòâà, âêëþ÷àþùåãî ðàçëè÷íûå ïîäìíîæåñòâà ìíî-
æåñòâà äåñÿòè÷íûõ öèôð: Î={0}, ÷åòíûõ ÷èñåë
Ð={2, 4, 6, 8}, íå÷åòíûõ ÷èñåë Q={1, 3, 5, 7, 9} è
ïðîñòûõ ÷èñåë R={1, 2, 3, 5, 7} ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1.
Çäåñü U — ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ, îáðàçîâàí-
íûõ èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà äåñÿòè÷íûõ öèôð. Êàê
âèäèì, íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà äåñÿòè÷íûõ
öèôð U âõîäÿò ñðàçó â íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ.

Ïðèìåíåíèå äèàãðàìì Ýéëåðà–Âåííà îáëåã÷àåò
ðåøåíèå çàäà÷ íà íàõîæäåíèå ÷èñëà ýëåìåíòîâ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà èëè åãî ïîäìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 1. Ñðåäè 100 ðàáîòíèêîâ îäíîé èç ôèðì
Èðêóòñêà 80 % âëàäåþò àêöèÿìè «Èðêóòñêýíåðãî»,
à 55 % — àêöèÿìè îáùåñòâà «Ýëåêòðîñâÿçü». Ñêîëüêî
ðàáîòíèêîâ ôèðìû âëàäåþò àêöèÿìè îáîèõ íàçâàí-
íûõ îáùåñòâ, åñëè êàæäûé ðàáîòíèê âëàäååò àêöè-
ÿìè õîòÿ áû îäíîé êîìïàíèè?

Ðåøåíèå:
Ïî óñëîâèþ, àêöèÿìè òîëüêî îáùåñòâà «Ýëåêòðî-

ñâÿçü» âëàäååò 100 %–80 %=20 % ðàáîòíèêîâ, à àêöè-
ÿìè òîëüêî îáùåñòâà «Èðêóòñêýíåðãî» — 100 %–
–55 %=45 % ðàáîòíèêîâ. Òàêèì îáðàçîì, àêöèÿìè
òîëüêî îäíîé èç êîìïàíèé âëàäååò 20 %+45 %=65 %
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ðàáîòíèêîâ. Çíà÷èò, àêöèÿìè îáåèõ êîìïàíèé âëà-
äååò 100 %–65 %=35 % ðàáîòíèêîâ. À ïîñêîëüêó ðà-
áîòíèêîâ âñåãî 100 ÷åëîâåê, òî àêöèÿìè îáåèõ êîìïà-
íèé âëàäåþò 35 ðàáîòíèêîâ. Äèàãðàììà Ýéëåðà–
Âåííà äëÿ äàííûõ óñëîâèé ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2.

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à 2. Â êëàññå 42 ó÷åíèêà. Èç íèõ 16 çàíèìà-

þòñÿ ëåãêîé àòëåòèêîé, 24 — ôóòáîëîì, 15 — øàõ-
ìàòàìè; 11 ÷åëîâåê îäíîâðåìåííî çàíèìàþòñÿ ëåãêîé
àòëåòèêîé è ôóòáîëîì, 8 — ëåãêîé àòëåòèêîé è øàõ-
ìàòàìè, 12 — ôóòáîëîì è øàõìàòàìè, à 6 ó÷àñòâóþò
âî âñåõ òðåõ ñïîðòèâíûõ ñåêöèÿõ. Îñòàëüíûå íå çà-
íèìàþòñÿ ñïîðòîì. Ñêîëüêî ÷åëîâåê íå çàíèìàåòñÿ
ñïîðòîì?

Ðåøåíèå:
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è óäîáíî èçîáðàçèòü íà äèàã-

ðàììå Ýéëåðà–Âåííà (ðèñ. 3). Çàïîëíåíèå äèàãðàììû
íà÷èíàþò «ñ ñåðåäèíû»: ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî
âñåìè òðåìÿ âèäàìè ñïîðòà çàíèìàþòñÿ 6 ÷åëîâåê,
ñðàçó çàïîëíÿåì îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ òðåõ ìíî-
æåñòâ. Òàê êàê øàõìàòàìè è ôóòáîëîì çàíèìàþòñÿ
12 ÷åëîâåê, èç êîòîðûõ 6 óæå ó÷òåíû, òî íà îáëàñòü
ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ «Øàõìàòû» è «Ôóòáîë» áåç
«Ëåãêîé àòëåòèêè» ïðèõîäèòñÿ 12–6=6 ÷åëîâåê.
Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, çàïîëíÿåì îáëàñòè ïåðåñå-
÷åíèÿ ìíîæåñòâ «Øàõìàòû» è «Ëåãêàÿ àòëåòèêà», è
«Ôóòáîë» è «Ëåãêàÿ àòëåòèêà». Çàòåì îïðåäåëÿåì
êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê, çàíèìàþùèõñÿ òîëüêî øàõ-
ìàòàìè: èç 15 èñêëþ÷àåì òåõ, êîãî óæå ïîñ÷èòàëè
(òî åñòü òåõ, êòî êðîìå øàõìàò çàíèìàåòñÿ åùå êà-
êèì-ëèáî äðóãèì âèäîì ñïîðòà): 15–(6+6+2)=1.
Àíàëîãè÷íî çàïîëíÿåì îñòàâøèåñÿ îáëàñòè. Ïîñëå
ýòîãî ñêëàäûâàåì âñå ÷èñëà âíóòðè äèàãðàììû è âû-
÷èòàåì ïîëó÷åííîå ÷èñëî èç îáùåãî êîëè÷åñòâà ó÷å-
íèêîâ â êëàññå. Òàêèì îáðàçîì, íå çàíèìàþòñÿ ñïîð-
òîì 12 ÷åëîâåê. Î÷åâèäíî, ïóòåì ïðîñòûõ âû÷èñëå-
íèé èëè ëîãè÷åñêèõ óìîçàêëþ÷åíèé ðåøèòü òàêóþ
çàäà÷ó ãîðàçäî ñëîæíåå.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ àëãåáðû ëîãèêè. Ðàññìîò-
ðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ
çàêîíîâ àëãåáðû ëîãèêè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà (ëî-
ãèêà âûñêàçûâàíèé) —  ðàçíîâèäíîñòü ôîðìàëüíîé
ëîãèêè, ò.å. íàóêè, êîòîðàÿ èçó÷àåò óìîçàêëþ÷åíèÿ

ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ôîðìàëüíîãî ñòðîåíèÿ. Â ìàòåìà-
òè÷åñêîé ëîãèêå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàì ñìûñë
âûñêàçûâàíèé, îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî åãî èñòèííîñòü
èëè ëîæíîñòü, ÷òî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñîîòâåò-
ñòâåííî È èëè Ë [4].

Ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê èç ïðîñòûõ âûñ-
êàçûâàíèé ìîæíî ñîñòàâëÿòü áîëåå ñëîæíûå, ñîåäè-
íÿÿ èõ ñîþçàìè «è» (êîíúþíêöèÿ), «èëè» (äèçúþíê-
öèÿ), «íå» (èíâåðñèÿ èëè îòðèöàíèå), «ñëåäóåò» (èì-
ïëèêàöèÿ), «òîãäà è òîëüêî òîãäà» (ýêâèâàëåíöèÿ).
Àêñèîìû ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé (èëè ëîãè÷åñêèõ ñâÿ-
çîê) ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáû÷íî â âèäå òàáëèö èñòèííî-
ñòè. Îíè èçâåñòíû êàæäîìó øêîëüíèêó, ïîýòîìó ìû
íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà íèõ, íàïîì-
íèì ëèøü, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè çíà÷åíèé ôîðìóë
íà êàæäîì íàáîðå ïåðåìåííûõ îïåðàöèè àëãåáðû
ëîãèêè âûïîëíÿþòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: èíâåðñèÿ,
êîíúþíêöèÿ; äèçúþíêöèÿ; èìïëèêàöèÿ; ýêâèâàëåí-
öèÿ. Åñëè òðåáóåòñÿ íàðóøèòü äàííûé ïîðÿäîê —
ñòàâÿò ñêîáêè, è òîãäà â ïåðâóþ î÷åðåäü âûïîëíÿåòñÿ
äåéñòâèå â ñêîáêàõ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïðîâåðêå èñòèííîñòè ñëîæ-
íûõ âûñêàçûâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì çàêîíîâ àëãåáðû
ëîãèêè.

Çàäà÷à 3. Íà âîïðîñ: «Êòî èç òðåõ ñòóäåíòîâ èçó-
÷àë äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó?» ïîëó÷åí âåðíûé îò-
âåò: «Åñëè èçó÷àë ïåðâûé, òî èçó÷àë è òðåòèé, íî
íåâåðíî, ÷òî åñëè èçó÷àë âòîðîé, òî èçó÷àë è òðå-
òèé». Êòî èçó÷àë äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó?

Ðåøåíèå:
Îáîçíà÷èì ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ñëåäó-

þùèå âûñêàçûâàíèÿ:
À — «Ïåðâûé ñòóäåíò èçó÷àë äèñêðåòíóþ ìàòå-

ìàòèêó»;
Â — «Âòîðîé ñòóäåíò èçó÷àë äèñêðåòíóþ ìàòå-

ìàòèêó»;
Ñ — «Òðåòèé ñòóäåíò èçó÷àë äèñêðåòíóþ ìàòå-

ìàòèêó».
Ñîñòàâèì ôîðìóëû äëÿ âûñêàçûâàíèé:
«Åñëè èçó÷àë ïåðâûé, òî èçó÷àë è òðåòèé»: À^Ñ
«Åñëè èçó÷àë âòîðîé, òî èçó÷àë è òðåòèé»: Â^Ñ
«Åñëè èçó÷àë ïåðâûé, òî èçó÷àë è òðåòèé, íî íå-

âåðíî, ÷òî åñëè èçó÷àë âòîðîé, òî èçó÷àë è òðåòèé»:
(À^Ñ)&(Â^Ñ)

Ñîñòàâèì òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ïîëó÷åííûõ
ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë (òàáë. 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî èñòèííûå çíà÷åíèÿ äàííîå âûñêàçû-
âàíèå ïðèíèìàåò â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïåðâûé ñòóäåíò
èçó÷àë äèñêðåòíóþ ìàòåìàòèêó, à âòîðîé è òðåòèé —
íåò, èëè âòîðîé èçó÷àë, à ïåðâûé è òðåòèé — íåò.

×àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ñîñòàâëåíèè
ðàñïèñàíèÿ çàíÿòèé, ýêçàìåíîâ, è ò.ï., ñîãëàñîâàííûõ
ñ ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè: ïîæåëàíèÿìè ïðåïîäàâà-
òåëåé, òðåáîâàíèÿìè äåêàíàòà è ò.ä. Ðåøèòü ýòó çàäà-
÷ó òàêæå ïîìîãàåò àëãåáðà ëîãèêè.

Çàäà÷à 4. Ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå ïÿòè óðîêîâ â
îäíîì è òîì æå êëàññå, åñëè âñå ïðåäìåòû äîëæíû
áûòü ðàçëè÷íû, à ïðåïîäàâàòåëè âûñêàçàëè ñëåäó-
þùèå ïîæåëàíèÿ: ïðåïîäàâàòåëü èñòîðèè (È) — 1,
èëè 4, èëè 5 óðîê; ëèòåðàòóðû (Ë) — 1 èëè 2 óðîê;
ôèçèêè (Ô)— 2 èëè 3 óðîê; ìàòåìàòèêè (Ì) — 2 èëè
5 óðîê; õèìèè (Õ) — ëþáîé óðîê, êðîìå 1 è 5.

Ðåøåíèå:
Ñîñòàâèì ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå

çàÿâêàì ó÷èòåëåé. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ïðèïèñû-
âàíèå êàæäîãî ïðåäìåòà ê êîíêðåòíîìó óðîêó ñî-
îòâåòñòâóþùåé áóêâîé ñ èíäåêñîì. Íàïðèìåð, È1

îçíà÷àåò, ÷òî óðîê èñòîðèè ñòîèò â ðàñïèñàíèè ïåð-
âûì. Òîãäà çàÿâêå ïðåïîäàâàòåëÿ èñòîðèè áóäåò ñîîò-
âåòñòâîâàòü ôîðìóëà: è= È1]È4]È5. Çàÿâêå

Ðèñ. 2
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Ðèñ. 5

ïðåïîäàâàòåëÿ ëèòåðàòóðû ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà
ë= Ë1]Ë2 , çàÿâêå ôèçèêà: ô= Ô2]Ô3 , ìàòåìàòèêà:
ì= Ì2]Ì5 , ïðåïîäàâàòåëÿ õèìèè: õ= Õ2]Õ3]Õ4.
Ïîñêîëüêó âñå çàÿâêè äîëæíû áûòü ó÷òåíû, ñîñòà-
âèì êîíúþíêöèþ ýòèõ ôîðìóë:

(È1]È4]È5)&(Ë1]Ë2)&(Ô2]Ô3)&(Ì2]Ì5)&(Õ2]Õ3]Õ4)
è ïðîâåäåì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà îäèí óðîê íå ìîãóò ïðåòåíäîâàòü
äâà ïðåäìåòà, òî åñòü êîíúþíêöèÿ È4 & Õ4 ëîæíà.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ äèçúþíêöèþ:
Ë1&Ô2&Õ3&È4&Ì5]Ë1&Õ2&Ô3&È4&Ì5 ]È1&Ë2&Ô3

&Õ4&Ì5]Ë1&Ì2&Ô3&Õ4&È5.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëîñü ÷åòûðå âàðèàíòà ðàñ-

ïèñàíèé.
Åùå îäèí ïðèìåð ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ àë-

ãåáðû ëîãèêè — çàäà÷à î ïîäáîðå ýêèïàæà êîñìè-
÷åñêîãî êîðàáëÿ, èëè ïîäâîäíîé ëîäêè, èëè äðóãèõ
îáúåêòîâ, íà êîòîðûõ ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ äëèòåëüíîå
ñîâìåñòíîå ïðåáûâàíèå ëþäåé â çàìêíóòîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, äëÿ êîñìè÷åñêîãî ïîëåòà ñîñ-
òàâëÿþò ýêèïàæ èç òðåõ ÷åëîâåê: êîìàíäèð, èíæåíåð
è âðà÷. Íà äîëæíîñòü êîìàíäèðà ïðåòåíäóþò ÷åòûðå
÷åëîâåêà: À1, À2 ,À3, À4; íà äîëæíîñòü èíæåíåðà —
òðè ÷åëîâåêà: Â1, Â2, Â3; íà äîëæíîñòü âðà÷à — òîæå
òðîå: Ñ1, Ñ2, Ñ3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ñîñ-
òàâëåíèÿ ýêèïàæà? Êàçàëîñü áû, ÷òî ìîæåò áûòü
ïðîùå: 4·3·3=36. Íî ëþäè — íå ðîáîòû, èõ íåëüçÿ
ïåðåñòàâëÿòü êàê óãîäíî. Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
åùå âîïðîñ ïñèõîëîãè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè.

Çàäà÷à 5. Ñîñòàâèòü âîçìîæíûå ýêèïàæè äëÿ ïî-
ëåòà íà êîñìè÷åñêîì êîðàáëå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
èíæåíåð Â1 íåñîâìåñòèì ñ âðà÷îì Ñ3, èíæåíåð Â2 —
ñ âðà÷îì Ñ1, à èíæåíåð Â3 — ñ âðà÷îì Ñ2. Êðîìå òî-
ãî, êîìàíäèð

À1 ñîâìåñòèì ñ èíæåíåðàìè Â1, Â3 è âðà÷àìè Ñ2, Ñ3;
À2 ñîâìåñòèì ñ èíæåíåðàìè Â1, Â2 è âñåìè

âðà÷àìè;
À3 ñîâìåñòèì ñ èíæåíåðàìè Â1, Â2 è âðà÷àìè Ñ1, Ñ3;
À4 ñîâìåñòèì ñî âñåìè èíæåíåðàìè è îäíèì âðà-

÷îì Ñ3

Ñîñòàâèì ôîðìóëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäíèì
÷åòûðåì âûñêàçûâàíèÿì:

               Ô1=À1&(Â1]Â3)&(Ñ2]Ñ3);
            Ô2=À2&(Â1]Â2)&(Ñ1]Ñ2]Ñ3);
               Ô3=À3&(Â1]Â2)&(Ñ1]Ñ3);
                 Ô4=À4&(Â1]Â2]Â3)&Ñ3

Ñîñòàâèì òåïåðü äèçúþíêöèþ ýòèõ ôîðìóë:
À1&(Â1]Â3)&(Ñ2]Ñ3)]À2&(Â1]Â2)&(Ñ1]Ñ2]Ñ3)]À3&(Â1]Â2)

&(Ñ1]Ñ3)]À4&(Â1]Â2]Â3)&Ñ3 è ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâà-
íèÿ (ðàñêðîåì ñêîáêè).  Ïîëó÷èì: À 1&Â 1&Ñ 1

]À 1&Â 1&Ñ 3]À 1&Â 3&Ñ 2]À 1&Â 3&Ñ 3]À 2&Â 1&Ñ 1

]À 2&Â 1&Ñ 2]À 2&Â 1&Ñ 3]À 2&Â 2&Ñ 1]À 2&Â 2&Ñ 2

]À 2&Â 2&Ñ 3]À 3&Â 1&Ñ 1]À 3&Â 1&Ñ 3]À 3&Â 2&Ñ 1

]À3&Â2&Ñ3 ]À4&Â1&Ñ3 ]À4&Â2&Ñ3 ]À4&Â3&Ñ3 Îäíàêî
íå âñå èç ïîëó÷åííûõ êîíúþíêöèé âîçìîæíû. Íà-
ïðèìåð, êîìáèíàöèÿ À1&Â1&Ñ3 íå ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàíà, ïîñêîëüêó èíæåíåð Â1 íå ñîâìåñòèì ñ âðà-
÷îì Ñ3. Òîãäà, ñ ó÷åòîì óñëîâèé íåñîâìåñòèìîñòè,
îñòàþòñÿ ñëåäóþùèå êîíúþíêöèè: À1&Â1&Ñ1]À1&Â3

&Ñ 3]À2&Â 1&Ñ 1]À2&Â 1&Ñ 2]À 2&Â 2&Ñ 2]À2&Â 2&Ñ 3

]À3&Â1&Ñ3]À3&Â2& Ñ3]À4&Â2&Ñ3]À4&Â3&Ñ3

Ïîëó÷èëè 10 âîçìîæíûõ ñîñòàâîâ ýêèïàæà.
Ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðàôîâ. ×àñòî ïðè ðåøåíèè

îñîáîãî êëàññà çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íàëèâàíèåì îïðå-
äåëåííîãî êîëè÷åñòâà æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ äâóõ
(èíîãäà òðåõ) ïóñòûõ ñîñóäîâ, ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû
òåîðèè ãðàôîâ [5].

Â îáùåì ñëó÷àå ãðàô G (Õ, Å) — ýòî ìíîæåñòâî
ýëåìåíòîâ – òî÷åê Õ, îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñîåäè-
íåííûõ ìåæäó ñîáîé ëèíèÿìè, íåîáÿçàòåëüíî ïðÿìû-
ìè. Òî÷êè ìíîæåñòâà Õ íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãðà-
ôà G. Ñîåäèíÿþùèå èõ ëèíèè — ðåáðà ïðåäñòàâëÿþò
ìíîæåñòâî Å. Âåðøèíû ãðàôà îáû÷íî íóìåðóþò.

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ãðàô, ïîñòðîåííûé íà ïÿòè
âåðøèíàõ è èìåþùèé øåñòü ðåáåð. Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùóþ çàäà÷ó (çàäà÷à Òàðòàëüè):

Çàäà÷à 6. Èìååòñÿ 8-ëèòðîâûé ñîñóä, äî êðàåâ
íàïîëíåííûé âîäîé, è äâà ïóñòûõ îáúåìîì 3 è 5 ëèò-
ðîâ. Òðåáóåòñÿ ðàçëèòü âîäó ïîðîâíó â äâà áîëüøèõ
ñîñóäà.

Ðåøåíèå:
Âûáåðåì íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò (íåîáÿ-

çàòåëüíî ïðÿìîóãîëüíóþ). Íà îäíîé îñè îòëîæèì

Тàблèцà 1 

Тàблèцà èñòèííîñòè к зàäà÷å 3 

À Â Ñ ÀÑ ÂÑ  (ÂÑ) (ÀÂ)& (ÂÑ) 

Ë Ë Ë È È Ë Ë 

Ë Ë È È È Ë Ë 

Ë È Ë È Ë È È 

Ë È È È È Ë Ë 

È Ë Ë Ë È Ë È 

È Ë È È È Ë Ë 

È È Ë Ë Ë È Ë 

È È È È È Ë Ë 
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îòðåçîê ÎÑ, ðàâíûé 5 åäèíèöàì ìàñøòàáà, íà äðó-
ãîé — îòðåçîê ÎÀ, ðàâíûé 3 åäèíèöàì. Ïîñòðîèì
ïàðàëëåëîãðàìì ÎÀÂÑ (ðèñ. 5). Îòìåòèì íà åãî ñòîðî-
íàõ òî÷êè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè — ýòî
âåðøèíû ãðàôà. Ñîåäèíèì òî÷êè (0; 1) è (1; 0) îòðåç-
êîì è ïðîâåäåì ïàðàëëåëüíî åìó îòðåçêè, ñîåäèíÿ-
þùèå îòìå÷åííûå òî÷êè. Êðîìå òîãî, ñîåäèíèì âåð-
øèíû ãðàôà, ëåæàùèå íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðî-
íàõ ïàðàëëåëîãðàììà, îòðåçêàìè, ïàðàëëåëüíûìè êî-
îðäèíàòíûì îñÿì. Âñå ýòè îòðåçêè ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè
ïîñòðîåííîãî ãðàôà.

Ñîïîñòàâèì ðàññìîòðåííûé ãðàô ñ çàäà÷åé î ïå-
ðåëèâàíèè. Òî÷êà Î ñîîòâåòñòâóåò òîìó ñîñòîÿíèþ,
êîãäà 5-ëèòðîâûé è 3-ëèòðîâûé ñîñóäû ïóñòûå. Ïåðå-
ìåùåíèå ïî ðåáðó ÎÑ îòâå÷àåò íàïîëíåíèþ 5-ëèòðî-
âîãî ñîñóäà, à ïî ðåáðó ÎÀ —  íàïîëíåíèþ 3-ëèò-
ðîâîãî. Íà ñîñóäàõ íåò íèêàêèõ ìåòîê, ïîýòîìó ïðî-
öåññ íàëèâàíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ òîãäà, êîãäà ñîñóä íà-
ïîëíåí. Ýòîìó ïðîöåññó ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå ïî
ðåáðàì ãðàôà, ïàðàëëåëüíûì êîîðäèíàòíûì îñÿì äî
ãðàíèöû ïàðàëëåëîãðàììà ÎÀÂÑ. Íî ìîæíî ÷àñòü
âîäû ïåðåëèòü èç îäíîãî ñîñóäà â äðóãîé, ëèáî âû-
ëèòü îñòàòîê èç îäíîãî ñîñóäà, ëèáî äîëèòü äðóãîé
ñîñóä äî êðàåâ — ýòèì îïåðàöèÿì ñîîòâåòñòâóåò ïå-
ðåìåùåíèå èç îäíîé âåðøèíû ãðàôà â äðóãóþ ïî
äèàãîíàëüíûì ðåáðàì.

Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è Òàðòàëüè ñ ïîìîùüþ
ãðàôà. Íóæíî âûäåëèòü â äàííîì ãðàôå ìàðøðóò,
âåäóùèé èç âåðøèíû Î â âåðøèíó D (ðèñ. 6). Èñêî-
ìûé ìàðøðóò îòìå÷åí ñïëîøíîé ëèíèåé. Ïðîêîì-
ìåíòèðóåì åãî.

Ðåáðî ÎÑ èçîáðàæàåò íàïîëíåíèå 5-ëèòðîâîãî
ñîñóäà (òî÷êà Ñ èìååò êîîðäèíàòû (5; 0));

ÑÅ: èç 5-ëèòðîâîãî âîäà ïåðåëèâàåòñÿ â 3-ëèòðî-
âûé (òî÷êà Å èìååò êîîðäèíàòû (2; 3), òî åñòü â 5-ëèò-
ðîâîì îñòàëîñü 2 ë âîäû, à 3-ëèòðîâûé íàëèò äî êðàåâ);

EF: èç 3-ëèòðîâîãî âîäà ïåðåëèâàåòñÿ â 8-ëèò-
ðîâûé (F èìååò êîîðäèíàòû (2;0));

FG: 2 ë, íàõîäÿùèåñÿ â 5-ëèòðîâîì, ïåðåëèâàþòñÿ
â 3-ëèòðîâûé;

GH: íàïîëíÿåòñÿ âíîâü 5-ëèòðîâûé;
HK: èç 5-ëèòðîâîãî äîëèâàåòñÿ íåäîñòàþùàÿ

÷àñòü â 3-ëèòðîâûé, â 5-ëèòðîâîì îñòàåòñÿ 4 ë âîäû;
KD: èç 3-ëèòðîâîãî âîäà âûëèâàåòñÿ â 8-ëèòðîâûé.
Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîñòðîåíèÿ ìàðøðóòà ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì áèëüÿðäíîãî øàðà. Äëÿ ýòî-
ãî âîçüìåì óãîë ÀÎÑ íàøåãî ïàðàëëåëîãðàììà ðàâ-
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íûì 60 è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áèëüÿðäíûé ñòîë âû-
ïîëíåí â ôîðìå òàêîãî ïàðàëëåëîãðàììà. Åñëè ó÷åñòü,
÷òî ïðè óäàðå øàðà ïî áîðòèêó ñòîëà îí ïðîäîëæàåò
äâèæåíèå ïî ïðèíöèïó: óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó
îòðàæåíèÿ, òî øàð, âûïóùåííûé èç òî÷êè Î âäîëü
îäíîé èç ñòîðîí ñòîëà, âîñïðîèçâåäåò òðåáóåìûé
ìàðøðóò. Îí áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïóòè, èçîáðàæåííî-
ìó íà ðèñ. 6 , åñëè áóäåò âûïóùåí âäîëü ñòîðîíû ÎÑ.

Ìîæíî âûáðàòü äðóãîé ìàðøðóò: íà÷àòü äâèæå-
íèå ïî ðåáðó ÎÀ (òî åñòü ñíà÷àëà íàïîëíèòü 3-ëèò-
ðîâûé ñîñóä). Ýòîò ìàðøðóò ìåíåå ýêîíîìè÷åí, îí
òðåáóåò íà îäíî ïåðåëèâàíèå áîëüøå, ÷åì â ïðèâå-
äåííîì ðåøåíèè.

Ïðèâåäåííûå íàìè ðàññóæäåíèÿ âåðíû ëèøü ïðè
óñëîâèè, ÷òî òðåòèé ñîñóä, èçíà÷àëüíî íàïîëíåííûé,
èìååò âìåñòèìîñòü, áîëüøóþ èëè ðàâíóþ, ÷åì ñóì-
ìàðíàÿ âìåñòèìîñòü ïóñòûõ ñîñóäîâ. Ìåòîä áèëüÿð-
äíîãî øàðà ïîçâîëÿåò ðåøàòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó
è äëÿ ÷åòûðåõ ñîñóäîâ. Íî â ýòîì ñëó÷àå óæå ïîòðå-
áóåòñÿ àíàëîãè÷íûé ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàô.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà ïðåïîäàâàíèÿ äèñê-
ðåòíîé ìàòåìàòèêè â ÍÈ ÈðÃÒÓ, ïîäîáíûå ëîãè÷å-
ñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðàêòè÷åñêèìè ñèòóàöè-
ÿìè, íî ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêè, âûçûâàþò íåïîääåëüíûé èíòåðåñ ó ñòó-
äåíòîâ è ñïîñîáñòâóþò ëó÷øåìó óñâîåíèþ îñíîâíûõ
ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.
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Ï. À. ÁÀÒÐÀÊÎÂ
Î. Ñ. ×ÅÐÅÏÀÍÎÂ

Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Êóðãàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà âçâåøåííîãî ìåòîäà ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷åííûõ îöå-
íîê è èõ ñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè îöåíêàìè äëÿ ðÿäà òèïîâûõ ðàñïðåäåëåíèé â óñ-
ëîâèÿõ ìîäåëè Òüþêè ñ ñèììåòðè÷íûìè è àñèììåòðè÷íûìè âûáðîñàìè. Ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ îöåíîê ïî ñðàâíå-
íèþ ñ  êëàññè÷åñêèìè ðîáàñòíûìè îöåíêàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòð ìàñøòàáà, ðîáàñòíûå îöåíêè, âçâåøåííûé ìåòîä ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

ÓÄÊ 519.233.22

Ââåäåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ïðåäëàãàåò
áîëüøîé àðñåíàë ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà
ìàñøòàáà [1–4]. Õîðîøî èçâåñòíîå ñðåäíåêâàäðàòè-
÷åñêîå îòêëîíåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íî áûñòðî òåðÿåò ñâîþ ýô-
ôåêòèâíîñòü ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ. Îöåíêà àáñî-
ëþòíîãî îòêëîíåíèÿ îò ìåäèàíû îáëàäàåò ðîáàñòíû-
ìè ñâîéñòâàìè è ýôôåêòèâíà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êî-
øè, íî êðàéíå íå ýôôåêòèâíàÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé ñ
áîëåå ëåãêèìè õâîñòàìè. Âçâåøåííûé ìåòîä ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÂÌÌÏ) [5] ïðåäëàãàåò
ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíûõ îöåíîê, óñòîé÷èâûõ
ê íàëè÷èþ âûáðîñîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ
îöåíêè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà ÂÌÌÏ è ïðîâîäÿòñÿ
èññëåäîâàíèå èõ ýôôåêòèâíîñòè äëÿ ðÿäà òèïîâûõ
ðàñïðåäåëåíèé ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ. Ïîëó÷åííûå
îöåíêè âêëþ÷àþò â ñåáÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ, ðàäèêàëüíûå îöåíêè è îöåíêè ìàêñè-
ìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè [3] êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè. Ñèí-
òåçèðîâàííûå îöåíêè áûëè èñïîëüçîâàíû â çàäà÷àõ
òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà [6], çàäà÷å
ðåãðåññèè [7] è ïðîãíîçà, ãäå ïàðàìåòð ìàñøòàáà âûñ-
òóïàåò â ðîëè ìåøàþùåãî ïàðàìåòðà.

1. Âзâåøåííûé ìåòîä ìàкñèìàлüíîãî ïðàâäîïî-
äîбèÿ. Îöåíêè âçâåøåííîãî ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó Ì-îöåíîê, îïðå-
äåëÿåìûõ óðàâíåíèåì âèäà:
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Nix 0),( ,  (1)

 ),(),(log),( 
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
 

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  xfxfx l
.          (2)

ãäå (x,) — îöåíî÷íàÿ ôóíêöèÿ, f(x) — ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ, s — ïàðàìåòð ìàñøòàáà, l — ïàðà-
ìåòð ðàäèêàëüíîñòè, îïðåäåëÿþùèé ðîáàñòíîñòü
îöåíêè,  — ïàðàìåòð, ðàññ÷èòûâàåìûé èç óñëîâèÿ
íåñìåùåííîñòè îöåíêè:

                           0),(  xE .

Ïðè l=0 è  =0 ïîëó÷àåì îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðè l=0,5 è l=1— ðàäèêàëüíûå îöåí-
êè è îöåíêè ìàêñèìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî N1/2(N–E) èìååò àñèìïòîòè-
÷åñêîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ äèñïåðñèé
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2. Îцåíкè ïàðàìåòðà ìàñøòàбà äлÿ òèïîâûõ ðàñ-
ïðåäåлåíèé. Âûïèøåì îöåíêè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà
è èõ äèñïåðñèè äëÿ  êëàññà òèïîâûõ ñèììåòðè÷íûõ
ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ çàòÿíóòîñòè õâîñ-
òîâ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèé êëàññ ðàñïðå-
äåëåíèé:

— îáîáùåííî-íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèé 4-é ñòå-
ïåíè (ÎÍÐ4);

— íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ÍÐ);
— ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñà (ÐË);
— ðàñïðåäåëåíèå Êîøè (ÐÊ).
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð

ñäâèãà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé
ðàâåí 0.

2.1. Îбîбùåííî-íîðìàлüíîå ðàñïðåäåлåíèå 4-é
ñòåïåíè. Ïëîòíîñòü ÎÍÐ4 èìååò âèä:
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Îöåíêà ïàðàìåòðà s, ñîãëàñíî (1) è (2), ïðèìåò âèä:

    





















i
Ni

l

N

i sxg
s
x

0),(4 11

4

 .           (3)



Î
Ì

Ñ
Ê

È
É

 Í
À

Ó
×

Í
Û

É
 Â

ÅÑ
ÒÍ

È
Ê ¹

2
 (1

30
) 20

1
4

19

Ô
È

ÇÈ
Ê

Î
-Ì

À
ÒÅÌ

À
ÒÈ

×
ÅÑ

Ê
È

Å Í
À

Ó
Ê

È
Ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò 1 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F(x,s) áóäåò ðàññ÷èòûâàòüñÿ èç óñëîâèÿ íåñìåùåí-
íîñòè îöåíêè
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Äèñïåðñèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà áóäåò îï-
ðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

44

1

4

2
1

2

1

4

2
1

16144

)()(4

























































































s
x

s
x

s
x

l

xdFxg
s
x

sV

l





 


                                       


       
2

1 )()(

)






xdFxg l

.

2.2. Íîðìàлüíîå ðàñïðåäåлåíèå. Ïëîòíîñòü ÍÐ
èìååò âèä:
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Îöåíêà ïàðàìåòðà s, ñîãëàñíî (1) è (2), ïðèìåò âèä:

 





















i
Ni

l

N

i sxg
s
x

0),(22

2

 .             (4)

Ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò 2 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F(x,s) áóäåò ðàññ÷èòûâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Äèñïåðñèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
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2.3. Ðàñïðåäåлåíèå Ëàïлàñà. Ïëîòíîñòü ÐË èìååò âèä:
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Îöåíêà ïàðàìåòðà s, ñîãëàñíî (1) è (2), ïðèìåò âèä:
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 Ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò 3 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F(x,s) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
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Äèñïåðñèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
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2.4. Ðàñïðåäåлåíèå Êîøè. Ïëîòíîñòü ÐÊ èìååò âèä:
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Îöåíêà ïàðàìåòðà s, ñîãëàñíî (1) è (2), ïðèìåò âèä:
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Ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò 4 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F(x,s) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:
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Äèñïåðñèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
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3. Èññлåäîâàíèå ýôôåкòèâíîñòè îцåíîк ïàðà-
ìåòðà ìàñøòàбà. Ïðîâîäèëîñü èññëåäîâàíèå ýôôåê-
òèâíîñòè îöåíîê ïàðàìåòðà ìàñøòàáà (3)–(6) íà
îáîáùåííî-íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè 4-é ñòåïåíè,
íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè, ðàñïðåäåëåíèè Ëàïëàñà
è ðàñïðåäåëåíèè Êîøè â óñëîâèÿõ ìîäåëè âûáðîñîâ
Òüþêè:

— ñèììåòðè÷íûå âûáðîñû (ÑÂ):

             )()()1()(   xgxgxf ;

— àñèììåòðè÷íûå âûáðîñû (ÀÂ):
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Тàблèцà 1 

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàñøòàбà äлÿ òèïîâûõ ðàñïðåäåлåíèé 

Ðàñïðåäåëåíèå ÎÍÐ4 ÍÐ ÐË ÐÊ 

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ìàñøòàáà 1,767 1 0,7144 0,2605 

Тàблèцà 2 

Эôôåкòèâíîñòü îцåíîк ïàðàìåòðà ìàñøòàбà íà ðàñïðåäåлåíèÿõ (7)–(10) 

Îöåíêà ÎÌÏ ÐÎ ÎÌÓ ÑÊÎ ÀÎ ÑÀÎ ÎÂÑÊÎ ÎÂÀÎ ÎÎÍÐ4 ÎÎÊ 

Ðàñïðåäåëåíèå (7) 

V 0,781 1,046 1,584 0,928 3,335 1,291 0,928 1,291 0,781 1,282 

ε 1,000 0,747 0,493 0,841 0,234 0,605 0,842 0,605 1,000 0,609 

Ðàñïðåäåëåíèå (8) 

V 9,546 1,397 1,903 4,483 3,851 2,603 1,635 2,097 1,367 1,925 

ε 0,143 0,979 0,718 0,049 0,355 0,525 0,836 0,652 1,000 0,710 

Ðàñïðåäåëåíèå (9) 

V 25,020 1,162 1,760 14,733 4,178 8,992 1,393 2,866 0,881 2,171 

ε 0,035 0,758 0,501 0,060 0,211 0,098 0,632 0,307 1,000 0,406 

Ðàñïðåäåëåíèå (10) 

V 3,642 1,578 1,998 2,389 3,969 2,033 1,639 1,952 1,576 1,900 

ε 0,433 0,999 0,789 0,660 0,397 0,775 0,962 0,807 1,000 0,829 

 

Тàблèцà 3 

Эôôåкòèâíîñòü îцåíîк ïàðàìåòðà ìàñøòàбà íà ðàñïðåäåлåíèÿõ (11)–(14) 

Îöåíêà ÎÌÏ ÐÎ ÎÌÓ ÑÊÎ ÀÎ ÑÀÎ ÎÂÑÊÎ ÎÂÀÎ ÎÎÍÐ4 ÎÎÊ 

Ðàñïðåäåëåíèå (11) 

V 0,500 0,708 1,154 0,500 1,361 0,571 0,500 0,570 0,545 0,723 

ε 1,000 0,706 0,433 1,000 0,367 0,876 1,000 0,877 0,917 0,691 

Ðàñïðåäåëåíèå (12) 

V 1,999 0,883 1,328 1,999 1,544 1,031 0,807 0,857 0,900 0,907 

ε 0,404 0,914 0,608 0,404 0,523 0,783 1,000 0,942 0,897 0,890 

Ðàñïðåäåëåíèå (13) 

V 4,955 0,789 1,283 4,955 1,700 3,250 0,685 1,239 0,608 1,153 

ε 0,123 0,771 0,474 0,123 0,358 0,187 0,888 0,491 1,000 0,527 

Ðàñïðåäåëåíèå (14) 

V 0,871 1.060 1,554 0,871 1,650 0,809 0,841 0,807 1,222 0,958 

ε 0,927 0,761 0,519 0,927 0,489 0,998 0,960 1,000 0,660 0,842 

 

Тàблèцà 4 

Эôôåкòèâíîñòü îцåíîк ïàðàìåòðà ìàñøòàбà íà ðàñïðåäåлåíèÿõ (15)–(18) 

Îöåíêà ÎÌÏ ÐÎ ÎÌÓ ÑÊÎ ÀÎ ÑÀÎ ÎÂÑÊÎ ÎÂÀÎ ÎÎÍÐ4 ÎÎÊ 

Ðàñïðåäåëåíèå (15) 

V 0,510 0,807 1,512 0,637 1,055 0,510 0,543 0,510 0,635 0,635 

ε 1,000 0,632 0,337 0,801 0,483 1,000 0,939 1,000 0,803 0,803 

Ðàñïðåäåëåíèå (16) 

V 0,797 0,884 1,601 2,007 1,160 0,800 0,729 0,648 0,943 0,731 

ε 0,813 0,733 0,405 0,323 0,559 0,810 0,889 1,000 0,687 0,886 

Ðàñïðåäåëåíèå (17) 

V 1,970 1,018 1,681 2,490 1.322 1,970 0,702 1,003 0,820 0,965 

ε 0,356 0,690 0,418 0,282 0,531 0,356 1,000 0,700 0,856 0,727 

Ðàñïðåäåëåíèå (18) 

V 0,592 1,103 1,933 0,586 1,298 0,592 0,578 0,591 1,113 0,840 

ε 0,976 0,524 0,299 0,986 0,445 0,976 1,00 0,978 0,519 0,688 
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Ïàðàìåòð ìàñøòàáà äëÿ îñíîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïîäáðèëñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êâàíòèëü óðîâíÿ
0,95 ñîâïàäàë ñ êâàíòèëåì óðîâíÿ 0,95 ñòàíäàðòíîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (òàáë. 1).

Îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü îöåíêè îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

                           
optV
V

 ,

ãäå V­ — âàðèàöèÿ îöåíêè, Vopt  — âàðèàöèÿ îöåíêè,
èìåþùåé ìèíèìàëüíóþ âàðèàöèþ ñðåäè ðàññìàòðè-
âàåìûõ îöåíîê.

Ýôôåêòèâíîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñðàâíèâà-
ëèñü ñ îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
(ÎÌÏ), ðàäèêàëüíûìè îöåíêàìè (ÐÎ), îöåíêàìè ìàê-
ñèìàëüíîé óñòîé÷èâîñòè (ÎÌÓ), ñðåäíèì êâàäðàòè÷-
íûì îòêëîíåíèåì (ÑÊÎ), àáñîëþòíûì îòêëîíåíèåì
(ÀÎ) è ñðåäíèì àáñîëþòíûì îòêëîíåíèåì (ÑÀÎ).

Îöåíêè (3)–(6) ñ îïòèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïà-
ðàìåòðà ðàäèêàëüíîñòè áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîé
îöåíêîé îáîùåííî-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 4-é
ñòåïåíè (ÎÎÍÐ4), îïòèìàëüíûì âçâåøåííûì ñðåäíåì
êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì (ÎÂÑÊÎ), îïòèìàëüíûì
âçâåøåííûì àáñîëþòíûì îòêëîíåíèåì (ÎÂÀÎ),
îïòèìàëüíûì îöåíêîé Êîøè (ÎÎÊ) ñîîòâåòñòâåííî.

3.1. Îцåíèâàíèå ïàðàìåòðà ìàñøòàбà îбîбùåííî-
íîðìàлüíîãî ðàñïðåäåлåíèÿ 4-é ñòåïåíè. Ïðîâîäè-
ëîñü ñðàâíåíèå îöåíîê ïàðàìåòðà ìàñøòàáà îáîáùå-
íî-íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 4-é ñòåïåíè íà
ñëåäóþùèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ (òàáë. 2):
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3.2. Îцåíèâàíèå ïàðàìåòðà ìàñøòàбà íîðìàлüíîãî
ðàñïðåäåлåíèÿ. Ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå îöåíîê ïà-
ðàìåòðà ìàñøòàáà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà
ñëåäóþùèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ (òàáë. 3):
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3.3. Îцåíèâàíèå ïàðàìåòðà ìàñøòàбà  ðàñïðåäå-
лåíèÿ Ëàïлàñà. Ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå îöåíîê ïà-
ðàìåòðà ìàñøòàáà ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàïëàñà íà ñëåäó-
þùèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ (òàáë. 4):
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3.4. Îцåíèâàíèå ïàðàìåòðà ìàñøòàбà  ðàñïðåäå-
лåíèÿ Êîøè. Ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå îöåíîê ïàðà-

Тàблèцà 5 

Эôôåкòèâíîñòü îцåíîк ïàðàìåòðà ìàñøòàбà íà ðàñïðåäåлåíèÿõ (19)–(22) 

Îöåíêà ÎÌÏ ÐÎ ÎÌÓ ÀÎ ÎÂÑÊÎ ÎÂÀÎ ÎÎÍÐ4 ÎÎÊ 

Ðàñïðåäåëåíèå (19) 

V 0,136 0,184 0,271 0,168 0,193 0,148 0,312 0,136 

ε 1,000 0,739 0,502 0,810 0,704 0,919 0,435 1,000 

Ðàñïðåäåëåíèå (20) 

V 0,146 0,196 0,287 0,183 0,220 0,161 0,255 0,146 

ε 1,000 0,745 0,509 0,780 0,664 0,907 0,573 1,000 

Ðàñïðåäåëåíèå (21) 

V 0,191 0,208 0,302 0,209 0,216 0,174 0,348 0,174 

ε 0,91 0,84 0,58 0,833 0,81 1 0,5 1 

Ðàñïðåäåëåíèå (22) 

V 0,185 0,218 0,309 0,208 0,231 0,242 0,357 0,182 

ε 0,984 0,835 0,589 0,875 0,788 0,752 0,510 1,000 
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ìåòðà ìàñøòàáà ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè íà ñëåäóþùèõ
ðàñïðåäåëåíèÿõ (òàáë. 5):
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(22)

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå áûëè ïðåäëîæåíû îöåíêè
ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà íà îñíîâå âçâåøåííîãî ìåòîäà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâ-
íåíèå ýôôåêòèâíîñòè ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñ íàèáî-
ëåå èçâåñòíûìè îöåíêàìè ïàðàìåòðà ìàñøòàáà. Ïî
ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå
âûâîäû:

1. Îöåíêè âçâåøåííîãî ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ àïðèîðíîãî
è èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íàëè÷èè ñèììåòðè-
÷íûõ âûáðîñîâ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè
â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê.

2. Ïðè íàëè÷èè àñèììåòðè÷íûõ âûáðîñîâ ýôôåê-
òèâíîñòü îöåíêè âçâåøåííîãî ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà ñäâèãà

çàñîðÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà âûáðî-
ñû íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê îñíîâíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ èëè âíóòðè íåãî, îöåíêè ñ áîëåå ìÿãêèì
óñå÷åíèåì (âåñîâûå ôóíêöèè g l(x) ñ áîëåå çàòÿíóòû-
ìè õâîñòàìè) íà÷èíàþò ïðîèãðûâàòü îöåíêàì ñ áîëåå
æåñòêèì óñå÷åíèåì.

3. Ïðè óäàëåíèè âûáðîñîâ îò îñíîâíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ýôôåêòèâíîñòü îöåíîê ïðè óñëîâèè ñîâïàäå-
íèÿ àïðèîðíîãî è èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà÷èíàåò
âîçðàñòàòü.

4. Îöåíêè ìàêñèìàëüíîé óñòîé÷èâîñòü ïðîèãðû-
âàþò îöåíêàì ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà
ðàäèêàëüíîñòè, ÷òî ãîâîðèò î ñëèøêîì ñèëüíîì óñå-
÷åíèè ÎÌÓ.

5. Ââèäó ñëîæíîãî âûáîðà íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íûõ îöåíîê ïàðàìåòðà ìàñøòàáà òðåáóåòñÿ ñèíòåç
àëãîðèòìîâ àäàïòèâíûõ êàê ê íàëè÷èþ è ñòåïåíè
âûáðîñîâ, òàê è ïî âèäó èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
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1. Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì âûïîëíåííûõ
â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàíèé ïî ïðÿìîìó ìåòîäó
Ëÿïóíîâà äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé [1–6]. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

          

    









  
.1,0H

),1(],[,

1
1,0

1

0

1

0
N

ss

Ex

tstxtsТdstxtsRdtx

C



 (1)

Çäåñü     NNТR  C,11,0:, ,

   


















.,

,0,0,,V

,,
1

0

tпонепрерывныТR

tТconstТТ

constRsпонепрерывнаабсолютноR

s

s

s

s

   (2)

Èìååò ìåñòî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
Êîøè (1) â êëàññå ôóíêöèé   ,,0: Nx C  ïðèíàä-
ëåæàùèõ Í1 íà êàæäîì îòðåçêå ïîëóîñè [0,);êëàññ
òàêèõ ôóíêöèé äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ H1. Â àâòîíîìíîì
ñëó÷àå ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ â [7], â ñëó÷àå (1)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûïîëíÿåìûõ äàëåå ïîñòðîåíèé.

Â ðàáîòå [6] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè âèäà
(1) äëÿ ïîäêëàññà ñèñòåì (1) Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé
ëèíåéíûõ ñèñòåì íåéòðàëüíîãî òèïà. Äîêàçàí, â
ðàìêàõ ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, êðèòåðèé
ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â Í1-òîïîëîãèè â
òåðìèíàõ îïåðàòîðíûõ íåðàâåíñòâ ñâåäåíèåì ê òàêîé
æå çàäà÷å äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå Í1[0,1]. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà
ïåðåíîñó ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [6] íà áîëåå îáùèé
ñëó÷àé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû
(1) íåéòðàëüíîãî òèïà.

2 . Ïðèâåäåì äëÿ óäîáñòâà ññûëîê äâà
èñïîëüçóåìûõ äàëåå ôàêòà èç òåîðèè èíòåãðàëà
Ñòèëòüåñà.

 ËÅÌÌÀ 1. [8, c. 323]. Åслè   Cbagf ,:,  èìеют
оãранè÷енное èçìененèе на [a,b] è f Î C [a,b], то

сóùествóет 
b

a

dfg  è прè ýтоì

                     
b

a

b

a

b
a dfggfdgf .

ËÅÌÌÀ 2. [9, ñ. 359] Åслè f абсолютно непрерыв-

на на [a, b] è сóùествóет 
 

b

a

dfg , то

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈÉ ËÈÍÅÉÍÛÕ
ÑÈÑÒÅÌ ÍÅÉÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÑÎÁÎËÅÂÀ

Å. Ì. ÍÀÇÀÐÓÊ
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

Äëÿ óêàçàííîãî â íàçâàíèè êëàññà ëèíåéíûõ ñèñòåì äîêàçàí ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà
êðèòåðèé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â Í1-òîïîëîãèè. Ïðèâåäåí èëëþñòðèðóþùèé
ïðèìåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà, H1-óñòîé÷èâîñòü, ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà.

ÓÄÊ 517.9

                       
b

a

b

a

dtfgdfg .

Îáà óòâåðæäåíèÿ áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ íà âåê-
òîðíî-ìàòðè÷íûé ñëó÷àé.

Äàëåå |·|— ýðìèòîâà íîðìà â ,NC  òàê æå îáîçíà-
÷àåòñÿ ñîãëàñîâàííàÿ ñ íåé ìàòðè÷íàÿ íîðìà; End
E —  ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ
E E .

3. Ôóíêöèè E àáñîëþòíî íåïðåðûâíû [10, c. 253],
â ÷àñòíîñòè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äàííûìè
   .0,  t  Äàëåå E îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ýòîé ïàðîé:

~ 








0

ˆ



,     .0,1,0Hˆ 02
0   NL C  (3)

Îïåðàòîðû èç End E ïðåäñòàâëÿþòñÿ â «áàçèñå»
(3) îïåðàòîðíûìè ìàòðèöàìè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â E ôîðìóëîé

                    .ˆˆ, 00 dt

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìà

                   
1

0

2
0

22 ˆ  dt

òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé íîðìå â E.
4. Ïóñòü x(t) —  ðåøåíèå êëàññà H 1 ñèñòåìû (1).

Ïðèìåíåíèå ê ïåðâîìó èíòåãðàëó â (1) — ñ ó÷åòîì
àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè R ïî s — ëåììû 2 è êî
âòîðîìó èíòåãðàëó — ñ ó÷åòîì àáñîëþòíîé íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè yt (s) — ïîñëåäîâàòåëüíî ëåìì 1
è 2 äàåò:

 

        

             







1

0

1

0

1

0

1

0

1,1,,

,,,

txtТdsstxtsТstxtsТd

dsstxtsRstxtsRd

s

ss





 
(4)

(ó÷òåíî Т (0,t)=0). Ïîñòðîèì ïî ðåøåíèþ x H  1 ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

      Zntntxtxn ,10, .        (5)

Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (1), çàïèñûâàÿ, ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì t[0,1], ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â òî÷êå t+n, n1 è,
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ïðåäñòàâëÿÿ èíòåãðàëû â âèäå ñóìì èíòåãðàëîâ ïî
[0,t], [t,1], ïîñëå âû÷èñëåíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå íà
ôóíêöèè (5):

     ,
0

dsstxntsKtx
t

nn   

       

     

,,11,
1

11 txntТdsstxntsK
t

nn



  

     .,,, tsTtsRtsK s 
           

    (6)

Ôóíêöèÿ   Nx C,0: ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êëàñ-
ñà H   1 ñèñòåìû (1) òî÷íî òîãäà, êîãäà âñå ôóíêöèè
(5) ïðèíàäëåæàò E, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6) è
óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ

 xn (0)=xn-1 (1).                    (7)

Çàïèøåì ñèñòåìó (6) – (7) ñ xn  E â «áàçèñå» (3).
Ââåäåì âåêòîð

 
 
  .,
0









 Zn

x

tx
z

n

n
n


              (8)

Çàìåíû â èíòåãðàëàõ (6) ñîîòâåòñòâåííî s~t–s,
s~1+t–s è ó÷åò ñîîòíîøåíèé

               
1 1

0

01,1
t

Edssdsst  

ïðèâîäÿò ïîñëå âû÷èñëåíèé ñèñòåìó (6)–(7) ê âèäó

 ,
0

0
1

0








 








 
n

nnn
n

n z
IS

SГBSГ
z

I

AI
       (9)

ãäå I0, I — åäèíèöû â Í0 è NC , îïåðàòîðû Àn, Ân, S:
H0H0 è ìàòðèöà Гn äàþòñÿ ôîðìóëàìè

     
t

n dssntstKA
0

,ˆ,ˆ 

       
t

n dssntstKntТB
1

,ˆ,1,1ˆ 

      .,1,ˆˆ
1

0

ntТtГdssS n         (10)

ËÅÌÌÀ 3. Îïåðàòîð I0 –Àn èìååò ðàâíîìåðíî
ïî n îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé H0H0.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ïðîâîäèòñÿ ïîâòîðåíèåì
äîêàçàòåëüñòâà, àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèþ â [6] ñ
ó÷åòîì âûòåêàþùåé èç (2) îöåíêè |K|const.

Èç ëåììû 3 è äîêàçàííîé âûøå ýêâèâàëåíòíîñòè
ñèñòåìû (1) â êëàññå xH  1 è ñèñòåìû (9) äëÿ âåêòîðà
znÅ âûòåêàåò

 ËÅÌÌÀ 4. Çàäà÷à Êîøè (1) â êëàññå ôóíêöèé
xH  1 ýêâèâàëåíòíà ðàçíîñòíîé çàäà÷å Êîøè

   ,,1 01 Eznzz nnn             (11)

ãäå , zn – âåêòîðû (3), (8), Ën – ìàòðèöà

   
,

)A( 11
0








 




IS

SГAIBSГI nnnnn
n      (12)

ñ îïåðàòîðàìè (10) .
 ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Çàäà÷à Êîøè (1) îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìà â êëàññå H  1.

 5. Îïåðàòîðíàÿ ìàòðèöà

 
1 2

2 0

,
S

S 

 
  
 

F
F F
FF  ,H, 0

21 EndFF  ,0
NN CF   (13)

ñ ýðìèòîâûìè F0, F1 çàäàåò ñ ó÷åòîì S*=S â Í0

ýðìèòîâ îïåðàòîð â E.
 ËÅÌÌÀ 5. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì 0c  èìåþò

ìåñòî îöåíêè

 ., 02
1

0210 cIcI  FFFFF        (14)

Тîãäà ïðè íåêîòîðîì 0ˆ c  èìååò ìåñòî îöåíêà

EˆIcF , ãäå IE —  åäèíèöà â Å.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Çàôèêñèðóåì  > 0 ñòîëü

ìàëûì, ÷òî

 .0~,~~
02

1
02   ñIcFFF

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ,~ FF  ãäå

 





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FF
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02 ~FF
FFFF

S
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0
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~ FF .

Î÷åâèäíî 
Eˆ

~ IcF  ãäå   ccc 11,~minˆ   .

Ëåãêî ïîëó÷èòü:
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 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå x = 0 çàäà÷è Êîøè

(1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî â Í1-òîïîëîãèè, åñëè
ýòî ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ðåøåíèÿ zn=0 ðàçíîñò-
íîãî óðàâíåíèÿ (11): äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (11)
ñ ëþáîé E âåðíà ïðè íåêîòîðûõ , > 0 îöåíêà

 
   .0  mnzez m

mn
n



Îáîçíà÷èì J êëàññ îïåðàòîðíûõ ìàòðèö Fn : Z
+

End E ñî çíà÷åíèÿìè âèäà (13), óäîâëåòâîðÿþùèõ
òðåáîâàíèÿì

 ,nn FF   k IEFn2 IE  ( > 0)           (15)

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöå Fn  J ýðìèòîâó
ôîðìó

   .,,, EFn n                   (16)

Ðàçíîñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ( zn, n) – ( zn-1, n–1)
ôîðìû (16) âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (11) ïîñëå
ïîäñòàíîâêè zn=Ën zn-1 è çàìåíû zn-1~ ïðèíèìàåò âèä

   .,,, 1
  nnnnnn FFGGn      (17)

ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå x=0 óðàâ-
íåíèÿ (1) áûëî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî â Í1-òî-
ïîëîãèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå
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ìàòðèöû FnJ òàêîé, ÷òî ýðìèòîâà ôîðìà (11)
ðàâíîìåðíî îòðèöàòåëüíà:

  .0 constIG En           (18)

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ïðîâîäèòñÿ, ñ íåáîëüøèìè
îòëè÷èÿìè, ïî ñõåìå, ïðèìåíåííîé â [6] ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïîäêëàññà ñèñ-
òåì (1); â [6] ìàòðèöà Ën â ðàçíîñòíîì óðàâíåíèè (11)
èìååò òàêîé æå âèä (12) ñ îïåðàòîðàìè Àn, Ân ÷àñòíîãî
âèäà.

 ÏÐÈÌÅÐ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
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  (19)

Óðàâíåíèå (19) èìååò âèä (1) ïðè ,2
2sR 

;00  sïðèТ ;10  sïðèaТ

.1 sïðèbaТ

Òðåáîâàíèå (2) âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.
Ïîêàæåì: ïðè óñëîâèÿõ

 12
11

2
1

2
1,0  bba             (20)

ðåøåíèå x=0 óðàâíåíèÿ (1) ýêñïîíåíöèàëüíî óñ-
òîé÷èâî â H1 -òîïîëîãèè. Çäåñü K(s)=s+Т(s), óðàâ-
íåíèå (11) èìååò âèä
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Òðåáîâàíèå (18) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ìàòðèöû
FJ òàêîé, ÷òî ìàòðèöà

                              FFG (21)

ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíà.
 10. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè 2

1b  âûïîëíÿåòñÿ íå-
ðàâåíñòâî

 Г S – (A+A*)0.                      (22)

Èìååì: ïðè Í0
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Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ b–|s| ðÿäîì Ôóðüå íà [-1,1]:
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Ïîäñòàâëÿÿ â (23), ñ ó÷åòîì ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè ðÿäà (24) ïîëó÷èì
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÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå (22).
 20. Ïîëîæèì â (21)
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F

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé ëåììû 5. Â ïðîâåð-
êå íóæäàåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî (14). Èç (22), â ÷àñò-
íîñòè, ñëåäóåò À + À*  0 (ó÷òåíî Г < 0 ). Ñ ó÷åòîì
ýòîãî èìååì

         12
00 AIГГГГAIAIAI  

   ,00 IAAAAI   

ãäå   1
1


 Г . Â ñèëó ëåììû 5 äëÿ ìàòðèöû F âåðíà

íèæíÿÿ îöåíêà (15). Âåðõíÿÿ îöåíêà (15) ñëåäóåò èç
îãðàíè÷åííîñòè F. Òåì ñàìûì FJ.

30. Ïîäñòàíîâêà â (21) äàåò
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Ïðîâåðêà óñëîâèé ëåììû 5 çäåñü òàêæå ñâîäèòñÿ
ê îöåíêå îïåðàòîðà (14). Âû÷èñëåíèÿ ñ ó÷åòîì (22) äàþò
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1

0

2  dssb  Íåòðóäíî ïîêàçàòü: ïðè

óñëîâèÿõ (20) íà ïàðàìåòð b áóäåò .0~   Â ñèëó ëåì-
ìû 5 ìàòðèöà (21) ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíà, òåì
ñàìûì âûïîëíåíî óñëîâèå (18) òåîðåìû, ÷òî è òðå-
áîâàëîñü.
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Êíèæíàÿ ïîëêà

51/Ï39
Ïëîõîòíèêîâ, Ê. Ý. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà â ñðåäå MATLAB: êóðñ ëåêöèé:
ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ âóçîâ ïî ñïåöèàëüíîñòè 010701.65 «Ôèçèêà» / Ê. Ý. Ïëîõîòíèêîâ. — 2-å èçä.,
èñïð. —  Ì. : Ãîðÿ÷àÿ ëèíèÿ -Òåëåêîì, 2013. — 496 c.

Èçëîæåíû îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ðàçâèòèþ
ó ñòóäåíòîâ ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Â êà÷åñòâå
ñðåäû ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûáðàí ïàêåò MATLAB, îòëè÷àþùèéñÿ ïðîñòûì â óïîòðåáëåíèè ÿçûêîì ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ è îãðîìíîé áèáëèîòåêîé óæå èìåþùèõñÿ ïðîãðàìì äëÿ ðàçíîãî ðîäà ðàñ÷åòîâ. Â êóðñå èç 15
ëåêöèé ïðèâîäÿòñÿ è ðàçáèðàþòñÿ 124 ó÷åáíûå ïðîãðàììû MATLAB, íà áàçå êîòîðûõ ðàçðàáîòàíû äâå êîíò-
ðîëüíûå ðàáîòû, ñîäåðæàùèå 180 çàäà÷. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëåé ó÷åáíûå ïðîãðàììû, ðàññìîòðåííûå â
êíèãå, äîñòóïíû íà ñàéòå èçäàòåëüñòâà. Êíèãà ïîäãîòîâëåíà íà îñíîâå êóðñà ëåêöèé «Âû÷èñëèòåëüíûå ìå-
òîäû», ïðî÷èòàííîãî àâòîðîì íà ôèçè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà. Äëÿ ñòóäåíòîâ âóçîâ; áóäåò ïîëåçíà èíæåíåðàì è ïðåïîäàâàòåëÿì.

51/Ô33
Ôåäîñååâ, Â. Â. Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ïðèêëàäíûå ìîäåëè : ó÷åá. äëÿ âóçîâ ïî
íàïðàâëåíèÿì ïîäãîò. «Ýêîíîìèêà» è «Ìåíåäæìåíò» äëÿ áàêàëàâðîâ / Â. Â. Ôåäîñååâ, À. Í. Ãàð-
ìàø, È. Â. Îðëîâà ; ïîä ðåä. Â. Â. Ôåäîñååâà. — 3-å èçä., ïåðåðàá. è äîï. — Ì. : Þðàéò, 2013. —
328 c.

Èçëîæåíà ñèñòåìà ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ è ìàòåìàòèêî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ
øèðîêîãî êëàññà òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷ àíàëèçà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ. Òåîðåòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå óêàçàííûõ ìîäåëåé ñîïðîâîæäàåòñÿ êîíêðåòíûìè ÷èñëîâûìè
ïðèìåðàìè. Ïðèâåäåíû âîïðîñû, çàäàíèÿ è óïðàæíåíèÿ äëÿ êîíòðîëÿ óñâîåíèÿ èçó÷àåìûõ òåì. Ñîîò-
âåòñòâóåò Ôåäåðàëüíîìó ãîñóäàðñòâåííîìó îáðàçîâàòåëüíîìó ñòàíäàðòó âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðà-
çîâàíèÿ òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ. Äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé è ñïåöèàëüíîñòåé,
ïðåïîäàâàòåëåé äèñöèïëèí ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî öèêëà, à òàêæå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàáîòíèêîâ â îá-
ëàñòè ôèíàíñîâî-ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.
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