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Рассмотрен вопрос создания критериальной базы рабочего процесса трубы Гартмана–Шпрен-
гера на базе замкнутой математической модели.
На базе замкнутой математической модели записаны основные параметры, влияющие на по-
вышение полной температуры газа в конце тупиковой полости выше температуры торможения 
набегающего потока.
Объединены параметры с одинаковой размерностью в одну группу, чтобы для всех этих величин 
получить только один безразмерный комплекс.
Нахождение безразмерных комплексов на базе теории моделирования позволило определить 
критериальную базу рабочего процесса трубы Гартмана–Шпренгера.

Ключевые слова: критериальная база, труба Гартмана–Шпренгера, тупиковая полость, повышен-
ная температура торможения, обмен работой, обмен теплотой. 

Во втором десятилетии двадцатого века россий-
ским ученым немецкого происхождения Юлиусом 
Гартманом было совершено открытие аэроакусти-
ческого эффекта. Позже данному изобретению при-
своили его имя и назвали свистком Гартмана. Далее, 
в шестидесятых годах, Шпренгер обнаружил, что  
в конце тупиковой полости температура торможе-
ния газа выше температуры заторможенного пото-
ка при адиабатическом торможении. 

По законам механики жидкости и газа темпе-
ратура торможения может меняться только при 
обмене работой и теплотой. Т.к. при движении  
в замкнутой полости подвода теплоты нет, исследо-
вателями начались поиски, за счет чего подводится 
работа. 

Были предположения, что подводится за счет 
движения виртуального поршня. Затем в качестве 
виртуального поршня были приняты ударные вол-
ны, возникающие при сверхзвуковом движении га-
зового потока.

Несмотря на все попытки работы в данном на-
правлении, не удалось составить замкнутую мате-
матическую модель, описывающую рабочий про-
цесс трубы Гартмана–Шпренгера (ТГШ). 

Актуальность данной работы заключается в соз-
дании более полной критериальной базы рабочего 
процесса трубы Гартмана–Шпренгера (рис. 1).

Тупиковые полости с различной геометрией ис-
пользуются в различной технике, в аэродинами-
ческих трубах, в аэрокосмической технике. Тео-
рия моделирования применяется для оптимизации 
устройств с трубой Гартмана–Шпренгера.

Математическая модель, описывающая рабочий 
процесс трубы Гартмана–Шпренгера, имеет следу-
ющий вид [1, 2].

Мощность, передаваемая от набегающего пото-
ка к потоку, вошедшему в тупиковую полость каса-

тельными напряжениями, возникающими в вязкой 
жидкости

N
H
 = N

TH
,                         (1)

где N
H
 = G

H
L

H
 — мощность набегающего пото- 

ка, Вт;
N

TH
 = G

TH
L

TH
 — мощность подведенная к потоку 

в тупиковой полости, Вт;
G

H
, G

TH
 — расход набегающего потока и пото-

ка газа, вошедшего в тупиковую полость, соответ-
ственно, кг/с;

L
H
, L

TH
 — удельная работа, отведенная от набега-

ющего потока и подведенная к потоку в тупиковой 
полости, соответственно, Дж/кг;

      

,                (2)

 ,                (3)

где С
p
 — теплоемкость газа при постоянном давле-

нии, Дж/Кг ∙ К;




 





  p

k

k

pTCL ηπ
1

тнонH 11  




 






 

с

k

k

pTCL
η

π 1
1

1

сонТН  


онT    тн  


















онк

он
тн

p

pπ  


cπ  


















отн

тнк
c

p

p
 


тнкp    

отнp  

Па,отнтнк
  pp  

 


 


T

qp
mFG  

1

1

1

2 













k

k

kR

k
m  

p  


























с

1

с
0нтн

1
1

k

k

TT  

12
ннон M

2

1
1

 





 


k

k

k
pp  

 


 


тн

тнтн
тнтн

T

qp
FmG  

 — температура заторможенного набегающе-
го потока газа, К; 
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 — степень понижения полного давления на-
бегающего потока газа

 ;                       (4)
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 — степень повышения полного давления по-
тока в тупиковой полости от взаимодействия с на-
бегающим потоком силами вязкости за счёт возник-
новения касательных напряжений: 
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 — полное давление газа в конце тупиковой 
полости, Па; 
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 — полное давление газа на входе в тупико-
вую полость, Па. 

Величина касательных напряжений, с помощью 
которых клиническая энергия передается от набе-
гающего потока к потоку, вошедшему в тупиковую 
полость, определяется разностью полных давлений 
конца тупиковой полости и входа в нее: 

 .                     (6)

Касательные напряжения возникают за счёт 
разности скорости набегающего потока и потока, 
вошедшего в тупиковую полость. Количество кине-
тической энергии, которую можно передать с помо-
щью касательных напряжений в вязкой жидкости, 
зависит от свойств жидкости и длины пути вза- 
имодействия высоконапорного и низконапорного 
потоков. 

Величину касательных напряжений можно опре-
делять эмпирической зависимостью Ж. Буссинеска, 
по гипотезам Прандля, Тейлора, А. Ферри, Колмо-
горова [3, 4]. 

Расход газа определяется по формуле [3]: 

 , кг/с,               (7)

где 
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, (кг ∙ К/Дж)0,5 — коэффициент 

(для воздуха m=0,0404); F — площадь, м2; 
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 — пол-
ное давление газа, Па; T* — полная температура 
газа, К; q() — приведенный расход (газодинамиче-
ская функция).  

Полная температура в конце тупиковой полости 
определяется величиной сжатия газа, т.е. 

 , К.             (8)

Полное давление набегающего потока 

 ,                (9)

где M
н
 — число Маха набегающего потока. 

Расход газа в тупиковой полости 

 .                  (10)

Динамическая вязкость набегающего потока 

 .                (11)

Набегающий поток газа для входа в тупиковую 
полость должен повернуть на некоторый угол (δ), 
который обычно лежит в переделах 20 º–40 º [5, 6].  

Поворот потока вызывает падение полного дав-
ления за счёт гидравлических сопротивлений. По-
тери полного давления на поворот потока можно 
определить по уравнению [7–9]: 

 ,                   (12)

где 
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 [4].            (13)

Полное давление на входе в тупиковую полость 
снижается на величину потерь: 

 .                    (14)

Длина пути газа в тупиковой полости по линии 
тока:  

 .                      (15)

Длина тупиковой полости:

 .                          (16)

Система уравнений, описывающих рабочий 
процесс трубы Гартмана-Шпренгера, замыкается 
добавлением газодинамических функций π(λ), τ(λ), 
q(λ), z(λ), ↋(λ) .

На основе математической модели, изложенной 
в формулах (1)–(16), можно заменить все основ-
ные параметры, влияющие на температурную эф-
фективность рабочего процесса трубы Гартмана–
Шпренгера и разработку критериальной базы ТГШ: 

                                                          .
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Рис. 1. Схема трубы Гартмана–Шпренгера [2]: 
1 — модель тупиковой полости, 

2 — сопло с прямоугольным поперечным сечением, 
3 — направляющая плоскость, 4 — мерная вставка, 
5 — трубопровод высокого давления, 6 — подставка, 

7 — рама, 
8 — стойка, 9 — тупиковая полость

Fig. 1. Diagram of the Hartmann–Sprenger pipe [2]:
1 — is a model of a dead-end cavity, 

2 — is a nozzle with a rectangular cross section, 
3 — is a guide plane, 4 — is a dimensional insert, 
5 — is a high–pressure pipeline, 6 — is a stand, 

7 — is a frame, 8 — is a rack, 9 — is a dead-end cavity 
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Если объединить параметры с одинаковой раз-
мерностью в одну группу, то для всех этих величин 
будет только один безразмерный комплекс [10–12]. 

В одну группу объединятся:  
— величины, имеющие размерность длины  

                                             .

Обозначаются через l — характерный линейный 
размер (M, L); 

— величины, имеющие размерность площади 
(FВХ, FН, FТП), обозначаются F(M2, L2); 

— величины, имеющие размеренность темпе-
ратуры 
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, обозначаются  
(К, θ); 

— величины, имеющие размеренность давления 
(p

он
, p

онк
, p

тпк
, p

охтн
, p

н
, p

ктп
, p

нк
, p

пов
, p

вх
), обозначают-

ся p(Па, МТ2L); 
— величины, имеющие размеренность плотно-

сти, 
Н
, обозначаются (кг/м3, МТ–3);

— величины, имеющие размеренность скорости 
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, обозначаются V(м/c, LT–1);
— величины, имеющие размеренность дина-

мической вязкости (μ
0
, μ

H
), обозначаются μ(ПА  ∙ с, 

L–1MT–1). 
Кроме того что температурная эффектив-

ность () зависит от безразмерных критериев: 
k-показатель адиабаты; (μ = G

Н
/G

ТП
) — отношение 

расходов газов набегающего потока и вошедшего 
в тупиковую полость; Pr — критерий Прандтля,  
Re — критерий Рейнольдса, ξ — коэффициент со-
противления трения, M = G

m
/G

тп
 — отношение 

расходов газов набегающего потока и вошедшего  
в тупиковую полость; Pr — критерий Прандтля,  
Re — критерий Рейнольдcа,  — коэффициент ско-
рости (отношение скорости потока газа к критиче-
ской скорости). 

Таким образом, температурная эффективность 
является функцией следующих параметров:  

                                                     .

Из 13 параметров, определяющих , четыре име-
ют независимую размеренность (, T, V, l), три — 
зависимую размерность (F, p, μ

i
) и шесть — безраз-

мерные величины (k, ξ, μ, Pr, Re, ). Следовательно, 
необходимо найти  П

Н-К
 безразмерных комплексов 

[4] для составления критериальной базы 

П
Н-К

 = П – k+1 = 6–4+1 = 3.

Безразмерные комплексы находятся с помощью 
π-теоремы Бэкингема: 

                                              .

Так как комплекс есть безразмерная величина, 
следовательно, степени размерных величин должны 
быть ровны нулю: 

a
1
 = 0; a

2
 = 0; a

3
 = 0; a

4
 = 0; 

и
                                              

Комплекс 

                                                 .

Т.е. комплекс
1–B

1
 = 0; –B

2
 = 0; B

3
 = 0; 3B

1
 – 3 – B

3
 – B

4
 –  

–B
2
= 0;  т.е. B

1
 = 0; B

2
 = 0; B

3
 = 0; B

4
 = 3  ∙ 1 – 3 – 0 – 0 = 

= 0. 

                                               .

Комплекс  

                                                ;

т.к. все степени равны нулю, то с
1
 = 0; 1 – с

2
 = 0;  

с
3
 = 0; 3с

1
 – с

3
 – с

4
 = 0, откуда с

1
 = 0; с

2
 = 1;  

с
3
 = 0; 3  ∙ 0 – 0 – с

4
  или с

4
= 0.
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Комплекс

                                                ,

откуда d
1
 = 0; d

2
 = 0; d

3
 – 1= 0; 1 + 0 –1 – d

4
= 0,  

т.е. d
4
= 0.

Или d
1
 = 0; d

2
 = 0; d

3
 = 1; d

4
 = 0,

т.е.  

  η
ρ

η
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 или П
3
 = 1. 

Комплекс 

                                                 .

Т.к. степени равны нулю, то e
1
 = 0; e

2
 = 0; e

3
 = 0;  

e
1
 – e

2
 – e

3
 – e

4
= 0 или 1+3  ∙ 0 – 0 – e

4
 = 0.

Т.е. e
4
 = 1.

Комплекс  
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Комплекс  

Т.к. степени равны нулю, то f
1
 = 0; f

2
 = 0; f

3
 = 

=0,2 + 3f
1
 – f

2
 – f

3
 – f

4
 = 0 или 2+3  ∙ 0 – 0 – f = 

= 0, т.е. f
4
 = 2.
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, т.е. комплекс П
5
 

выражает геометрическое подобие.
Комплекс 

                                                 .

Откуда g
1
 = 1; g

2
 = 0; g

3
 =2; g

4
  = 3  ∙ 1 – 1 – 2 =  

=0 и 
 

т.е. комплекс П
6
 — критерий Эйлера.

Комплекс
 

Откуда h
1
 = 0; h

2
 = 0; h

3
 =1; h

4
 = 2+3  ∙ 0 – 1 = 

= 1
и

                                         

Т.е. комплекс П
7
 является величиной, обратной 

критерию Рейнольдса.  
В результате размерная функциональная зави-

симость 
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 принимает вид безразмерных ком-
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Из последнего уравнения видно, что темпера-
турная эффективность трубы Гартмана–Шпренге-
ра является функцией семи переменных, которые 
образуют критериальную базу эффективности тру-
бы Гартмана–Шпренгера. Если геометрические 
размеры модели и натуры совпадают (F = l2), коэф-
фициент сопротивления ξ есть функция числа Рей-
нольдса, критерий Эйлера есть функция Eu = f(Re, 
Pr, Gr), то его можно исключить из определяющих 
критериальную базу. 

С учетом вышеизложенного, температурную эф-
фективность трубы Гартмана-Шпренгера определя-
ют следующие безразмерные комплексы:  

 
                                             ,

где Re — число подобия (критерий Рейнольдса),  

k — показатель адиабаты, 
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ТН=
G

Gμ       — отноше-

ние расходов газа, вошедшего в трубу Гартмана–
Шпренгера, к расходу газа, подошедшему к трубе; 
 — коэффициент скорости. 

Таким образом, при испытании одного натурно-
го и модельного газов (k = const), при одинаковом 
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Gμ      , одинаковом коэффициенте скорости  

температурная эффективность  трубы Гартмана–
Шпренгера будет зависеть от критерия Рейнольдса.
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CRITERIA BASE 
OF THE HARTMANN–SPRENGER PIPE WORKFLOW 

V. V. Makarov1, V. I. Kuznetsov1, I. O. Kuznetsova2

1 Omsk State Technical University,
Russia, Omsk, Mira Ave., 11, 644050

2 Omsk Institute of Water Transport — branch FSBEI 
of HE «Siberian State University of Water Transport», 

Russia, Omsk, Ivan Alekseev St., 4, 644099

The issue of creating a criteria base for the Hartmann–Sprenger pipe workflow based on a closed 
mathematical model is considered.
On the basis of a closed mathematical model, the main parameters affecting the increase in the total 
temperature of the gas at the end of the dead-end cavity above the deceleration temperature of the 
incoming flow are recorded.
Parameters with the same dimension are combined into one group so that only one dimensionless 
complex is obtained for all these quantities.
Finding dimensionless complexes based on the modeling theory allowed us to determine the criteria 
base of the Hartmann–Sprenger pipe workflow.

Keywords: criterion base, Hartmann–Sprenger tube, dead-end cavity, increased braking temperature, 
work exchange, heat exchange.
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