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KPATKHUE TEOPETUYECKHUE CBEJAEHUA

METO/ MHOXKUTEJIEMA JIATPAHXKA

MGTOI[ MHOXUTEJIeH HarpaHx(a MMO3BOJIICT PCIIUTL 3a/la1y OIITUMAJILHOI'O
YIIpaBJICHU, IIOCTAHOBKA KOTOpOfI B O6IJ_ICM ClIydyac UMCCT BHUA:

1) YpaBHeHus nBuxkeHUsI OObEKTa yIIPaBICHUS
J.Ci :ﬁ:(xiu! t); l = 1; 2!"')n!

rae X = (x; X5 ... x,,)T — BekTOp (pa30BBIX KOOPAUHAT,

u = (u; Uy ..u,.)T — BEKTOp yIPaBIAIOMUX NEPEMEHHBIX.

VpaBHEHUS JBMXKEHHS OOBEKTa YIpaBICHHS IOJKHBI OBITH MPHUBEIEHBI
K 1 QepeHraIbHbIM YPABHEHUSAM IIEPBOrO MOPSIIKA, Pa3pENIEHHBIM OTHOCH-
TEIBHO MPOU3BOIHBIX BCEX (ha30BBIX KOOPAWHAT X;. TakuM 0Opa3oM, KOJHUE-
cTBO AudepeHIMaIbHBIX YPaBHEHH COBIIAIAET ¢ KOJIMYECTBOM (Pa30OBBIX KO-
OpJIUHAT M.

2) OrpaHuueHus
prxu,t) =0, k=12.,L

OrpaHudeHusi NPeACTaBISIIOT co00l ainreOpandyeckue ypaBHEHHUS, KOTO-
pPBIM JIOJKHBI YJIOBJIETBOPSTH (pa30BbIE M YIpaBIIOIIME NepeMeHHble. Orpa-
HUYEHUS MOTYT OTCYTCTBOBaTh (TO ecTh [ = (), ecnu Bce mpolecchl, MpoTeKa-
IolMe B OOBEKTE YIPaBJICHMsS, OMHUCAaHbl C MOMOIIBIO U epeHIUAIBHBIX
YPaBHECHUM.

3) I'paHnYHBIEC YCIOBHS
x;(to) = x7; xi(tf) = xif, i=12..,1n

B 3anade ¢ pukcupoBaHHBIMU KOHIIaMU BCe (pa30Bble KOOPAUHATHI 3aJaHbI
B HaYaJIbHBIN £y, ¥ KOHEYHBIA t; MOMEHTHI BpeMenu. Takum obpasom, Oyzer 2n

I'paHUYIHBIX YCHOBHﬁ. B 3agade ¢ moJaBMXKHBIM KOHIIOM OTCYTCTBYIOT OHO HJIA

HCCKOJIBKO I'PAHUYHBIX YCJ'IOBI/II\/'I H UX 6YI[CT MEHBIIIC YeM 2N.
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B Goitee O6H_I€M ClIy4dac rpaHU4IHbIC YCIIOBUA UMCHOT BU

gi[x@). x(t), to t;] =0, j=1,2,..,q.

rae g < n — KOJMYECTBO IPAaHUYHBIX YCIOBUHM.

4) Kputepuii onTUMaIbHOCTH

tr
J = go|x(te), x(tf), to, | + j fo(x,u, t)dt.

Kputepuii OoNTHMAIbHOCTH B OOIIEM ClIydae BKIIIOYAET TEPMHHAILHOE
claraeMoe g, ¥ MHTerpanbHoe. TepMUHAIBHOE CllaraeMoe MOKET IIPUCYTCTBO-
BaTh TOJLKO B 3aa4€ C MOABMKHBIM KOHIIOM MM HE()UKCUPOBAHHEIM BpEMe-
HEM, TaK KaK B 3aJa4e C 3aKPEIUICHHLIMM KOHLIAMU U (PUKCHUPOBAHHBLIM BpEMe-
HEM HCKIIFOUEHA Bapualus BeauunH X(t,), X(tf), to, tr.

AJITOPUTM pENIEHNs TaKOU 3a1a4d BKIIIOYAET CAEAYIOIINE IEHCTBUS:

1) CocraBuTh raMUILTOHHAH

n l
j=0 k=1

[Tpu | = 0 BTOpas cymma orcyTrcTByeT. MHOuTenb Jlarpanxa y, = —1.

2) CocraButh ypaBHeHUs Dinepa—Jlarpanxa

OH _
lpl:_a_xii l:1!25 ;n;
aH—O =1,2
aus ) S = )~ ;T

HOCJ’IGI{HI/Ie YPaBHCHUA HA3bIBAIOT YCIOBHUECM CTALIMOHAPHOCTH.



3) Bripazuth ynpapnstomme nepemMeHHsle ug (s = 1,2, ...,7) U3 yciaoBus
CTallMOHAPHOCTU U MOJCTaBUTh B YPaBHEHMsI JBUKEHUS U YpaBHEHHUs Diliepa—

Jlarpanxa. [Tonyuutcst cuctema nuddepeHmanbHbIX YpaBHEHUI:
x; = fi(x,u,t), i=12,..,n

1p° 0H
L= T A
axi
4) PemwuTh JAHHYIO CHCTEMY YPABHEHMI C yYETOM I'DAHUYHBIX YCJIOBHIA.

B ciy4ae OTCYTCTBUS HEKOTOPBIX IPAHUYHBIX YCIOBUI (3a1a4a ¢ I0ABHKHBIM

KOHHOM) 3aIlIUCBIBAIOTCA YCIO0BUA TPAHCBEPCAJIBHOCTH!

G 0G

lpi(to) = _m; l/Ji(tf) = W’ i=1,2,..,n.

I[J'ISI jagadyn C He(bI/IKCI/IpOBaHHBIM BpPCMCHEM COCTABJIAIOTCA YCIOBHUA
TPaHCBCPCAJIbHOCTH, 06YCJ'IOBJ'ICHHBIC BapI/IaL[Pleﬁ Ha4dyaJIbHOT'O HMJIN KOHCYHOI'O

MOMCHTA BPCMCHHU

. _ u _ G
|’-“=’-“o _a_to' |t=tf = _E-

KommuecTtBo I'PaHUYIHBIX YCJIOBI/II\/’I 41 YCHOBI/If/’I TPAHCBCPCAIIBHOCTHU JOJIZKHO
CoBIIagaTb € KOJIMYCCTBOM IIOCTOSAHHBIX HMHTCIPHUPOBAHHUA, TO €CTh C KOJIHMYC-
cTBOM Au(epeHranbHbIX ypapHenuii. HallTy OCTOSHHbBIE HHTETPUPOBAHMS.

5) HOI[CTaBI/ITB HaﬁﬂeHHBIe IMOCTOAHHBIC MHTCTPHUPOBAHHA B BBIPAKCHUA

i x;(t) u Y;(t), 3arem BbIpa3uTh U;(t) W 3anKCaTh B OTBETE ONTHMAJILHbIE
dynkiuu ynpasienus u;(t) u QyHkuuu nepemeHHbIX coctosnus x; (t). Ilo-

CTpOMTH Tpaduky Gynkumid u; (t), x; (t).



IIPUHIIMITI MAKCUMYMA IIOHTPATUHA

[IpuHMT MakcuMyMa, B OTJIWYHAE OT MeToJa MHOxkutenen Jlarpanxka,
MO3BOJISIET PELIATH 3aJ1a4y ONTHUMAJIbHOTO YNPAaBICHUS, B KOTOPOW HA yIpaB-
JICHUE HAJIOKEHbl OTpaHUYECHUS THUIIAa HepaBeHCTBA. [locTaHoBKa 3amauu
C OTPAaHUYCHUEM Ha YIIPABIICHUS B OOIIEM CITy4ae UMEET BUJL;

1) YpaBHeHus nBuxeHus 00bEKTa yIIPaBICHUS
xi :ﬁ(xru; t); l = 1; 2;---;”;

rae X = (x; X5 ... x,,)T — BekTOp (Pa30BBIX KOOPAMHAT,

u = (u; Uy ...u,.)T — BeKTOp yIpPaBIAIOIKMX EPEMEHHBIX.

2) OrpaHuueHUs Ha yIIpaBJICHUE
ueEvuy,

rae U — nonyctuMoe MHOKECTBO 3HAUEHUN YITPABIICHHUSI.

Yacro OI'paHNYCHUC Ha YIIPABJICHUSA UMCCT BUI HCPABCHCTBA!

[yl < a.

3) I'paHu4HbIE yCIOBUS
xi(t) =x5  x(t) = x!, i=1,2,..,mn
uiu B Oosiee oOl1eM cirydyae
gi[x(), x(tr), to, & =0, j=1,2,..,q.

4) Kputepuili ONTUMAIBHOCTH
tr

J = go|x(te), x(tf), to, | + j fo(x,u, t)dt.



AJ'II‘OpI/ITM peicHuA 3aJla4r C IIOMOIIBIO IIPUHIUIIA MAKCHUMYMa OTJIMYACTCA
OT aJIropuTMa pCIICHUA MCTOAOM MHOKUTEJICH HarpaHn(a JINIb OAHMM HIarom.:
BMCCTO YCJIOBHA CTAIMOHAPHOCTH 3alIMCBbIBACTCS IIPUHIWII MAKCUMYyMa.

AHTOpI/ITM peICHUA 3aJa49M1 C ITOMOIIbIO IIPHUHIIUIIA MAKCHUMYyMa HOHTpSI-
I'MHa BKIIIO9ACT CIACAYIOIIUC HGﬁCTBHHZ

1) CocraBUTh TaMUILTOHUAH

H = Zn: l/)jfj;
j=0

rae Y, = —1.
2) CocraBuTh ypaBHeHUs Ditnepa—Jlarpanxa

. OH _
lpl:—a—xi, l:1,2,...,7’l.

3) 3amucarh OPUHIIAI MAaKCUMyMa

ma5<H x*,u, Y, t) = HX", u", ¢, t),
ue

M3 KOTOPOTO BBIPA3UThH YINPABISIONINE NIEPpEMEHHbIE Ug (S = 1,2, ...,7) U nIoJ-
CTaBUTh B ypaBHEHUs ABWXKeHHs. [lomyunrtcs cucrema nuddepeHnmranbHbIX

YpPaBHEHUM:
x; = fi(x,u,t), i=12,..,n.

[Ipu ananu3ze ycaoBUs MAKCUMYMa MOKET MOIYUYUTHCS, YTO YIPABISIOIINE
MEePEMEHHBIEC Ug JOJDKHBI IPUHUMATh 3HAYEHUS Ha TPaHUIle 00JIacTH JOMYCTH-
MBbIX 3HaueHHH. [Ipu 3TOM BO3MOXHBI CKauKOOOpa3HbIE U3MEHEHHS BEJIUYUHBI
ug. Hampumep, ecnu 001acTh JOMYCTUMBIX 3HAUYEHUH 3aJJaHa HEPABEHCTBOM
|lug| < a, To ug MOXKET MEHSITh 3HAUYCHHUE C @ Ha —a. Takue MOMEHTHI BpeMEHHU
OylyT Ha3bIBATHCS TOUKAMH MEPEKIIOUCHUSI.

Touku nmepexIoUueHus AT BECh MPOLIECC OT HAYAIbHOU TOYKH ty /10 KO-

HEYHOU ty Ha WHTEpBanbl. Hampumep, B ciry9ae OTHOM TOUKH MEPEKITFOUCHUS ¢y



OyzmeT aBa MHTEpBana: [ty;t,]| u [t1 ; tf]. Tornma cucrema nuddepeHImaIbHbIX
YPABHEHUM COCTABJISCTCS U PELIAETCS OTAEIIBHO IS KaXX0T0 UHTEpBaa.

B TOoYKax mepekiItoueHusl CIpaBeJIMBO YCIOBUE HEPA3PBIBHOCTH, B COOT-
BETCTBUU C KOTOPBIM IIEPEMEHHBIE X; HE MOI'yT HMMETH pPa3phIBOB, TO €CThb
x;1(ty) = x;5(ty) (i = 1,2,...,n), rue x;; — IepeMeHHast COCTOSHHUS Ha IIEPBOM
UHTEPBAJIE, X;, — IEPEMEHHASA COCTOSIHUSA Ha BTOPOM UHTEPBAJIE.

4) PemuTh MaHHYIO CUCTEMY YPAaBHEHUW C y4ETOM I'PAaHUYHBIX YCIOBHH.
B cityyae oTCYTCTBHSI HEKOTOPBIX T'PAaHWYHBIX YCIIOBHH (3a1a4ya ¢ MOABUKHBIM

KOHI_[OM) COCTAaBJIAIOTCA YCIOBUA TPAHCBEPCAIIBHOCTH!

oG oG

wi(to)=—m; tpi(tf)=m, i=1,2,..,n

I[J'I}I jagadynu C HG(I)I/IKCI/IPOBaHHBIM BpPEMCHCM COCTABJIAIOTCA YCIIOBHUA
TPaHCBCPCAJIIBHOCTH, O6YCJ'IOBJICHHBI€ BapHaHHCﬁ Ha4dyaJIbHOTO HJIM KOHCYHOI'O

MOMCHTA BPpCMCHHU:

_ G
H|t=to - a_to' H|t=tf = _E.

KosruecTBO rpaHUYHBIX YCIOBUM M YCIOBHM TPAHCBEPCAIBHOCTU JOJDKHO
COBIIAJIaTh C KOJIMYECTBOM ITOCTOSIHHBIX MHTETPUPOBAHMS, TO €CTh C KOJIMYE-
cTBOM U pepeHnanbHbIX ypaBHeHUN. HallTh OCTOSIHHBIE MTHTETPUPOBAHUS.

5) IloxctraBuTh HaWJEHHBIE MOCTOSHHBIE MHTEIPUPOBAHUS B BBIPAKECHUS

ains x;(t) v 3amucath B OTBETE ONTHMajibHble QYHKUMU ynpasieHus u;(t) u

dyHKIIMM TepeMeHHbIX cocTosHusA X[ (t). Iloctpouts Tpadukum QyHKIHN
u; (t), x; (t).

COJIEPXKAHUE OTYETA O JIABOPATOPHOM PABOTE

1. Tumynouoii nucm: odOpMIISETCS B COOTBETCTBUHM C MPUIIOKEHUEM
(TEKCT, BBIJEICHHBIM KYpCHUBOM, 3aMEHUTh B COOTBETCTBUU C JIAHHBIMU CBOEH

paboThI).



2. 3aodanue: cPopMyIupoBaThH 3aJayy U MNPUBECTH HCXOJHBIE JaHHBIE
B COOTBETCTBUHU C BAPUAHTOM.

3. PewieHue: TPUBECTH BCE pacueTHbie (HOPMYJIbI, MPEOOpa3OBaHUS U
MIPOMEXKYTOUYHBIC pe3yibTaThl. Bce GhopMyIbl TOKHBI OBITH CHAOKEHBI KOM-
MeHTapusiMu. B ciydae ucnonib3oBanus nporpamMmbl Matlab juist BbIOJIHEHUS
HEKOTOPOTO JCHCTBHUS, HAIPUMEP PEIICHUS ypaBHEHUS, TOMYCKAETCS MPUBO-
IUTH TOJIBKO CHUCTEMY YPAaBHEHHS W KOPHU CHCTEMBl ypaBHEHHUH, yKa3aB KO-
MaH/y WJIM HOMEP CTPOKH MPOrpPaMMbl, B KOTOPOU 3TO ACHCTBHE BHITTOIHSIETCS.

4. Texcm npoepammul: BCTaBUTh TEKCT mporpammbl Matlab, koTopas uc-
MOJIb30BAJIACh TIPU BBIMOJIHEHUHU Ja00paTOPHON paboThl. B TekcTe mporpaMmsl
JOJKHBI OBITh KOMMEHTApWHU, TMOSICHSIOIIME, KaKue IEHCTBHS BBIMOJIHSIIOTCS
Ha KaKJIOM y4acTKe KoJa.

5. Pesynbmamui: B oTBeTe npuBecTH Gynkumu u;(t), x;(t) u rpapuxu

ATUX (DYHKITUH.
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Jla6opaTopHas pa6ora Ne 1. METO/] SUJIEPA-JIATPAHXKA:
3AJAYA C PUKCUPOBAHHBIMU KOHLIAMHA

3aganue
Pemmte 3agady onTUMaabHOTO yHpaBiICHUS: MEPEBECTU OOBEKT yIpaBliie-
HUSI, YPABHEHHUS IBMKEHUS KOTOPOTO 33JIaHbl, B 33IaHHOE MOJO0KEHUE TTPU MHU-
HAMaJbHOM PACXOJ€ SHEPTHM YIPABISAIOMIErO0 BO3AEHCTBUs. HadanbHbIN MO-
MEHT BpemeHH t, = (. YpaBHEHUS IBUKCHUS, TPAHUYHBIE YCIOBUS U KOHEYHOE

BpeMsI Ly 3a/aHbl B Ta0. | 10 BapraHTaM.

IMoctpoiite rpaduxu x; (t), x5 (t) u rpaduk Gyaxwun ynpasierus w*(t).

Tabnuya 1
Hcxonanbie naHHbIe K JadopaTtopHoii padore Ne 1
YpaBHEeHUs
B r t
apuaHT BUOKCHHS PaHUYHbBIC YCIIOBUS £
Xy =X, — 2
1 {_’).('21 — uz xl(to) = xz(to) = 0, xl(tf) = _1, xz(tf) =0 1
Xy =X, +2
2 {xz — _2x1 +u xl(to) = xz(to) = O, xl(tf) = _2, xz(tf) =0 0,5
3 Y =x—1 =0 =4 = =0 1,5
%y = —x, +u x1(tg) = 0,x,(ty) = ;xl(tf) = xz(tf) = ,
Xy =Xx,+u
4 {x; — xi +u xl(to) B xz(to) - Z,xl(tf) B 6,X2(tf) B _2 2
5(1 = _xz +u _ _ _ —
5 {9&2 —xtu x; () = —=2,x,(t0) = 2,%,(¢r) = 2,%,(¢,) = =10 | 2,5
X, =x,—4
6 {x; — uz xl(to) = xz(to) = O, xl(tf) = _1, xf(tz) =1 3
X, =Xx,+5
7 {5{; — _le + 2u xl(to) = xz(to) = O, xl(tf) = 2, xZ(tf) =0 2,2
8 ¥ =% =3 =0 =2 = =0 0,8
et | =000 = 2% (k) = x(t) = :
Xy =Xx,+u
9 {xlz — _le +u xl(to) = xz(to) = 2, xl(tf) = 3, xz(tf) = -2 2,8
X =—X,+UuU
10 {_’).('12 — xl i— zu xl(to) B _1,x2(t0) B 1,X1(tf) - 1,x2(tf) - _4‘ 3,2
X; =X, +5u
11 {x; _ _le by | ¥t =x;(t0) = 10,x,(tr) = 10,x,(t;) = 0 1,2
X =—X,+UuU
12 {xlz _x i 3y | 1) = —Lx,(t) = 1,x,(tr) =5 x,(¢,) =0 1,6
Xy =—X,+UuU
13 {xlz _x Yoy | 1(t) =—Lx(to) = 2,x(t) = 4x,(t;) =—10 | 5
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Oxonuanue maoban. 1

X1 =X, —6

14 {x; — uz xl(to) = xz(to) = 0, xl(tf) = _2, xz(tf) = 5 5
X1 =x; + 10

15 {_’).C;l — _le + 3u xl(to) = xz(to) = O, xl(tf) = 5, xZ(tf) =-2 3
561 =Xy — 6

16 _X.'Z =x + 3u xl(to) = 0, xz(to) = 10, xl(tf) = xz(tf) =0 2
X1 =2x, +u

17 {_’).C: — _zle +u xl(to) = xz(to) = 2, xl(tf) = 5, xZ(tf) = —4 3,5
X =-3x;+u

18 {xlz — 3x1 i 2u xl(to) = _1, xz(to) = 1, xl(tf) = 4’, xz(tf) = -2 4,2
X1 = 2x, + 5u

19 {le — _x21 + 5u xl(to) = xz(to) = 5, xl(tf) = 7, xZ(tf) =0 1,8
X =-3x;+u

20 {xlz — le i 3u xl(to) == O, xz(to) - 1, xl(tf) == 2, xz(tf) == O 2,5

IIpumep BoInOJIHeHUs Ja0opaTOpHOM padoThl Ne 1

Hcxoanbie 1aHHBbIE:

1) YpaBHeHUs IBUKEHUS:

5C1=X2; _ _ _
{562 — (n=2,r=1,1=0).

2) I'paHuuHbIC YCIOBUS:
x00) =x,(0) =0, x(t) =1, x,(¢,) =0, tr=1c
3) Kputepuii onTUManbHOCTH B Cllyda€ MUHUMAJIBLHOTO Pacxoja HEPruu
YIIPABJISIOMIETO BO3JACHCTBUS PABEH:
tr
] = j u?dt - min.
0

Pemienue:

1) lNamuneroHnan

H = zlp]fj =Yofo + Yifi +ofs = —u* +Pyx, + Pru.
j=0

2) VYpasuenus Ditniepa—Jlarpanxka

: oH
Y =—50
: oH
Y2 =—500

12



b

Y, = =Y.
YcnoBue CTallMOHAPHOCTH
O0H
P —2u+1y, =0.
3) U3 ycnoBus CTallMOHAPHOCTH BBIPA3UM
u=1,/2

[loacTaBuB U B ypaBHEHMS ABWKEHUS M ypaBHeHHs Oilniepa—Jlarpanxa,

MOJIYYUM CUCTEMY ypaBHEHUI
X1 = Xo,
{ X, =92/2,
l/.’1 =0,

klpz = —1;.

4) Pemenue nanHol cuctembl Tu(depeHInanbHbIX YpPaBHEHUU HMEET
BU/I:

P1(t) = C1; P (1) = —Cit + Cy;

x;(t) = —Ct?/4 4+ Cot /2 + C5;

x1(t) = —=C1t3/12 + C,t* /4 + Cst + C,.

JlaHHOE pelIeHHEe COAEPKUT YEThIPE TMOCTOSHHBIX WHTETPUPOBAHMUS:
Cy, Cy, C3, Cy4, KOTOPBIE MOKHO HAWTH, UCTIOJIB3YSI TPAHUYHBIC YCIIOBHS:

x2(0) = C3 =0, x,(0) =C, =0,

{xl(l) =1, . {—61/12 + C,/4 =1,

x,(1) =0, —-C/4+C,/2 =0,
otkyna C; = 24, C, = 12.

5) IlonacraBuB HaijieHHBIE TTOCTOSTHHBIC B BhIpakeHUs s X;(t) u ;(t),
MOJIyYUM

xi(t) = —2t3 + 3t?;

x5(t) = —6t% + 6t;

Pi(t) = 24;

Y5 (t) = =24t + 12;

u*(t) = —12t + 6.

I'padpuku  dyHkum ynpaienuss u*(t) W TMEPEeMEHHBIX COCTOSHHS

x1(t), x5(t) npencraBiensl Ha puc. 1.
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KonTpoabHbie Bonpocskl k J1abopaTopHoii padore Ne 1

1. PacckaxuTe alropuTM peHIeHUsl 3aJayd ONTHUMAJIbHOTO YIpaBiICHUs
C IOMOIIIBI0 METO/Ia MHOXUTENEH Jlarpanixka.

2. Kak Ha3pIBalOTCA BEIWYUHBI Xq, X5, U, Cq, C,?

3. Kak onpenensitorcst yHKUn# fy), f1, f>?

4. Yemy paBeH KpuTepuil ontuMalibHOCTU B 3ajnaye? Kak 3amucath Kpu-
TEpHUI ONTUMATBHOCTH UCXOS U3 YCIOBHUM 3a1a4m’?

5. Kiaccudunupyiite 3aauy, peiiaemyto B JIaDopaTopHOil padoTe.

6. Hamumure oburyio Gpopmyiy ramuibToHraHa. Kak Ha3pIBaloTCs BEIH-
YUHBI Y;, A ?

7. Kak cocraBusaworcs ypaBHeHus Jinepa—Jlarpanxka? J[jist yero ucmomis-
3YIOTCS OTH YPAaBHEHUSA!

8. Kak cocraBinsiercs ycioBHe cTallMOHApHOCTH? [[1s1 yero oHO MCIOJIb-
3yerca?

9. Uro Takoe (ha3zoBbie TEpEMEHHBIE?

10. Yro Takoe ynpapisgrolIne NepeMeHHbIE?

11. Kak onpenenstorcs NOCTOSIHHbIE MHTETPUPOBAHUS?

15



JIa6opaTopHas pa6oTta Ne 2. METO/] SUJIEPA-JIATPAHKA:
3AJJAYA C IIOABUKHBIM KOHIIOM

3aganue
Pemnite 3amady onTUMaIbHOTO YNPABJIEHUS: MEPEBECTU OOBEKT yIpaBJe-

HUSI, YPABHECHUS ABHXKEHUSI KOTOPOTO 33a/1aHbl, B MOJIOKECHUE xl(tf) MpU MUHU-
MaJIbHOM pacXxoJi€ SHEPTUU yIPaBIISIIONIETO BO3AEHCTBU. Bennunna X, (tf) HE
3agaHa. ty = 0. YpaBHEHUS IBUKCHUS, TPAHUYHBIE YCIOBHS U KOHEUHOE BpEMS
tf 3aanbl B Ta0J. 2 110 BapHaHTaM.

[Moctpoiite rpaduxu x; (t), x5 (t) u rpaduk GyHxwn ynpasierus u*(t).

Tabnuya 2
Hcxonnbie nanHbIe K 1a0opaTopHoii padote Ne 2

Bapuant S;E;I:;e;;; I'pannunbIe ycioBus tr
I {;“: _l x1(to) = x,(to) = 0, x1(¢;) = —1 1
2 {’2 - ’f}: L x1(to) = % (to) = 0, 2, (t;) = —2 0,5
3 {;‘21 _ fle_ +1u %, (te) = 0,2, (t0) = 4 x,(t) = 0 1,5
s BIen x1(to) = x(to) = 2,21 (¢) = 6 2
5 {2 - ;j‘it” x1(to) = =2, %, (o) = 2,31 (t;) = 2 25
6 {;‘: “hod x1(to) = %5(to) = 0, 2, (t;) = —1 3
7 {)’2 - ’fxz’f - %1 (t0) = x5 (to) = 0, %, () = 2 2.2
3 {2 o o x1(to) = 0,%,(t9) = 2, %1 (t;) = 0 08
9 {)’2 - ’fxi’}r‘u x1(to) = x5(to) = 2, 2, (t;) = 3 28
10 {’;12 _ ;ffzz 2 (t) = 1,2, () = 1, x,(t;) = 1 3,2
1 {;‘21 N fzx:-’z 11 (t6) = %, (ty) = 10, x,(¢) = 10 12
12 {’;2 - Z‘f;;‘ 11 (te) = —1,%,(t) = 1, x,(t;) = 5 1,6
13 {’;12 _ ;ffzz 2 (t) = —1,2, (o) = 2, x,(t;) = 4 5

16



Oxonuanue mabiu. 2

14 {223?‘6 x1(to) = x5(to) = 0, x1(¢;) = —2 5
s gz;f;jjgu x1(to) = x,(to) = 0, x1(t) = 5 3
16 {;:1 :;Cf N 36u %, (t) = 0,2, () = 10, x,(¢) = 0 2
17 {;‘; 5 3";;;‘11 x1(to) = % (to) = 2,2, (t;) = 5 35
18 {’;12 - gixiz;‘ 11 (te) = —1,x,(to) = 1, 2, (t,) = 4 42
19 {;:1 N E’;"l j’r 55’; %, (t0) = x,(to) = 5, x,(¢,) = 7 1,8
20 {’;12 - gixirg;‘ x1(to) = 0,%,(tg) = 1, 2:(t;) = 2 25

IIpumep BbINOJIHEHMSI J1A00OPATOPHOI padoThHI Ne 2

HUcxoanbie 1aHHbIC:
1) YpaBHeHUs ABUKEHUS:

{jfl ~ Y2 (n=2r=11=0).
2) I'paHuYHBbIE YCIOBHS:
x(0) =x,(0) =0, x(¢)=1, t;=1c

3) Kpurepuii onTUManbHOCTH B Cydyae MUHUMAJIBHOTO Pacxojia YHEPTUuu

YIPABIISIOIIETO BO3AEHCTBHS PABEH:
ty
] = f u?dt - min.
0

Pemenue:
1) I'amMunbTOHHAH

H = le]f] =Yofo +¥1fi +¥of = —u® + Yi1x; + Pyu.
j=0

2) VYpaBHeHus Ditnepa—Jlarpanxka

: oH
V=50
: oH
Yo =500

17



Y, = =Y.
YcnoBue CTalMOHAPHOCTH
0H
Pl —2u + l/)z = 0.

3) U3 ycnoBus CTallMOHAPHOCTU BBIPA3UM

u=1,/2

IloncraBuB U B ypaBHEHMS IBW)KECHUS M ypaBHEHHs Oiepa—Jlarpanxa,

{1/.11 = Or

ITOJIyYHM CUCTEMY YPAaBHEHUU

Xy = Xy,

X, =,/2,
¢1 =0,
kl/.Jz = =Y.

4) Pemienue nanHo cucteMbl Au(depeHInaTbHbIX YPABHEHUN C yUeTOM
TPEX UMEIONIUXCS TPAHUYHBIX YCIOBUM UMEET BUI:

xy(8) = —Cyt3/12+ (2 +4) ¢2/4,
C
x,(t) = —C,t2/4 + (?1 + 4) t/2,

C
P (t) = Cp; P,(t) = —Cit +?1+ 4.

]__[J'IH IIOMCKA MOCTOSHHOM C1 3allMCM YCJIOBUC TPAHCBCPCAIIbHOCTH!
G
tr) = ———
lpz( f) 8x2(tf)’

rae G = go = 0, Tak KaKk B KpPUTEPUU ONTHUMAIBHOCTH OTCYTCTBYET TEPMH-
HaJbHOE cllaraeMoe. TakuM o0pazom,

1/)2(1) = 09
~C1+2+4=0,
Cl = 6

5) IloacraBuB HailfieHHBIE TTOCTOSIHHBIE B BhIpaxkeHus mis x;(t) u Y;(t),
MOJTyYUM

xj(t) = — 23+t
x3(t) = —%tz + 3t

Pi(t) =6,
Y;(t) = —6t + 6,
u*(t) = =3t + 3.

18



Fpa(l)I/IKI/I (bYHKI_II/II/I ynpaBHeHI/Iﬂ u* (t) nu HCpCMCHHBIX COCTOAHUA
x1(t), x5 (t) mpencraBiacHsbI Ha puc. 2.
3 T T T T T T T T T
2 L _
*
>
1 L _
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t,c
1 T T T T T T T T T
0.8 L i
0.6 L _
* 04 | ]
0.2 L _
0 ] ] ] ] ] ] ] ]
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t,c
1.5 T T T T T T T
1 L _
N
<
05 L _
0 ] ] ] ] ] ] ] ] ]
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t,c

Puc. 2. 3asucumocTs yrpasienus u*(t)

U IIepeEMEHHBIX cocTosHuUs X (t), x5 (t) oT BpeMeHu
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KonTpoJsbHbIe BOIPOCHI K J1adopaTopHoii padore Ne 2

1. PacckaxkuTe ajaropuTM peLICHHS 3aauyd ONTHMAJIBHOTO YIpaBJICHUS
C MOMOIIBIO0 METOAa MHOXUTENEN Jlarpanxa.

2. UYemy paBeH KpUTEpUN ONTUMAIBHOCTU B 3amade? Kak 3ammcate kpu-
TEpUM ONTUMAILHOCTH UCXOS U3 YCIIOBHH 3a/1aun?

3. Kiaccudumupyiite 3amady, pemaemMyro B 1abopaTopHoi padbore.

4. Yem oTIMYAIOTCS PEIICHUS 3aJa4 C 3aKPEIJICHHBIMUA KOHIIAMHU U C T0-
JIBIDKHBIM KOHIIOM?

5. Kak cocraBnsrorest ypaBHeHus Jiniepa—Jlarpanxa? [{ig yero ucnosb-
3YIOTCS 3TH YPAaBHEHUSA?

6. Kak cocraBnsercst ycioBue craruoHapHOCTH? JIJisl yero oHO MCIOJIb-
3yercs’?

7. Kak 3anuceiBaroTCsl YCIOBHSI TpaHCBepcalbHOCTH? J[Jis yero oHuW Hc-
MOJIB3YOTCS?

8. Kak onpenensitoTcs moCTOSIHHbIE UHTETPUPOBAHUS B 3a/1a4€ C MOJBUXK-
HBIM KOHIIOM?

9. Pacckaxute 0 Ha3HaueHUW KoMmaH Matlab: syms, clc, clear, for.

10. Pacckaxute o HazHauenuu pynkuuii Matlab: solve, dsolve, diff, subs,

eval, plot. Kakue aprymMeHTbl IPUHUMAIOT U YTO BO3BPAIAIOT 3TU (QYyHKIUU?

20



Jla6opaTopHas pa6ora Ne 3. METO/] SUJIEPA-JIATPAHXKA:
3AJAYA C U3OIMEPUMETPUYECKHUM OTPAHUYEHHUEM

Pemure 3a/1a4y OIITUMAJIBHOT'O YIIPABJICHUA: IICPCBCCTU 06LCKT YIiipaBJic-
HHA, YPABHCHUA IABHKCHHA KOTOPOI'O 3adaHbl, B 3aJdHHOC IIOJIOKCHHUC 3a MH-
HHUMaJIbHOC BpeMs IPU U30ICPUMETPHUICCKOM OIrpaHUYCHUU

tr

fuzdt=b, b = 10.

0

Hauansnoe Bpems t, = 0. YpaBHEeHUSI ABUKECHUSI, TPAHUYHBIC YCIOBUS 3a-
JAaHBbI B Ta6J'I. 3 o BapHUaHTaM.

[Moctpoiite rpaduxu x; (t), x5 (t) u rpaduk GyHKIUK yupaBiacHus u* (t).

Tabnuya 3
Hcxonnbie 1aHHbIe K J1a0opaTopHO padoTe Ne 3
Bapuant S;E izi{ee}?;: ['pannunbIE yCIOBUSA
1 {;:1 : zz —2 x1(ty) = x,(ty) = 0, xl(tf) = —1,x2(tf) =0
2 {;C; : izx:_fu x1(tg) = x,(ty) =0, xl(tf) = —Z,xz(tf) =0
3 {;621 : fle_:u x1(ty) = 0,x,(ty) = 4, xl(tf) =X, (tf) =0
4 {2 zii iz x1(to) = x2(t) = 2, xl(tf) = 6'x2(tf) =2
s BRI @ = —2n) = 2u(y) = 2x(y) = —10
6 {j;; :iz —4 x1(to) = x,(t,) = 0, xl(tf) = _1:xf(t2) =1
7 {2 z izx-ll_f o x4, (ty) = x,(ty) = 0, xl(tf) =2,X, (tf) =0
8 {2 z ﬁi Ii x1(to) = 0,x,(t,) = 2, xl(tf) =X, (tf) =0
9 {2 zizxj-ll—lu x1(t) = x,(ty) = 2, xl(tf) = 3,x2(tf) =-2
10 {’;12 _ ;ffzz 2 () = =1,5%,(te) = 1, x,(t;) = 1,x,(t;) = —4
1 {;‘21 Z fzxjfz %1 (te) = 2, () = 10, x,(t;) = 10, x,(¢) = 0
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Oxonuanue mabn. 3

12 {);612 z ;lxj_-;:j x1(tg) = —1,x,(ty) =1, xl(tf) = 5,x2(tf) =0

13 {’J‘Clz _ ;fifz;‘ %1 (te) = —1,%,(te) = 2, x,(t) = 4,x,(t;) = =10
14 {;C: :iz -6 x1(tg) = x,(ty) =0, xl(tf) = —Z,xz(tf) =5

15 {;621 : fzx:_-:%u x1(ty) = x,(ty) =0, xl(tf) =5,x, (tf) =-2

16 {;C; :)’;2 N gu % () = 0,x,(£9) = 10, 2, () = x,(t;) = 0

17 {;521 : Ezzxj_-ll—lu x1(t) = x,(ty) = 2, xl(tf) =5,x, (tf) = —4
BT ) = L) = Lx(y) = 4m(y) = -2
19 {;:1 : 33;21 -_I_I_ 551;; x1(ty) = x,(ty) =5, xl(tf) =7,x, (tf) =0

20 {);612 z ;jlxi_-;: x1(ty) = 0,x,(ty) =1, xl(tf) =2,%, (tf) =0

IIpumep BbINOJIHEHMSI J1a00PATOPHOU padoThI Ne 3

Hcxonnbie 1aHHbIE:
1) YpaBHeHuUs IBUKEHUS:

561=x2; _ _
2 e=11=0)

2) I'paHuuHBIC YCIOBUS:

x00)=x,000=0, x(tr) =2, x,(t)=0.

3) Kputepuii onTUMaIBHOCTH B CIy4ae MUHUMAJIbLHOTO BPEMEHU PABEH:

J =ty > min.

Pemenue:

J{ns ydera n30nepuMeTpUIECKOr0 OrpaHUYCHUS BBEAEM JOMOJIHUTEIBHYIO
NEPEMEHHYIO COCTOSHHUS:

X3 = uz; x3(0) - O; X3(tf) - b

Taxum 00pazoM, ypaBHEHUS ABUKEHUS U TPAHUYHBIC YCIOBUS PUMYT BU:

561=x2,
Xo=u, (n=3,r=1,1=0);
X3:u2

%1 (0) = x,(0) = x3(0) = 0, x,(t) = 2,x,(tr) = 0,x5(tr) = 10.
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1) IN'amuneroHnan

H = Zl/)]f] = Yofo + Y1ft + Yaofz + ¥afs = P1xz + Pou + Pau’.
j=0

2) VYpaBHeHus Ditnepa—Jlarpanxka

(U, = 21
lpl 6x1 !
; oH
{2 = ~on,
; oH
Y3 = T
l[’l = Or
Y, = -y,
l/}3 - 0
YcnoBue CTaMOHapHOCTH
oH
£=¢2+21/)3u=0
3) U3 ycioBusi cTalilmOHApHOCTH BbIPa3UM
ue 2
293

[loncTaBuB U B ypaBHEHHMs IBWKECHMS W ypaBHeHUs Ouiepa—Jlarpanxa,

IIOJIyYHMM CUCTEMY yPaBHEHUI

(X1 = Xy,
293
_ ¥
17 23
'jjl - 0'
1/.{2 = =y,
\Y; = 0.

4) Pemenne nanHoi cucteMbl AU epeHIHATbHBIX YPABHEHHUH C YYETOM

HavaJbHBIX IPaHUYHBIX ycIoBHi X, (0) = x,(0) = x3(0) = 0 umeer Bux:

2(3C9-2C 2(2C9—C
Xl(t)Zt( 9—2C7t)  t“(2C9—Cyt)

9

12Cg 4Cg
_ t(2C9—Cyt)
xZ (t) - = 4Cg ’
24 () = t(C2t%2—3C;Cot+3C3)
3 - 2
12C& ’
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Y,(t) = Cy,
P, (t) = —Cyt + Cy,

P3(t) = Cg.

Ynpaeisronias rnepeMeHHas OyJeT paBHa:
_ Co—Cyt

u(t) = TR

[IprMeHUTH TpU TPAHUYHBIX YCIOBHS B KOHEUHBI MOMEHT BPEMEHU HEIb-
351, TaK KaK HEM3BECTHO 3HAUCHUE Lf.

HUcnonb3ys TrpaHuUYHbIE YCJIOBHUS B KOHEYHBIH MOMEHT BpPEMEHU
xl(tf) =2,x, (tf) =0,x; (tf) = 10, 3anuiiem Tpu ypaBHEHHUS:

tF2(3Co—2Cytf) _ tr?(2Co—Crty)
12Cg 4Cg

2,

_ t(2Co=Coty) _

0,
4Cq

_ t(c7tp?—3CsCotp+3C5)
12¢3

= 10.

Tak kak KOHEUHOE BpEM: HC (I)I/IKCI/IPOBaHO, COCTaBHUM YCJIOBHUC TPAHCBEP-

CaJIbHOCTH, O6YCJ'IOBJ'I€HHO€ BapI/IaI_II/Ieﬁ KOHCYHOI'O MOMCHTA BPCMCHU

G
H|t=tf - _a_tf’
rae G = ty.
Takum obpazom
atf
H|t=tf - _a_tf,
H|t=tf = -1,

Yy ()Xo (tr) + P, (tulty) + s (tpu(ty)® = —1.
[ToactaBuB BeIpaxeHus P, (t), Y, (t), Y;(t), x1(t), x,(t), x3(t) ¢ 3ameHoOM

t = tf, IOJIy4UM

c, (_ tf(ZCg—C7tf)) + (—C7tf + C9) (_ cg—c7tf) +C, (_ C9—C7tf)

4Cg 2Cg 2Cg

2
= —1.
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3anuiieM MOJYyYEHHYH CUCTEMY M3 YEThIpEX YpaBHEHUU (OJAHO YCIIOBHE

TPaHCBEPCATBHOCTH U TPU FPAHUYHBIX YCIOBUSA):

2

( _ tf(2Co—Cyty) _ (_ C9—C7tf) (_ C9—C7tf) _
C7< e )t (—Ctr + Co) ) TG <) =1
tf?(3Co—2C7ty)  tf?(2Co—Cytp) 5

< 12Cg 4Cg -

_ tr(2Co—Crty) —0
4Cq o
t(CZtF2—3C,Cots+3C5)

- > = 10.

12¢2

Penienne »STOM CHUCTEMBI YPaBHCHUA OTHOCUTCIBHO HCHU3BCCTHBIX

C;, Cg, Co, ty UMECT BULL:

C, = 0,5623,
Cs = —0,0562,
Co = 0,4743,

tr = 1,6869 c.

BooO1ie, manHas CUCTEM ypaBHEHHS UMEET TPH KOPHS, HO B JIBYX M3 HHUX
BpeMsl ty PABHO KOMIUIEKCHOW BEJIHMYHMHE, TO3TOMY OCTABIISIEM TOJBKO KOPEHb,
B KOTOPOM BpPEMSI SIBIISIETCS MOJIOKUTEITBHBIM JEHCTBUTEILHBIM YHCIIOM.

5) IloncraBuB HalIGHHBIE TTOCTOSIHHBIE B BhIpaxkeHus s X;(t) u u(t),
TIOJTyYrM

x5 (t) = 2,109t% — 0,8333¢t3,

x5 (t) = 4,217t — 2,5t2,

x5(t) = 8,333t3 — 21,09t% + 17,78t,

u*(t) = 4,217 — 5,0¢t.

I'padpuku  dyHkum ynpaBienuss u*(t) W TEPEeMEHHBIX COCTOSHHS

x1(t), x5 (t) npeacrasiensl Ha puc. 3.
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Puc. 3. 3aBucumoctu ynpasiaeaus u” (t)

U MEPEMEHHBIX COCTOsIHUSA X1 (t), X5 (t) OT BpeMeHH
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KonTpoabHbie Bonpocskl k J1abopaTopHoii padore Ne 3

1. PacckaxxuTe anropuT™M pelIeHHs 3aJadyd ONTUMAIIBHOTO YNPABIEHUS
C IOMOIIIBI0 METO/Ia MHOXUTENEH Jlarpanixka.

2. Yemy paBeH KpUTEpHUM ONTUMAIBHOCTU B 3amade? Kak 3ammcarte kpu-
TE€PUN ONTUMAIBHOCTH UCXOAS U3 YCIOBUM 3a1a4u?

3. Knaccudunupyiite 3amady, pemaeMyro B 1adopaTtopHOi padoTe.

4. Kak yuuThIBa€TCs N30MEPUMETPUUECKOE OrPaHUUCHUE?

5. UeM oTiMyaroTCs pemieHus 3a1ay ¢ (GUKCUPOBAHHBIM BPEMEHEM U He-
(UKCHPOBAHHBIM BpEMEHEM ?

6. Kak cocraBnsworcs ypaBHeHus Dinepa—Jlarpanxka? J[Jist yero ucmomin-
3YKOTCS 3TU YPaBHEHUSA?

7. Kak cocraBisieTcsi yclioBUE cTaluoHapHOCTU? JJisi yero oHO HCHOJIb-
3yerca?

8. Kak 3amuchiBaeTcst ycloBUE TPaHCBEPCATIBLHOCTH, OOYCIIOBIEHHOE Ba-
pUanyer KOHEYHOTO MOMEHTa BpeMeHHu? JJisi 4ero OHO UCIIOJIb3yEeTCs?

9. Kak ompenensitorcsi MOCTOSIHHbIE UHTETPUPOBAHUS B 33j]jaU€ C HEPUK-

CUPOBAHHBIM BpCMCHCM?
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JlabopaTopHas pa6oTa N2 4.
IMPUHLUHUII MAKCUMYMA IIOHTPATUHA

3apanue
[Ipu Hanum4uu orpaHWyeHUs Ha ynpasieHue |u| < a tpedyercs nepeBecTu
OOBEKT Ha MAKCUMAIILHOE MIEPEMEIIECHUE X1 3 33/IaHHOE BPEMS Lf.
Hauanbnoe Bpems t, = 0. YpaBHEHHs IBWKEHUS, TPAHUYHBIC YCIIOBHS

¥ KOHEYHOE BpeMs ¢y 3a/iaHbl B Ta0JI. 4 110 BapUaHTaM.

IMocrpoiire rpaduxu x; (t), x5 (t) u rpaduk Gyuxun ynpasierus u*(t).

Tabnuya 4
Hcxonnbie nanHbIe K 1a0opaTopHOii padote Ne 4
Bapuant S;Eiz?:;;: I'pannuHbIe yci10BHS tr a
1 {2 _n? x1(to) = %5(tg) = 0, x,(¢;) = 0 R
2 {;‘: - fzxj 2 ) =xt) = 0, x(t) = 0 05 | 2
3 {2 _ ’izx:i L | ) = 0,0 = 4. x,(t) = 0 1,5 | 1
4 {2 _ o x1(to) = x2(to) = 2, 2,(t;) = —2 2 | 2
5 {2 _ ;1’“_2;;” 0 (te) = =2,%,(to) = 2, x,(t;) = =10 | 2.5 | 2
o IR n@en@ =0k =1 3|
7 {2 _ ’f}:f S| Xa(te) = %(t0) = 0, x,(tf) = 0 22 | 2
8 {2 _ ii :Lz 2, (tg) = 0,2,(tg) = 2, 2,(t;) = 0 08 | 1
9 {;621 Z fzx jfu 21 (tg) = %, (t9) = 2, x,(t7) = =2 28 | 1
10 {212 - ;j‘ifz;‘ 0t = —1x,(t) =1, x,(t;) =—4 | 32 | 2
11 {;C; : fzxjf’i 2, (t0) = x,(to) = 10, x,(t;) = 0 12 | 1
12 {’;12 _ ;ff;: x(t) = =1,%,(t0) = 1, x,(t;) = 0 16 | 2
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Oxonuanue mabu. 4

13 {’;12 _ ;ffzz 2 (t) = 1,2, () = 2, x,(t;) = =10 | 5 5
14 {;“; —6o x1(ts) = %5(to) = 0, 2,(t;) = 5 s | s
15 {’2 - ’izx:%u 11 (te) = 2, (o) = 0, x,(t;) = —2 I
16 {2 :Z N gu %1 (tg) = 0, %, (£0) = 10, x,(t;) = 0 2 | 2
17 {2 - Z—xZij_ru 11 (te) = %, (to) = 2, x,(t;) = —4 35 | 35
18 {’;12 _ gjlezz 2, (t0) = —1,%, (o) = 1, x,(t;) = —2 42 | 42
19 {j:; - E’;Zl 1 55’:; 11 (te) = x,(ts) = 5, x,(t;) = 0 18 | 18
20 {’J‘Clz - ;ﬁl"iz;‘ 11 (te) = 0,x,(te) = 1, x,(¢;) = 0 25 | 25

IIpumep BbINOJIHEHHsI J1a0OpaTOPHOI padoThI Ne 4

Hcxoanbie 1aHHBIE:

1) YpaBHeHUs ABUKEHUS:

561 == x2; _ .
{J'CZ:u (n=2,r=1).

2) Orpanunuenue: |u| < 5.

3) I'paHu4HBIE YCIOBHUS:

x,(0) =x,(0) =0, x,(¢;)=0, tr=10c

4) Kpurtepuii onTUMaJIBHOCTH B CIy4ae MaKCUMAJILHOTO MEPEMEIICHUS Xy
paBeH:

J = —xl(tf) — min.

Pemenne:

1) I'aMunbTOHHMAH:

H = le]f] =Pifi H2f; = Yix; +You
j=0
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2) VYpaBuenus Ditnepa—Jlarpanxa:

: 0H
1/)1 - _a_xl'
: 0H
1/J2 - _a_xz'
b
Y, = =Y.

Pelienue qaHHOW CUCTEMBl YPaBHEHUH C TOYHOCTBIO JIO TTOCTOSTHHBIX WH-
terpupoBanus: P, = €y, Y, = —Cit + C5.
3) VYcrnoBue npuHIMIA MAKCUMYMa:

|m|a>5<H ImaX(l/hxz +Yu) = Pix; + lmla)si(ll’zu)-
uls u(<

W3 ycnoBus nmpuHIMIA MAKCUMYyMa cienyeT, uto u = 5sign(y,). To ectb
OpUHUMAET 3HAY€HHE S5 WIM —5 B 3aBUCUMOCTH OT 3Haka (YHKIHUH
Y, = —C;t + C,. Tak kak QyHKUUA P, JIHUHEHHAs, TO OHAa MOXET U3MEHUTH
3HAK TOJILKO OJIMH pa3 U MOXKET OBITh TOJBKO OJIHA TOYKA MepekitoueHus. O00-
3HAYMM MOMEHT MepeKIIoueHus t;. Bo3MOXXHO /1Ba BapuaHTa:

,apu0 <t <t,,

_ —5,nmpu0<t<t,
u(t) = { S,mpu t; < t <t

nm u(t) =
®) {S,le/ltl <t <t.
Jlanee HEOOXOAMMO MOJIHOCTHIO BBIMOJHUTH PEIICHUE sl 00€UX THIOTE3
U BBIOpATh Ty U3 HUX, IJI1 KOTOPOM OTBET MOJIYYUTCS ONTUMATBHBIM.

JJist Hauana pacCMOTPUM TIEPBYIO TUIIOTE3Y:

(©) = {5npn0<t<t1,
u(t) =
nput; <t =ty.

4) Haiinem pernieHue CUCTEMbl YPaBHEHUHN ABUKEHUS TS IBYX Y9aCTKOB
a) Ilepssiii yuactok 0 <t < t;, u = 5.
{561 = xz;

X'ZZS.
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C y4YeToM TpaHWYHBIX YCIOBHH B HaAYaJbHBIA MOMEHT BpPEMECHH
x1(0) = x,(0) = 0 pemrenue manHO# cucreMbl aupdepeHInaIbHBIX YPaBHE-

HUN OYJET CIeAYIONTUM:

X11 = Etz, X1 = St.

0) Bropo#t yyactok t; <t < tr, u = —5.

{5(1 =x2;
5(2 - —O.

C y4eToM rpaHUYHOTO YCIIOBHS B KOHEUHBI MOMEHT BpeMeHH X, (10) = 0
pelIeHne JaHHOM CUCTEMBI qUu(ddepeHInAIbHBIX YPaBHEHUM OYJI€T UMETh OJIHY
IPOU3BOJIBHYIO TOCTOSIHHYIO:

X1 = C +t(50 — 5t), x,, =50 — 5¢t.
Jns onpeneneHus noctossHHONM C U BpEMEHH MEPEKIIOUECHUS ¢ 3alHIIEM

YCIIOBHSI HEPA3PHIBHOCTH:
{x11(t1) = x12(t1),
x21(t1) = x5 (¢1);
5
{E tl =C + tl(SO - Stl),
Stl = 50 - Stl
PemuB gannyio cucteMy ypaBHeHUH, noixyyum: t; = 5 ¢, C = —125.
5) Takum 00pa3oM, ONTUMAIILHBIC YMPABJISAIONIAs MEPEMEHHash W Iepe-

MEHHbBIE€ COCTOSIHUSI OYAyT paBHBI:

*(t)_{5,HpHOStS5C,
u -5, mpu5<t<10g

5 2
Et,anOStSSC,

5
Etz + t(50 — 5t),mpu 5 <t < 10¢;

“(0) _{5t,HpI/IO <t<5g
X2 |50 —5¢t,npu5<t<10c.

x,"(t) =
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I'padpuku  dyHkum yropasienuss u*(t) W TEPEMEHHBIX COCTOSHHS

x1(t), x5(t) npencrasiensl Ha puc. 4.

5 T T T T | | | | |
x 0L 4
>
-5 | | | | L | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t, c
150 T T T T T T T T T
100 L i
><‘_
50 L -
0 ] ] ] ] ] ] ] ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t, c
25 T T T T T T T T
20 L -
15 L -
3
N
X 10 L ]
5L -
0 ] ] ] ] ] ] ] ] ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t, c

Puc. 4. 3aBucumoctu ynpasienus u*(t)

M IepEMEHHBIX cocTosiHus X1 (t), x5 (t) OT BpeMeHH
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KonTpoabHbie Bonpocskl k J1adopaTopHoii padore Ne 4

1. B uyem cyTh npuHnuna Mmakcumyma? Yto oOI1iero ¢ MeTo1oM MHOKHUTE-
neu Jlarpanka v B 4ueM oTauvue?

2. B xakux ciyyasx cieAayeT MPUMEHSTh MPUHIHN Makcumyma [loHTps-
ruHa?

3. PacckaxuTe anropuT™m pemnieHus 3aJadd ONTHMAIBHOTO YIpaBICHUS
C TIOMOIIBI0 MpUHIHTA MakcumyMa [loHTpsTHHA.

4. Yemy paBeH KpUTEpui ONTHUMaIbLHOCTU B 3agade? Kak 3ammcarb Kpu-
TEpHUI ONTUMAIBHOCTH UCXOJS U3 YCIOBHUM 3a1a4m’?

5. Kiaccudunupyiite 3aauy, pemiaemyto B JIaDopaTopHOil padoTe.

6. Kak cocraBnsercs ycinoBue makcumyMma? J[Jisg uero oHO UCTIOJIb3yeTCs?

7. Kak cocraBisieTcst ycioBrue Hepa3phIBHOCTH? J[J11 4eT0 OHO MCIOJIB3Y-

eTcsa’?
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JlabopaTopHas paoota N2 5. 3AZIAYA MAKCUMAJIBHOT'O
BbICTPOJAEVCTBUS

3aganue
[Ipy HamuuuKU OrpaHUYEHUS HA YIIPaBICHUE TPEOYeTCs MepeBeCTH OOBEKT
B 33JIaHHOE TTOJIOKEHNE 32 MUHUMAaJIbHOE BpEMSI.
HauvansHoe Bpems t, = 0. YpaBHEHHS IBUKCHUS, TPAHUYHBIC YCIIOBUS
¥ OTpaHMYCHHUE Ha yIIpaBJIeHHUE 3aJ]aHbl B Ta0JI. 5 MO BapuaHTaM.

IMoctpoiire rpaduxu x; (t), x5 (t) u rpaduk GyHxwn ynpasierus u*(t).

Tabnuya 5
Hcxoanble naHHbIE K J1a00paTopHOi padore Ne 5
Y O
Bapuant DABHCHI Kpaesbie ycnoBus tAtehHe
JIBUOKEHUS Ha YIIPaBJICHUE

1 {xl =X —2 x1(t) = x,(t) =0 lul < 1
xz =u xl(tz) = _1,x2(t2) =0 o

) {xl =X+ 2 x1(t) = x,(t1) =0 lu| < 2
xz = _xl +u xl(tz) - _2, xz(tz) - O -

3 {Xl =x;—1 x1(t1) = 0,x,(t;) = 4 | <1
Xp =X U x1(t2) = x,(t;) = 0 B
J.C =x,+Uu = =

N L S S e jul < 2

2 =X x,(t;) = 6,x,(t,) = -2

5 {xl =X tu x1(t1) = =2,x,(¢;) = 2 u| < 2
Xy =X +u x,(ty) = 2,x,(t;) = —10 N

6 {xl = xz - 4 xl(tl) = xZ(tl) =0 |u| < 1
xz =u xl(tz) = _1,x2(t2) =1 o

7 {x_l =X +5 x1(t1) = x,(t,) =0 lul < 2
Xp=—X1+2u | x(t,)=22x()=0 -

8 {xl = xz - 3 xl(tl) = O,xz(tl) = 2 |u| < 1
Xp =Xt u x1(62) = x%,(6,) = 0 B

9 {xl =X tu x1(t1) = x,(t;) = 2 | <1
xz = _xl tu xl(tz) - 3,x2(t2) = _2 -

10 {X:l = _xz + u xl(tl) = _1Ix2(t1) = 1 |u| < 2
xz = xl + 2u xl(tz) - 1, xz(tz) = _4 -

11 {Xl Y xafa) = 2() = 10 lul <1
X =—Xtu x,(t;) =10,x,(t,) =0 o

12 {X:l = _xz tu xl(tl) = _1Ix2(t1) = 1 |u| <?
Xy =x; +3u x1(t;) =5,x,(t,) =0 B
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Oxonuanue mabua. 5

X, = — x1(ty) = —1,x,(t;) =2
13 {X1 - X, +u 1(to) 2(to) ul <5
xz - x1 + Zu xl(tf) = 4, xZ(tf) = _10
., = X, — x1(ty) = x,(t,) =0
14 {Xl = Xy, — 6 1(to) 2(to) ul <5
X, =Uu x(tr) = =2,%,(¢,) = 5
¢, = x1(ty) = x,(t,) =0
15 {.xl_ x; +10 1(to) 2(to) ul <3
¥ =—x+3u | x(ty) = 5,%(t) = -2
X, = X, — x1(tg) = 0,x,(t,) = 10
16 {.Xl_ X, — 6 1(to) 2(to) ul <2
Xp =X +3u 1 () = %,(ty) = 0
¢, = x1(ty) = x,(tp) = 2
17 {.Xl_ 2x, +u 1(to) 2(to) | <3.5
Xp = _le tu xl(tf) = S,Xz(tf) = —4
¢, = — x1(ty) = —1,x,(t;) =1
13 {Xl - 3x, tu 1(to) 2(to) | <42
X, = 3x1 + 2u xl(tf) =4, xz(tf) = -2
19 {Xl 2x, + 5u 1(to) 2(to) | < 1.8
Xy = —Xq1 + 5u xl(tf) = 7, xz(tf) =0
20 {X1 - 3x; +u 1(to) 2(to) | <2.5
X, = 2x1 + 3u xl(tf) = 2,%, (tf) =0

IIpumep BbINOJTHEHMSI J1A0OPATOPHOI padoThI Ne 5

Hcxoanbie 1aHHBIE:

1) YpaBHeHUs NBUKEHUS:

?'Cl == xz; _ _
{J&z:u n=2,r=1).

2) Orpanunuenue: |u| < 5.

3) I'panuunbIe ycloBUS:

x(0) =x,(0) =0, x,(tr) =4, x,(¢,) =0, t;=10c.

4) Kpurtepuil ONTUMaJIBHOCTH ISl 3aJa4d MaKCUMAaJIbHOTO OBICTPOJIEH-
CTBHUSI paBEH:

J =ty = min.

Peiienne:

1) IN'amunberoHMAH:

H = le]f] =Pifi H2f; = Yix; + Yo
j=0
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2) VYpaBuenus Ditnepa—Jlarpanxa:

: OH
1/)1 - _a_xl'
; 0H
lpZ - _a_xz'
{l/.)l = 0,
Y, = -,

Pemenve nmanHOW cHCTEMBl ypaBHEHUN ¢ TOYHOCTHIO IO TIOCTOSIHHBIX WH-
terpupoBanus: Y, = €y, Y, = —Cit + C5.
3) VYcnoBue npuHIMIIA MAKCUMYyMa!

lm|a>5(H m|a>5<(1/)1x2 +u) = Pix, + maX(‘/Jzu)
uls <

W3 ycnoBus mpuHIIMIIA MaKCUMyMa CieayeT, uto U = 5sign(y,), To ecTh
OpUHUMAET 3HA4Y€HWE 5 WIM —5 B 3aBUCMMOCTM OT 3Haka (YHKIUU
Y, = —C;t + C,. Tak xak QyHKuus P, JUHEIHAA, TO OHA MOXET U3MEHUTH
3HAK TOJILKO OJMH Pa3 M MOXKET ObITh TOJBKO OJIHA TOUYKa nepexiatoueHus. O00-
3HAYMM MOMEHT MepeKIItoueHus t;. Bo3MOXXHO /1Ba BapuaHTa:

_(S5mpul <t<t, _(—5mpu0<t<=<t,
u(t) = { 5, IpH ¢, <t<tfHHHu(t)_{S,le/lt1<t§tf.

Jlanee HEOOXOAMMO TOJHOCTHIO BBHITIOJIHUTH PEIISHHUE Il 00€UX TUIOoTe3
¥ BBIOpaTh Ty U3 HUX, JIJI1 KOTOPOUH OTBET MOJIYUYUTCS ONTUMAIIbHBIM.

PaccMoTpuM nepByIo rUnoTesy:

(©) = {5npn0<t<t1,
u(t) =
nput; <t =ty.

4) Haiinem perieHue CUCTEMbI YPaBHEHUH ABUKEHUS TSI IBYX YY9aCTKOB.
a) Ilepssiii yuactok 0 <t < t;, u = 5.

5(1 == xz;
XZ = 5.

C y4yeroM TIpaHWYHBIX YCIOBUM B Ha4ajbHbI MOMEHT BpPEMEHH
x1(0) = x,(0) = 0 pemenne maHHOW CHUCTEMBI TU(GEPEHIMAIBHBIX ypaBHE-

HUN OyAET CIeAYIONTIM:

X11 = Etz, Xy1 = St.
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0) Bropoii yuactok t; <t < tf, u = —5.

{5(1 - xZ;
5(2 - _5

Tak Kak KOHEYHOE BpeMs t; HEU3BECTHO, UCIIOTIB30BATh TPAHUYHBIC YCIIO-
BHS Ha JJAHHOM 3Tare HEBO3MOYKHO U pPellIeHUe TaHHOW cUcTeMbl auddepeHiiu-

AJIBHBIX ypaBHeHI/Iﬁ 6y,£[eT HMCTB ABC IIPOU3BOJIBHBIC ITOCTOSHHBIC!
5 2
X12 = C1+t(C2_5t)+§t y Xpp = C2_5t.

Jist onpenenenust OCTOSIHHEBIX (7, C;, KOHEYHOTO BPEMCHH ty U BPEMEHH
IIEPEKITFOUEHUS T UCIIOIb3YEM IPAHUYHBIC YCIOBUS U YCIIOBUS HEPA3PBIBHOCTH:
r.xlz (tf) = 4,
< xzz (tf) = O,

x11(t1) = x1,(1),
(X1 (1) = x2,(t1);

5

CZ - Stf = 0,
< 5 5
Etlz == Cl + tl(CZ - 5t1 ) +§t12,
kStl == C2 - Stl

PemmB nanHyio cucremy ypaBHeHui, noiayuum C; = —4, C, = 8,944,
tr = 1,789 ¢, t; = 0,8944 c.
5) Takum 00pa3oM, ONTUMAJIbHBIE YMNPABISAIONIAs MEPEMEHHAs U Mepe-

MEHHbBIE€ COCTOSIHUSI OYAyT paBHBI:

“(t) = {5, npu 0 <t < 0,8944 c,
WA =15, mpu 0,8944 < t < 1,789 ¢;

2,5t%,npu0 <t < 0,8944 c,
2,5t% + t(8,944 — 5t) — 4,n1pu 0,8944 <t < 1,789 ¢;

“(t) = {St, npu 0 <t < 0,8944 c,
X2\ = 18,944 — 5¢,mpu 0,8944 < t < 1,789 c.

I'padpuku  dyHkum ynpaienuss u*(t) W TEPEeMEHHBIX COCTOSHHS

x,"(t) = {

x1(t), x5 (t) mpencraBiacHsBI Ha pUC. 5.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
t, c
| | | | | | | |
| | | | | | | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
t, c

Puc. 5. 3aBucumoctu ynpasienus u*(t)

M IepeEMEHHBIX cocTosiaus X7 (t), x5 (t) oT BpemeHu
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KonTposabHbie Bonpocskl k 1abopaTopHoii padore Ne 5

1. B gem cyTh nmpuHmna makcumyma? Uto oOIIero u B ueM OTJIUYHE OT
MeToaa MHOXHTeen Jlarpanxa?

2. B kakux ciydasix cieayeTr NpUMEHSTh NpUHIUI MakcumyMma [loHTps-
ruHa?

3. Knaccudunupyiite 3amady, pemaeMyro B 1adopatopHOi padorTe.

4. PacckaxuTe aaropuTM PEIICHUS 33/1aud ONTUMAJIbHOTO YIPaBICHUS
C IOMOIIIbIO METOa MHOKUTENEN JIarpanixa.

5. UeMy paBeH KpuTepuil ONTUMAIBHOCTH B 3amaue? Kak 3anucars Kpu-
TEpHUI ONTUMAIBHOCTH UCXOS U3 YCIOBHUM 3a1a4m’?

6. Kak onpenensitoTcs MOCTOSIHHBbIE MHTETPUPOBAHUS B 3a/1a4€ ONTUMAJIb-
HOT'O0 OBICTPOACHCTBUS?

7. Kak cocraBusiercst ycnmoBue MakcumyMa? Jljist 4ero OHO UCIOJIb3yeTCs?

8. Kak cocrapnisiercs ycioBue Hepa3pblBHOCTU? J[JIs1 4ero OHO MCIOJIb3Y-

eTcsa’?
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Метод множителей Лагранжа

Метод множителей Лагранжа позволяет решить задачу оптимального управления, постановка которой в общем случае имеет вид:

1) Уравнения движения объекта управления







где  – вектор фазовых координат,

  – вектор управляющих переменных.

Уравнения движения объекта управления должны быть приведены 
к дифференциальным уравнениям первого порядка, разрешенным относительно производных всех фазовых координат . Таким образом, количество дифференциальных уравнений совпадает с количеством фазовых координат .

2) Ограничения







Ограничения представляют собой алгебраические уравнения, которым должны удовлетворять фазовые и управляющие переменные. Ограничения могут отсутствовать (то есть ), если все процессы, протекающие в объекте управления, описаны с помощью дифференциальных уравнений.

3) Граничные условия







В задаче с фиксированными концами все фазовые координаты заданы в начальный  и конечный  моменты времени. Таким образом, будет  граничных условий. В задаче с подвижным концом отсутствуют одно или несколько граничных условий и их будет меньше чем .

В более общем случае граничные условия имеют вид







где  – количество граничных условий.

4) Критерий оптимальности







Критерий оптимальности в общем случае включает терминальное слагаемое  и интегральное. Терминальное слагаемое может присутствовать только в задаче с подвижным концом или нефиксированным временем, так как в задаче с закрепленными концами и фиксированным временем исключена вариация величин .

Алгоритм решения такой задачи включает следующие действия:

1) Составить гамильтониан







При  вторая сумма отсутствует. Множитель Лагранжа .

2) Составить уравнения Эйлера–Лагранжа











Последние уравнения называют условием стационарности.

3) Выразить управляющие переменные  () из условия стационарности и подставить в уравнения движения и уравнения Эйлера–Лагранжа. Получится система дифференциальных уравнений:











4) Решить данную систему уравнений с учетом граничных условий. В случае отсутствия некоторых граничных условий (задача с подвижным концом) записываются условия трансверсальности:







Для задачи с нефиксированным временем составляются условия трансверсальности, обусловленные вариацией начального или конечного момента времени:







Количество граничных условий и условий трансверсальности должно совпадать с количеством постоянных интегрирования, то есть с количеством дифференциальных уравнений. Найти постоянные интегрирования.

5) Подставить найденные постоянные интегрирования в выражения для  и , затем выразить  и записать в ответе оптимальные функции управления  и функции переменных состояния . Построить графики функций .

[bookmark: _Toc518311312]Принцип максимума Понтрягина

Принцип максимума, в отличие от метода множителей Лагранжа, позволяет решить задачу оптимального управления, в которой на управление наложены ограничения типа неравенства. Постановка задачи 
с ограничением на управления в общем случае имеет вид:

1) Уравнения движения объекта управления







где  – вектор фазовых координат,

       – вектор управляющих переменных.

2) Ограничения на управление







где  – допустимое множество значений управления.

Часто ограничение на управления имеет вид неравенства:







3) Граничные условия







или в более общем случае







4) Критерий оптимальности



Алгоритм решения задачи с помощью принципа максимума отличается от алгоритма решения методом множителей Лагранжа лишь одним шагом: вместо условия стационарности записывается принцип максимума. 

Алгоритм решения задачи с помощью принципа максимума Понтрягина включает следующие действия:

1) Составить гамильтониан







где .

2) Составить уравнения Эйлера–Лагранжа







3) Записать принцип максимума







из которого выразить управляющие переменные  () и подставить в уравнения движения. Получится система дифференциальных уравнений:







При анализе условия максимума может получиться, что управляющие переменные  должны принимать значения на границе области допустимых значений. При этом возможны скачкообразные изменения величины . Например, если область допустимых значений задана неравенством , то  может менять значение с  на . Такие моменты времени будут называться точками переключения. 

Точки переключения делят весь процесс от начальной точки  до конечной  на интервалы. Например, в случае одной точки переключения  будет два интервала:  и . Тогда система дифференциальных уравнений составляется и решается отдельно для каждого интервала.

В точках переключения справедливо условие неразрывности, в соответствии с которым переменные  не могут иметь разрывов, то есть  , где  – переменная состояния на первом интервале,  – переменная состояния на втором интервале.

4) Решить данную систему уравнений с учетом граничных условий. В случае отсутствия некоторых граничных условий (задача с подвижным концом) составляются условия трансверсальности:







Для задачи с нефиксированным временем составляются условия трансверсальности, обусловленные вариацией начального или конечного момента времени:







Количество граничных условий и условий трансверсальности должно совпадать с количеством постоянных интегрирования, то есть с количеством дифференциальных уравнений. Найти постоянные интегрирования.

5) Подставить найденные постоянные интегрирования в выражения для  и записать в ответе оптимальные функции управления  и функции переменных состояния . Построить графики функций .



[bookmark: _Toc518311313]Содержание отчета о лабораторной работе

1. Титульный лист: оформляется в соответствии с приложением (текст, выделенный курсивом, заменить в соответствии с данными своей работы).

2. Задание: сформулировать задачу и привести исходные данные 
в соответствии с вариантом.

3. Решение: привести все расчетные формулы, преобразования и промежуточные результаты. Все формулы должны быть снабжены комментариями. В случае использования программы Matlab для выполнения некоторого действия, например решения уравнения, допускается приводить только систему уравнения и корни системы уравнений, указав команду или номер строки программы, в которой это действие выполняется.

4. Текст программы: вставить текст программы Matlab, которая использовалась при выполнении лабораторной работы. В тексте программы должны быть комментарии, поясняющие, какие действия выполняются 
на каждом участке кода.

5. Результаты: в ответе привести функции  и графики этих функций.
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Лабораторная работа № 1. Метод Эйлера–Лагранжа: 
задача с фиксированными концами

Задание

Решите задачу оптимального управления: перевести объект управления, уравнения движения которого заданы, в заданное положение при минимальном расходе энергии управляющего воздействия. Начальный момент времени . Уравнения движения, граничные условия и конечное время  заданы в табл. 1 по вариантам.

Постройте графики  и график функции управления .



Таблица 1

Исходные данные к лабораторной работе № 1

		Вариант

		Уравнения 
движения

		Граничные условия

		



		1

		

		

		1



		2

		

		

		0,5



		3

		

		

		1,5



		4

		

		

		2



		5

		

		

		2,5



		6

		

		

		3



		7

		

		

		2,2



		8

		

		

		0,8



		9

		

		

		2,8



		10

		

		

		3,2



		11

		

		

		1,2



		12

		

		

		1,6



		13

		

		

		5





Окончание табл. 1

		14

		

		

		5



		15

		

		

		3



		16

		

		

		2



		17

		

		

		3,5



		18

		

		

		4,2



		19

		

		

		1,8



		20

		

		

		2,5







Пример выполнения лабораторной работы № 1

Исходные данные:

1) Уравнения движения:

 

2) Граничные условия:

,   ,   .

3) Критерий оптимальности в случае минимального расхода энергии управляющего воздействия равен:



Решение:

1) Гамильтониан



2) Уравнения Эйлера–Лагранжа

 

 

Условие стационарности

.

3) Из условия стационарности выразим



Подставив  в уравнения движения и уравнения Эйлера–Лагранжа, получим систему уравнений



4) Решение данной системы дифференциальных уравнений имеет вид:





. 

Данное решение содержит четыре постоянных интегрирования: , которые можно найти, используя граничные условия:

,

       =>     

откуда .

5) Подставив найденные постоянные в выражения для  и , получим

; 







.

Графики функции управления  и переменных состояния  представлены на рис. 1.



[image: ]

Рис. 1. Зависимости управления  
и переменных состояния  от времени



Контрольные вопросы к лабораторной работе № 1

1. Расскажите алгоритм решения задачи оптимального управления 
с помощью метода множителей Лагранжа.

2. Как называются величины , , , , ?

3. Как определяются функции ?

4. Чему равен критерий оптимальности в задаче? Как записать критерий оптимальности исходя из условий задачи?

5. Классифицируйте задачу, решаемую в лабораторной работе.

6. Напишите общую формулу гамильтониана. Как называются величины , ?

7. Как составляются уравнения Эйлера–Лагранжа? Для чего используются эти уравнения?

8. Как составляется условие стационарности? Для чего оно используется?

9. Что такое фазовые переменные?

10. Что такое управляющие переменные?

11. Как определяются постоянные интегрирования?
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Лабораторная работа № 2. Метод Эйлера–Лагранжа: задача с подвижным концом

Задание

Решите задачу оптимального управления: перевести объект управления, уравнения движения которого заданы, в положение  при минимальном расходе энергии управляющего воздействия. Величина  не задана. . Уравнения движения, граничные условия и конечное время  заданы в табл. 2 по вариантам.

Постройте графики  и график функции управления .



Таблица 2

Исходные данные к лабораторной работе № 2

		Вариант

		Уравнения 
движения

		Граничные условия

		



		1

		

		 

		1



		2

		

		 

		0,5



		3

		

		 

		1,5



		4

		

		

		2



		5

		

		

		2,5



		6

		

		 

		3



		7

		

		 

		2,2



		8

		

		 

		0,8



		9

		

		 

		2,8



		10

		

		 

		3,2



		11

		

		 

		1,2



		12

		

		 

		1,6



		13

		

		 

		5





Окончание табл. 2

		14

		

		 

		5



		15

		

		 

		3



		16

		

		 

		2



		17

		

		 

		3,5



		18

		

		 

		4,2



		19

		

		 

		1,8



		20

		

		 

		2,5







Пример выполнения лабораторной работы № 2

Исходные данные:

1) Уравнения движения:

  

2) Граничные условия:

, ,   .

3) Критерий оптимальности в случае минимального расхода энергии управляющего воздействия равен:



Решение:

1) Гамильтониан



2) Уравнения Эйлера–Лагранжа

 

 

Условие стационарности

.

3) Из условия стационарности выразим



Подставив  в уравнения движения и уравнения Эйлера–Лагранжа, получим систему уравнений



4) Решение данной системы дифференциальных уравнений с учетом трех имеющихся граничных условий имеет вид:

,





Для поиска постоянной  запишем условие трансверсальности:

,

где , так как в критерии оптимальности отсутствует терминальное слагаемое. Таким образом,

,

,

.

5) Подставив найденные постоянные в выражения для  и , получим

, 

,

,

,

.

Графики функции управления  и переменных состояния  представлены на рис. 2.
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Рис. 2. Зависимости управления  
и переменных состояния  от времени

Контрольные вопросы к лабораторной работе № 2

1. Расскажите алгоритм решения задачи оптимального управления 
с помощью метода множителей Лагранжа.

2. Чему равен критерий оптимальности в задаче? Как записать критерий оптимальности исходя из условий задачи?

3. Классифицируйте задачу, решаемую в лабораторной работе.

4. Чем отличаются решения задач с закрепленными концами и с подвижным концом?

5. Как составляются уравнения Эйлера–Лагранжа? Для чего используются эти уравнения?

6. Как составляется условие стационарности? Для чего оно используется?

7. Как записываются условия трансверсальности? Для чего они используются?

8. Как определяются постоянные интегрирования в задаче с подвижным концом?

9. Расскажите о назначении команд Matlab: syms, clc, clear, for.

10. Расскажите о назначении функций Matlab: solve, dsolve, diff, subs, eval, plot. Какие аргументы принимают и что возвращают эти функции?





[bookmark: _Toc518311316]


Лабораторная работа № 3. Метод Эйлера–Лагранжа: задача с изопериметрическим ограничением

Решите задачу оптимального управления: перевести объект управления, уравнения движения которого заданы, в заданное положение за минимальное время при изопериметрическом ограничении



Начальное время . Уравнения движения, граничные условия заданы в табл. 3 по вариантам.

Постройте графики  и график функции управления .



Таблица 3 

Исходные данные к лабораторной работе № 3

		Вариант

		Уравнения 
движения

		Граничные условия



		1

		

		, 



		2

		

		, 



		3

		

		, 



		4

		

		, 



		5

		

		, 



		6

		

		, 



		7

		

		, 



		8

		

		, 



		9

		

		, 



		10

		

		, 



		11

		

		, 







Окончание табл. 3

		12

		

		, 



		13

		

		, 



		14

		

		, 



		15

		

		, 



		16

		

		, 



		17

		

		, 



		18

		

		, 



		19

		

		, 



		20

		

		, 







Пример выполнения лабораторной работы № 3

Исходные данные:

1) Уравнения движения:

  

2) Граничные условия:

, .

3) Критерий оптимальности в случае минимального времени равен:

.

Решение:

Для учета изопериметрического ограничения введем дополнительную переменную состояния



Таким образом, уравнения движения и граничные условия примут вид:

  

, .

1) Гамильтониан



2) Уравнения Эйлера–Лагранжа

 

 

Условие стационарности

.

3) Из условия стационарности выразим



Подставив  в уравнения движения и уравнения Эйлера–Лагранжа, получим систему уравнений



4) Решение данной системы дифференциальных уравнений с учетом начальных граничных условий  имеет вид:

,

,

,

,

,

.

Управляющая переменная будет равна:

.

Применить три граничных условия в конечный момент времени нельзя, так как неизвестно значение . 

Используя граничные условия в конечный момент времени
, запишем три уравнения:

,

,

.

Так как конечное время не фиксировано, составим условие трансверсальности, обусловленное вариацией конечного момента времени:

,

где 

Таким образом

,

,

.

Подставив выражения  с заменой , получим

.

Запишем полученную систему из четырех уравнений (одно условие трансверсальности и три граничных условия):

 

Решение этой системы уравнения относительно неизвестных  имеет вид:

,

,

,

 с.

Вообще, данная систем уравнения имеет три корня, но в двух из них время  равно комплексной величине, поэтому оставляем только корень, в котором время является положительным действительным числом.

5) Подставив найденные постоянные в выражения для  и , получим

,

,

,

.

Графики функции управления  и переменных состояния  представлены на рис. 3.

[image: ]Рис. 3. Зависимости управления  
и переменных состояния  от времени






Контрольные вопросы к лабораторной работе № 3

1. Расскажите алгоритм решения задачи оптимального управления 
с помощью метода множителей Лагранжа.

2. Чему равен критерий оптимальности в задаче? Как записать критерий оптимальности исходя из условий задачи?

3. Классифицируйте задачу, решаемую в лабораторной работе.

4. Как учитывается изопериметрическое ограничение?

5. Чем отличаются решения задач с фиксированным временем и нефиксированным временем?

6. Как составляются уравнения Эйлера–Лагранжа? Для чего используются эти уравнения?

7. Как составляется условие стационарности? Для чего оно используется?

8. Как записывается условие трансверсальности, обусловленное вариацией конечного момента времени? Для чего оно используется?

9. Как определяются постоянные интегрирования в задаче с нефиксированным временем?








[bookmark: _Toc518311317]Лабораторная работа № 4. 
Принцип максимума Понтрягина

Задание

При наличии ограничения на управление  требуется перевести объект на максимальное перемещение  за заданное время . 

Начальное время . Уравнения движения, граничные условия 
и конечное время  заданы в табл. 4 по вариантам.

Постройте графики  и график функции управления .



Таблица 4

Исходные данные к лабораторной работе № 4

		Вариант

		Уравнения 
движения

		Граничные условия

		

		



		1

		

		, 

		1

		1



		2

		

		, 

		0,5

		2



		3

		

		, 

		1,5

		1



		4

		

		, 

		2

		2



		5

		

		, 

		2,5

		2



		6

		

		, 

		3

		1



		7

		

		, 

		2,2

		2



		8

		

		, 

		0,8

		1



		9

		

		, 

		2,8

		1



		10

		

		, 

		3,2

		2



		11

		

		, 

		1,2

		1



		12

		

		, 

		1,6

		2





Окончание табл. 4

		13

		

		, 

		5

		5



		14

		

		, 

		5

		5



		15

		

		, 

		3

		3



		16

		

		, 

		2

		2



		17

		

		, 

		3,5

		3,5



		18

		

		, 

		4,2

		4,2



		19

		

		, 

		1,8

		1,8



		20

		

		, 

		2,5

		2,5







Пример выполнения лабораторной работы № 4

Исходные данные:

1) Уравнения движения:

   

2) Ограничение: .

3) Граничные условия:

, , .

4) Критерий оптимальности в случае максимального перемещения  равен:

.

Решение:

1) Гамильтониан:



2) Уравнения Эйлера–Лагранжа:

 

 

Решение данной системы уравнений с точностью до постоянных интегрирования: ,   .

3) Условие принципа максимума:



Из условия принципа максимума следует, что . То есть принимает значение 5 или –5 в зависимости от знака функции
. Так как функция  линейная, то она может изменить знак только один раз и может быть только одна точка переключения. Обозначим момент переключения . Возможно два варианта:

   или 

Далее необходимо полностью выполнить решение для обеих гипотез и выбрать ту из них, для которой ответ получится оптимальным.

Для начала рассмотрим первую гипотезу:



4) Найдем решение системы уравнений движения для двух участков

а) Первый участок , .

  

С учетом граничных условий в начальный момент времени
 решение данной системы дифференциальных уравнений будет следующим:



б) Второй участок ,  .

  

С учетом граничного условия в конечный момент времени  решение данной системы дифференциальных уравнений будет иметь одну произвольную постоянную:



Для определения постоянной  и времени переключения  запишем условия неразрывности:





Решив данную систему уравнений, получим:  c, .

5) Таким образом, оптимальные управляющая переменная и переменные состояния будут равны:







Графики функции управления  и переменных состояния  представлены на рис. 4.



[image: ] 

Рис. 4. Зависимости управления  
и переменных состояния  от времени

Контрольные вопросы к лабораторной работе № 4

1. В чем суть принципа максимума? Что общего с методом множителей Лагранжа и в чем отличие?

2. В каких случаях следует применять принцип максимума Понтрягина?

3. Расскажите алгоритм решения задачи оптимального управления 
с помощью принципа максимума Понтрягина.

4. Чему равен критерий оптимальности в задаче? Как записать критерий оптимальности исходя из условий задачи?

5. Классифицируйте задачу, решаемую в лабораторной работе.

6. Как составляется условие максимума? Для чего оно используется?

7. Как составляется условие неразрывности? Для чего оно используется?

[bookmark: _Toc518311318]


Лабораторная работа № 5. Задача максимального быстродействия

Задание

При наличии ограничения на управление требуется перевести объект в заданное положение за минимальное время. 

Начальное время . Уравнения движения, граничные условия 
и ограничение на управление заданы в табл. 5 по вариантам.

Постройте графики  и график функции управления .



Таблица 5

Исходные данные к лабораторной работе № 5

		Вариант

		Уравнения 
движения

		Краевые условия

		Ограничение 
на управление



		1

		

		



		



		2

		

		



		



		3

		

		



		



		4

		

		



		



		5

		

		



		



		6

		

		



		



		7

		

		



		



		8

		

		



		



		9

		

		



		



		10

		

		



		



		11

		

		



		



		12

		

		



		





Окончание табл. 5

		13

		

		



		5



		14

		

		



		5



		15

		

		



		3



		16

		

		



		2



		17

		

		



		3,5



		18

		

		



		 4,2



		19

		

		



		1,8



		20

		

		



		2,5







Пример выполнения лабораторной работы № 5

Исходные данные:

1) Уравнения движения:

  

2) Ограничение: .

3) Граничные условия:

, , .

4) Критерий оптимальности для задачи максимального быстродействия равен:

.

Решение:

1) Гамильтониан:



2) Уравнения Эйлера–Лагранжа:

 

 

Решение данной системы уравнений с точностью до постоянных интегрирования: ,   .

3) Условие принципа максимума:



Из условия принципа максимума следует, что , то есть принимает значение 5 или –5 в зависимости от знака функции
. Так как функция  линейная, то она может изменить знак только один раз и может быть только одна точка переключения. Обозначим момент переключения . Возможно два варианта:

 или 

Далее необходимо полностью выполнить решение для обеих гипотез и выбрать ту из них, для которой ответ получится оптимальным.

Рассмотрим первую гипотезу:



4) Найдем решение системы уравнений движения для двух участков.

а) Первый участок , .

  

С учетом граничных условий в начальный момент времени
 решение данной системы дифференциальных уравнений будет следующим:



б) Второй участок ,  .

  

Так как конечное время  неизвестно, использовать граничные условия на данном этапе невозможно и решение данной системы дифференциальных уравнений будет иметь две произвольные постоянные:



[bookmark: _GoBack]Для определения постоянных , конечного времени  и времени переключения  используем граничные условия и условия неразрывности:





Решив данную систему уравнений, получим , ,  c,  с.

5) Таким образом, оптимальные управляющая переменная и переменные состояния будут равны:







Графики функции управления  и переменных состояния  представлены на рис. 5.

[image: ] 

Рис. 5. Зависимости управления  
и переменных состояния  от времени




Контрольные вопросы к лабораторной работе № 5

1. В чем суть принципа максимума? Что общего и в чем отличие от метода множителей Лагранжа?

2. В каких случаях следует применять принцип максимума Понтрягина?

3. Классифицируйте задачу, решаемую в лабораторной работе.

4. Расскажите алгоритм решения задачи оптимального управления 
с помощью метода множителей Лагранжа.

5. Чему равен критерий оптимальности в задаче? Как записать критерий оптимальности исходя из условий задачи?

6. Как определяются постоянные интегрирования в задаче оптимального быстродействия?

7. Как составляется условие максимума? Для чего оно используется?

8. Как составляется условие неразрывности? Для чего оно используется?






Приложение 

Образец титульного листа отчета о лабораторной работе



Федеральное государственное бюджетное 
образовательное учреждение высшего образования 
«Омский государственный технический университет»



Кафедра «Основы теории механики и автоматического управления»











Лабораторная работа № __

Название лабораторной работы 



Вариант № __









Выполнил: студент гр. ПМ-151 Иванов И.И.

___________________



Проверил: доцент, к.т.н. Петров П.П.

___________________
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